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SOLUTIONS

CHAPITRE 1 - NOMBRES COMPLEXES

Exercice 1.1

Onalz+72=(z+2)(z+2) =212 + 2|2 + 2Re(zZ)) et |z — 2|2 = |z|? + [2'|? — 2Re(zZ'). On somme, ce qui donne le résultat.

Exercice 1.2

On exclut les cas particuliers o1 'un des deux est nul (le résultat est vrai). En élevant au carré, la relation équivaut a |z + z "2 =122 +12' |12 + 2|1zZ|
(tout est positif). En utilisant |a|? = aa, on obtient

lz+Z2 2= (z+2)Z+2) =1z + |2 % + 22 +ZZ =122 + |2/ |? + 2Re(zZ)).

On aZRe(zz’) < 2|zz’| =2|z||Z| et ainsi |z+z |2 |z|2 +12' |2 +2|z]. 12| = (z] + |2 |)2 (on simplifie les carrés car tout est positif).

On a I'égalité si, et seulement si Re(zz)) = |z2/]. Puisque |Z'| = 121, I'égalité est équivalente a Re(zz)) = |z2], ce qui est vrai si, et seulement si

z
zz' € R*. On note k € R* ce réel. Puisque z’ est non nul, 27 =k o 277 =kz etz= | If|2 z' (et méme puisque k = |zZz/|,ona z= || ||
z z

2.

Exercice 1.3

. n .
— Ona(1+)"= [\/ie’”/‘l) =2M2innl4 | @61 le module vaut 2™/2 et un argument nz/4.

— 1+ =¢0/2(2¢05(6/2)). On a )1 + eie‘ =2|cos(8/2)]. Lorsque ce module est strictement positif, un argument est /2, lorsqu'il est stric-
tement négatif, 7 +0/2.

- X 1+e9 1972 2c0s(0/2)
De méme 1_el0 ~ 072 =27sin(6/2)

= icotan (0/2). Le module vaut 1, un argument est +7/2 suivant le signe de cotan (6/2) (tout cela

lorsque el? £1).

Exercice 1.4
On suppose 1 # 0. On factorise z2 +1 = (z + i)(z — i), ce qui donne 'équation équivalente
(z+D)"((z=D"-(z+1)")=0

i\
On a la solution z = —i. Pour z # —i, 'équation équivaut a (g—;;) = 1. Cela équivaut 2 I'existence de k € Z tel que £ g ; e2ikn/n pour k

multiple de n, il n'y a pas de solution sinon

A+ e2tkrin 5 costknin
z=1i - =i = —cotan (kx/n).
1= 2ikmin —~ —2isin(km/n)

Exercice 1.5

Plusieurs moyens pour le faire :
n

pES

i=1

— On effectue une récurrence sur n le nombre de termes de la somme. Soit #2(n) : «si z1,..., z, sont des complexes tels que

n
= Z |Zl
i=1
alors il existe z € C et des réels positifs 11,..., 1, telsque z; = A;z».
» La proposition est vraie pour n = 2.
e Soit n =2 tel que £ (k) est vraie jusqu’au rang n. On considére n + 1 complexes non nuls (sinon on se rameéne a un nombre de termes
inférieur) vérifiant I'égalité. On a alors

211 +...+1znl +1zps1l = 121+ ..+ 2p) +Zpril s l21 +.o+ 2pl + 2041
< lzl+...+lzpl+ 1zl
et ainsi, d'une part |z + ...+ zy| = |z1| +... + |zy| et d’autre part z, 4] et 21 +...+ 2, sont sur la méme demi-droite complexe. On
applique la propriété de récurrence qui donne z; = A;zpouri=1,...,n.Alorsz1 +...+zp = (A1 +...+ Ap)zavec A= A1 +...+ 1, >0
(tous strictement positifs). Puisque z,,+1 est sur la méme demi droite, on a z;+1 = A;+12.
» Parrécurrence, le résultat est vrai pour tout n = 2.
— On écrit z;. = re!% avec r, >0.Ona
21+ ..+ 2pl2 = (21 +... 4 2n) . (Z] + ... + Zn)

Ona,sij#k, zjzr + zxzj =2rjricos(8; —0p) <2rjry avec égalité si et seulement si 6 j = 0 [27]. On a alors
2_ v 2 & 2 2
lz1+...+2pl”= ) IzjI7+2 ) 2rjricos@; -0 < ) lzjl®+2 Y 2rjrp=(z1l+...+|zal)
j= Isj<ks<n j=1 Isj<ks<n

avec égalité si et seulement si tous les cos(@ i 01) valent 1, donc si et seulement si 8 i = 0[27] pour chaque j # k. On en déduit le résultat.
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Exercice 1.6

— On peut le faire analytiquement : on a |z| = 1 donc il existe 6 € R tel que z = !9 1a seconde relation |z+1| =1 donne |1 + eiel =1.0r
1+e%0 =2¢10/2 cos(0/2). Léquation équivaut donc a | cos(6/2)| = 1/2 ce qui équivaut a I'existence d’'un entier k € Z tel que 6/2 = i% +2km

ouf/2=+2% 4 2kn. Finalement, cela équivaut a 6 = +2% 4 okmetz= jouz=j.

— On le fait plus simplement géométriquement : les complexes sont ceux qui sont a I'intersection des cercles C(O,1) et C(A,1) ou A est
le point d’affixe —1. On retrouve les points intersection du cercle C(0,1) et de la médiatrice de [OA] (droite d’équation x = —1/2). Cela
redonne j et j.

Exercice 1.7
Onaa= %(a +b+a->b),doulal < %(Ia + bl + |a— b|). De méme avec b. Cela donne l'inégalité. Pour avoir le cas d’égalité, il faut que les deux

majorations soient des égalités. La premiére donne a + b et a — b positivement liés, la seconde a+ b et b — a positivement liés. Si a+ b # 0, cela
donne a — b et b— a positivement liés, ce qui n’est possible que si a— b = 0. Les cas d’égalités sont a = +b.

Exercice 1.8

1+z (1+2(1-2) 1-|z*+(z-2)
1-z (1-2(1-2  [1-z?

Puisque z — Z est imaginaire pur, % + ;

€ R si, et seulement si, sa partie réelle est nulle, c’est-a-dire |z| = 1.

Exercice 1.9

— On cherche sous la forme z = a+ib (avec a, b réels). En élevant au carré et en prenant le module, on obtient les 3 équations :

2 _ 32 1
ac—-b- = ——=
V2
a?+bh* = 1
1
2ab = —=>0
V2

La résolution avec les deux premieres équations donne les solutions a = +

signe et finalement les solutions
V2+v2  \2-V2
1= +1
2 2

. la troisieme équation donne le

V2+v2 _ V2-v2
—H—etb=t"—F—

z etz =-21
On a également % i% =e!T donc z1 = el et z2 'opposé. Cela donne
T V2+v2 ox; 2-v2
cos(—)=——etsin(<) =
8 2 8 2

puis

— — 2 —
tan(Z) = 2 \/§=\/(2 v2) _2 \/z:\/i—l.
8 2+V2 4-2 V2

Exercice 1.10

1. Ondéveloppe 1+ 1) =U,+Vy=2"et (1-1)"=0= Uy, — V, cequidonne U, =V, =2" Lsin=1.

2inl3 gyec 72 =1 (pour faire apparaitre une période de 3 dans

2. On utilise de nouveau la formule du binéme. Le principe est d’utiliser j = e
n
les calculs) : Up + Vi + Wy = Y (Z) =(1+1)" =2" avec également (1+ )" = Up + jVy, + j° Wy et (1+ j2) = Uy + j2Vy, + jWy,. Cela donne
k=0

le systéme (avec 1+ j = —j2 = ei™3 et 14 j2 = — j = 71713y

Un+Vp+Wy = 2"
Un+jVn+j2Wy = "3
Un+j2Vn+jWn — e*lnﬂ/3

On obtient Uy, = % (2” +2cos %)), ainsi que (en faisant Ly + j2Ly + jL3), Vy = % (2” +2cos %) et Wy, = % (2” +2cos %)
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Exercice 1.11

On note S; cette somme. On a

wE[EER)S

Siw/ =1 (c'est-a-dire j = 0 ou j = n), la somme interne vaut rn, sinon elle vaut N
-w

= 0. Il nereste que les deux termes extrémes. Ona S;,, = 2n.

Exercice 1.12

v B [ E(E ) B

Ospsgs<n-1 p q=0 p=0 p q=0

On vérifie que w(1+w) #1 (sinon 1+w = 1/w = @, soit 1 = ® — w € iR). Ainsi

o"1+0)"-1 Q+w)"-1
Sn: = s
w w

qu’on peut éventuellement « simplifier », en factorisant 1+ = e!™ "2 cos(x/n). ..

Exercice 1.13
1. — on peut calculer directement :
1— ei(2n+1)x e—inx 1- ei(2n+1)x

2n
—inx ikx —inx
e e =e - = —
kgo 1-el* 2i*12 —2isin(x/2)

Dp(x)

e—i(n+1/2)x _ei(n+1/2)x ~ sin((n+1/2)x)

—2isin(x/2) T sin(x/2)

n
— on peut simplifier en Dy (x) =1+ Z 2cos(kx) (c’est parfois donné sous cette forme). A l'aide de 2cosasinb = sin(a + b) — sin(a — b),
k=1
on a alors

n
Dy (x)sin(x/2) = sin(x/2) Z (sin(k+1/2)x—sin(k—1/2)x)
k=1
= sin(x/2)+sin((n+1/2)x) —sin(x/2) =sin(n+1/2)x

no.
— C’estreparti... on passe par Z ! F+1/2X qontla partie imaginaire est la somme des sinus :
k=0
i(n+1)x :
i pik+112)x _ jixiz1 =€ _ pitn+ x2S+ D X/2)
= 1—el* sin(x/2)

;2
Finalement Sy (x) = sin Un+1)x/z) F(Z“L DX/Z).
sin“(x/2)

Exercice 1.14

Deux solutions :

1. On note A, B et C les points d’affixe a, b et c. Le centre du cercle circonscrit a ABC est O (complexes de module 1), et le centre de gravité
également. Ainsi le triangle est équilatéral. On a alors b = aj et ¢ = aj? (ou ¢ = aj et b= aj2). Dans la premiere situation a2 + b® + ¢% =
a2(1 + j2 + j) =0 (idem sinon).

2.0na(a+b+c?=0=a?+b?+c?+2(ab+ ac+ bc). On cherche a évaluer la valeur inconnue. On a |a|2 =1=aa,dol a=1/a. Alors

1,1,1_bctac+ab

a+b+c==+=+=
a

== = 0. En conjuguant I'’expression, on obtient ab + ac + bc = 0.
b ¢ abc

Exercice 1.15

Plusieurs solutions possibles
— On résout le systéme, ce qui donne ¢ = —(a+ b) et é + % =32 i b Cette derniére équation devient (a+ b)%> = ab ou a® + ab+b?> =0 =

(2 +t+Dout= %. On en déduit que a = jb ou a = j?b. Si a = jb, alors ¢ = j?b. Les trois complexes sont de méme module et on a

b=ja,c=j?a.Sinonb=jlaetc= ja.

— Léquation % + llo + % =0 équivaut a bc + ac + ab = 0. Lorsqu’on développe P = (X — a)(X — b)(X — ¢), on obtient

P:Xs—(a+b+c)X2+(ab+ ac+bc)X —abc
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Ainsi a, b et ¢ vérifient les conditions si et seulement s'ils sont les trois racines de X3 — abc. En notant k un complexe tel que k3 = abc, les
complexes sont k, jk et j2k (c’est-a-dire les trois racines cubiques de abc = a3). Cela revient  dire que les trois complexes sont a, ja et
-2

jca.

Exercice 1.16

— On note z; = 1 - e2km/n_ Alors 1 -z = €257/ et (1 - z;)" = 1. On note P, = (1 — X)" — 1. Les racines de Py, sont 0 et les zj. Soit

Qn = Pp/X. Ce polyndme est de degré n—1 et ses racines sont zj,...,2;—-1. Ona Qp = (-1"x" 14 —n Le produit des racines vaut
_nnh-l_=—n_ _
O Tl
n-1 . n-1 .
— On considére les polynomes P = [ | (X - eZlk”/"] etQ=]] (X - eZIk”/n). D’aprés le cours, ona Q = X —1. On aussi Q = (X — 1) P. Cela
k=1 k=0

n n-1
donne P = }g( __11 = Z X*. Finalement on cherche P(1) = n.
k=0

Exercice 1.17
Evidemment a n’est pas entier donc le polynome est de degré au moins 2. Soit 8 € R. On développe cos(50) ce qui donne
cos(50) = 16cos° (6) — 20 cos’ (A) + 5cos(6).

Pour 6 = 71/5, on obtient, en multipliant par 2, -2 = a® — 543 + 5a. Le réel a est donc racine de P = X° —5X3 + 5X + 2. On remarque que —2 est

racine de P. On factorise complétement P en P = (X +2) (X2-X-1)2 Puisque a # -2, on a a racine de X2 - X—1.0nanotamment a = 1"'2—\/5

Exercice 1.18

On peut commencer par étudier la structure des sous-groupes de U. C’est trés proche de I'étude de la structure des sous-groupes de R. En effet
sionnote G = {0 € R, ¢'? € G} alors G estun sous-groupe de R, donc soit il est discret, soit il est dense. On peut supposer que G # {1} et on pose
Op=infAou A= {9 €10,2x], €0 € G}. Deux cas se présentent :

— Cas 1: 60 >0 (cela correspond au cas oi1 G est discret - on redémontre les propriétés) : on vérifie que 6y € A et que G est le sous-groupe
engendré par et pe plus O est de la forme x7 avec x € Q. En effet si 0y ¢ A, il existerait 6] € A tel que g < 01 < 26, puis 02 € A tel
que Og < 02 < 071 < 20 (par définition de la borne inférieure). On a alors e!01-02) ¢ G avec 0 < 61 — 02 < 6y donc une contradiction. Si
0 /7 n'était pas rationnel alors le sous-groupe de R engendré par 6 et 27 serait dense dans R et son image par ¢ : £ — ¢!’ (continue) serait
dense dans U. On a donc 0y = %n avec p A g = 1. Ainsi G est un sous-groupe fini de U et il donc de la forme Uy,

— Cas2:00 =0, Gestdense dans R et G est dense dans U.
On comprend I'énoncé géométriquement : I est I'intersection de G avec la boule ouverte de centre 1, de rayon L pour qu'il n'y ait pas d’élé-

V2

ments autres que 1, il faut que 6g = %, ce qui revient a dire que G a au plus 8 éléments.
On a alors I’équivalence entre les points suivants :
— onaH#{1},
— onaH=GetG# {1},
— onacard(G) =9.
On vérifie alors aisément les points suivants :
— sim<8alorsT estréduit a {1} et H aussi,
— §i G =Uyy, avec m > 8 alors I contient 00 qui engendre G. Donc H =G.
— si G est dense dans U, alors le sous-groupe de U engendré par H est infini (on a déja une infinité d’éléments dans I' et donc dense dans
U.Si HC G. Soit x = ei? € G\H. 1l existe 6’ €]0, %[ avec e!? € H. Sionnote kla partie entiére de 08/60’, alors 6 = k6’ + r avec |r— < % Ona

. ok o N , . .
alors ei0 = (ele ) e'". Onae’® € Hdonc (6’6 J également et puisque e'” €T, '™ € H. Ona donc e € H.
Léquivalence des trois points annoncés est prouvée.
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CHAPITRE 2 - DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES

Exercice 2.1

3X2+X 2
(X - 12 (X +2)2

3X+1
T X+D2XZ X+ (X+1)?
1 X+vV2

22\ x

2
9(X — 1)?

-~ R = 8
9(X+2)
1,2
XTI x4 X2
__X-v2 |
2iV2X+1 X2-V2X+1

17
27(X+2) z2tx-n "
) 2-X

—

1
—»F_—
3 441

Exercice 2.2

1
X+1 7T

1 =- 1L,
XX+ DX +2) 2X+2)
2. —1 1 X

XX+ X Xx%+1
3 1 __ —-X+2
xX3+1 3(X%-X+1)

2X+1 1,4
R e T R S
x2-x2 x%2 ' X
oxto1
X2(X+1)

x4 1 7 1
B + + - .ce
X+D(X%-1) 4X-1D g4 x-12% 2x+1)72

1
T3+
3
(X-1)7

N
X-1

1
*tx

1
5.

n-1

car w =1. On en déduit
1 1 n—1

X"-1"

Wi

nZo X -0k

Exercice 2.3

On décompose en éléments simples la fraction rationnelle F(X) = i X)

la partie entiére de F est nulle on a
1 1 7

. On applique la formule générale de décomposition. Ona Q(X) = X" -1 = [] (X - wy) avec wy = kI ot (W) = nw™ "1 =

___n__
k omegay

Les poles de F sont les x; et ils sont tous simples par hypothese. Puisque

1

1 n
PX) )y

k=1

F(X)=

nj

Lidentité demandée s’obtient en évaluant cette égalité en 0. Pour calculer la somme Z -

i=1

n

en x réel et on fait tendre x vers I'infini: )
i=1

———vautlsin=1let0Osin>1

Exercice 2.4
Ona
1 _1( 1 1
x2_1 2\x-1 Xx+1)
On note %571 -Ona ! "= et on montre par récurrence que
Q= Q= (X+1)2 Q7= (X+1)3 P d
n!
QMW =(-)"———
(X+1)n+1
Ainsi pour tout neN,
1\ n! 1\
—| =¢n» et = (="
(X—l) ( )(X—l)n+1 X+1) 1)

1T (e —xp) X—x; _kglP’(xi)(X—xi).
ki

on multiplie ]’égalité précédente par X, on évalue

n!

(X+l)"+1
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d’ou
( 1 )(n)_(_l)ﬂz (X+1)n+1_(X_1)n+1
X2-1 - 2 (Xz_l)n+l
= (D" n! ni:l (”+1) [Xn+1—k_(_1)an+1—k)
2(X2_1)n+1 =0 k
— (_l)n l’il (n+]') n+l-k
(XZ )n+l = k
k impair

Exercice 2.5

p'p_p'? L N . ) .
—pr On va donc s’intéresser a cette fraction rationnelle. Si

!
Sionnote F = %, alorsona F' =

d
P=AJ[(X-xp"
i=1

alors
d
Pl=AY (X —xp" [T x—xp™
i=1 j#i
et J
nj
F=
i=Z1 X—x;
d 5.
Enfin F' = - ) ——— Lorsque x n'est pas une racine de P, alors F'(x) < 0 et P(x)P" (x) < P%(x). Si x est racine de P alors P(x)P" (x) =0 <
i=1 (X—x;)
P (x).
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CHAPITRE 3 - CALCUL D’INTEGRALES

Exercice 3.1

on donne simplement une primitive (ajouter une constante)

a) %xz arctan(x) — %x + % arctan (x) sur R
b) % (1+ x?) (arctan x)? — xarctan (x) + %ln (1+x?)surR
2,42
1 x“+b

c) ln( ) sur R

2@*-0%) & +a®
d) 2(x-2)va+Isur]-1,+ool.
e) —% sinxcos* x + % cos? xsin® x + % sinx. sur R

f) L arctan (%ex \/5) sur R

V6

g) e*(2x® —3x+4)surR
e .
h) o (cosx+ 7sinx) sur R

i) % (sin(2x)sh (x) —2cos(2x)ch (x)) sur R
n L e

j) NG arctan(ﬁ) sur R

k) 1o 42 Sur R

X 1
> + 5 arctan (x) sur R
214 2

m) %shxsin(Zx) - %chxcos(Zx) sur R
n) 2In(1+ /) sur R

0) arcsin(x—1) sur]0,2[

—

—

D

p) %ln|x+2|—1—101n(x2+2x+5)+%arctanxT+1 sur ]| —oo,—2[etsur]—2,+oo[

1 x2+b2)
1
9 Z(az—bz) n(x2+a2

r) \/x2—5x+6+%ln)Zx—5+2\/x2—5x+6‘ sur | —oo,2[ et ]3, +oo[

Exercice 3.2

a) In2-2+ % par intégration par parties.

b) % par changement de variable « 1 = tan(x/2) ».

nb-a? . : : N s . .
¢) ——g —— mise sous forme canonique et changement de variable pour se ramener a 1 - u#du puis changement de variable « u =

sint» (ou les deux en une seule fois) - on peut aussi l'interpréter comme l'aire d'un demi cercle de diametre b — a... mais est-ce une
preuve?

Exercice 3.3

1
— sist,alorsI(x):f xdt=x,
0

1 1
— Sile,alorsl(x)zf tdt:i’
— sixel0,1], alors
X 1 xZ x2
I(x):f tdt+f xdt="—+x(1-x)=x— —
0 x 2 2

Exercice 3.4

— sia=-1:dutype ut' d'ott
—In“(r)| =-In“x
2 L2

I(x) =

— sia# —1. Intégrons par parties avec u(¢) =Int, V() =t% (etv(t) = ﬁ t““) :

X x%* nx 1 X x®Hlnx xatl-q
f t“lntdt:———f t%dt = -
1 a+1 a+1lh a+1 (@ +1)2
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Exercice 3.5

La fonction est définie et continue sur R\{—1}. On travaille sur un intervalle contenu dans cet ensemble. On integre par parties pour a et x dans
l'intervalle (C désigne une constante « générique » - ce n’est pas toujours la méme)

xln(t2+4t+5) ln(x2+4x+5) x 2t+4
o= [ —di=- +f dr+C
a  (1+0 x+1 a (t+1)(2+ar+5)
On décompose 2X2+ 4 en éléments simples :
(X+1)(x2+4X+5)
2X+4 1 1+X
X+D(x2+ax+5) X+l X2+aX+5
et

I(x)=In|x+1|- di+C

ln(x2+4x+5) fx t+1
x+1 a (1+2)2%+1

Pour terminer le calcul, posons t+2=u:

X 1+¢ X+2 1 1 x+2
f —zdtzf 5 dt= [—ln(u2+l)—arctant
a (t+2)°+1 a+2 u“+1 2 a+2
D’oli:
x+3 2
I(x)=- ln(x +4x+5)+ln|x+1|+Arctan(x+2)+C
2(x+1)

Exercice 3.6

les fonctions qui apparaissent sont de classe ¢! sur [0,1/2]. Cela permet d’intégrer par parties :

1/2
I :f arctan V'1 - x2dx
0

2

1/2 1/2 x
[xarctan V 1 —xz] +f —dx
0 0 V1-x2(1+1-x?)

X

V3 f1/2 X2
0

1
—arctan — + —d
2 2 V1-222-x%)

On effectue le changement de variable « x = sin u » ou « u = arcsin(x) » :
2

172 %2 sin® u
[P g o [Esitu,
0 1_x2(2_x2) 0 2-sin“u

.2
Puisque I'expression « %du » est invariante en remplagant u par u+ 7, on peut effectuer le changement de variable v = tan u. Cela donne,

2-sin“u
avec sinzuztanzucoszuzta—nz,
1+tan“u
1 v* 1
T2 1l — L 2
sin“ u 1 v
fﬁ—z du = f\/§—1+v —Zdl/:f\/g—2 5-dv
0 2-sin“u 0 ) v 1+ v 0 Q+v9)2+v9)
1+u2
On décompose en éléments simples :
v? 2 1
A+vH)2+v?) 2+0v% 1+0°
et enfin
L v? 1 1
[\/5 ﬁdvz V2 arctan — — arctan —
0 A+v3)E2+v?) V6 V3

On trouve alors

1/2 1 V3 1 =
f arctan V'1 — x2dx = — arctan — + v/2arctan — — —
0 2 2 Ve 6
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SOLUTIONS

CHAPITRE 4 - DL, EQUIVALENTS
Exercice 4.1

On détermine la limite de f/g en +oo. Pour x >0, % = LI};_’; )
— siy>p, alors g(x) = 0 (f(x)),
— siy <, alors f(x) = 0 (g(x),
— sif=vyeta>0,alors g(x) =000(f(x)),
— siff=yeta<0,alors f(x) zo%(g(x)),
— sif=yveta=0,f=g.

Exercice 4.2

(1-cosx)arcsinx _ x*/2.x
xtan® x =0 x.x?

-1
a) =35
b) (lnx)”x = exp(%lnln(x)). Onaln(u)= o (u)doncln(nx)= o (Inx)= o (x). Finalement lim %lnln(x) =0et lim (lnx)”x =1.
+00 +oo +00 X—+00 X—+00
¢) (sinx)* -1 =exp(xInsinx)—1. Or sinxa x de limite nulle donc Insin x 5 Inx et xIn(sin x) tend vers 0 llorsque x tend vers 0. En utilisant
e -1 ~ 0 u, on en déduit que (sinx)* -1 ~ xInsinx ~0xln x. De méme pour le dénominateur. La limite est 1.
u— X— X—
A+mInQ+h) _ h _

1
d) Onpose x =1+ h. Cela donne 2 = 5.
) Onp 2h+h*  h—02h 2

Exercice 4.3
Onnote f(x) = =% — —b
sin(x) In(1-x)°

aln(l-x)—bsinx

f = sin(x)In(1 — x)
2 3 3
o 39— plx— 2 3
B a(—x > 3 +0(x7) - b(x 6 +0(x”))

sin(x)In(1 — x)

—(a+Db)x - gxz +0(x?)

sin(x)In(1 - x)

2
Sia+b#0,alors f(x) ~ —M:%b.Sib:—aeta;éO,alorsf(x) ~ M:alz.Sinona:b:Oetf(x) ~ 0.
x—0 —X x—0 —x x—0

Exercice 4.4
1.2 1 .4 4
a) §¥ 180~ +o0(x%).

b) In2- 122 - gext +0(x).

0 e-$§x+ %x2+0(x3).

d) 1-1x3 +o(d).

e) l—%x+1—12x2+0(x2).
1 1 2
f) —lnx+1—ﬂ+y+o(l/x ).

Exercice 4.5
2
a) u ~=1/3
" 3n®
n
b) un"‘g_:
o Vml+l-n=—L L oety,~-1
Vi2+1+n " 2n®

d) un~2lnTn

!
e) un~?7—,',
£) up=vindQ+1/n)~v1In= ﬁ
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g) puisque sin% ~ % de limite nulle, on a u, ~In % =-Ilnn

_ i -L_1y Inn Inn o LU . Inn Inn
h) un—nn(l—nrHl n)_e n (l—exp(—n )).Enutlhsantlarelatlone —1~wuen0, on obtient u”~n(n+l)~ )

) Vrl+n+l=n 1+%+# =n 1+%(%+#)—%#+0(#)),cequidonne\/n2+n+1:n+%+%+0(%).Onaalors
n 37 1 n T 37 1 n+l . [37 1
up=cos|nmt+—+—+o|—|[=(-1D"cos|=+—+0|—||=(-1) sin|— +o0|—
2 8n n 2 8n n 8n n
n+13n
donc uy, ~(-1) 8-

j) Siac€l0,1], u ~n—u:ietsia>l up~-L
» 11, Wn n2a na » Un an~

Exercice 4.8

La fonction est évidemment de classe ¢! sur 1\{0}.

sinx—x _ _ x3/6 _
xsinx y_g X*XX

— On peut étudier la dérivabilité en 0 (pas vraiment utile) : avec le calcul précédent, on a

fx)-f©) N _l
x-0 x—0 6

— On commence par la continuité: f(x) =

—%. On en déduit que lim0 f(x)=0etque f est continue en 0.
X—

ainsi f est dérivable en 0 et f'(0) = — % Cela ne garantit pas la continuité de f’ en 0.
2 s 2
— Ona f'(x)= —Lz + c'oszx =X cozsx. —zsm X On cherche la limite en 0. Le dénominateur est équivalent 2 x* en 0. On a
x“  sin“x x“sin“ x
x? %3
x’cosx—sin’x = x*(1- > +0(xh) - (x - 3 +0(x°))?

4 4

X 2x 1

= -+ roub=-Zxt+0ub)
2 6 6

1
On a alors f'(x) 0 —%. On en déduit que lirrb flx)= i £(0) etla continuité de f’. Finalement f est 4’ sur I
X— X—

remarque : on aurait pu se passer de I'étude de la dérivabilité en 0 en utilisant le théoréme de prolongement du caractere ¢ L.si [ est continue
sur [a, b], de classe € sur ]a, b] et si f admet une limite finie ¢ en a alors [ est dérivable sur [a, b] avec f'(a) = ¢ et f est de classe € sur [a, b].
Attention : ce n’est pas un théoréme de prolongement %! de f puisqu’il n’y a pas a prolonger f - elle admet déja une valeur en a.

Exercice 4.9

2
Soit u = arccos(x) avec x proche de 1 (par valeurs inférieures). On a lim1 arccos(x) =0etcos(u) =x=1- L‘T +0(u?). Ainsi 2(1 - x) = u? +o(u?),
X—

cequidonne2(1-x) ~ ) u?. Puisque u >0, cela donne u ~ ) V2(1-x).
X— x—

Exercice 4.10

dt 1

(F est la primitive de ¢ —
V1+12 V1+ 2
2)_1/2 =1- %xz + %x‘l +o(xh) et F(0) =0.0n permet obtenir alors le DL de F en

X
On n’a pas de théoréme qui permet d’'intégrer entre 2 bornes un DL. On note F(x) = f qui s’annule
0

1

V14 x2

en 0 - elle est de classe ! surR). Ona F'(x) = =(1+x

0:Fx)=x— éx3+ %x5+0(x5). On a alors

fx) = F(xz) —-F(x) = (x2 +O(x6)) —(x— éx3 +o(x3)) =—x+x%+ éxB +0(x3)

Exercice 4.11

La fonction f est € sur] - 1,+ool, sa dérivée est f': x— 1+ rlx qui est strictement positive. La fonction f réalise une bijection strictement
croissante de ] — 1, +oo[ sur ] — oo, +ool. La fonction admet une réciproque f‘1 sur R qui est de classe €"° sur R (et f‘1 (0) = 0 puisque f(0) =0) -
cela garantit 'existence d'un DL de f_1 en 0 a tout ordre. On écrit f_1 ) =ay+ by2 + cy3 + 0(y3). Ona f_1 (f(x)) =0 pour tout x €] —1,1[ (par
exemple). Or f(x) =x+x— x; + %3 + 0(x3) =2x— x72 + %3 + o(xs). Par composition (on a bien f(x) de limite nulle lorsque x tend vers 0), on peut
substituer y par le DL de f(x) en 0 (on a alors y3 o 8x3 et ainsi le terme en o(y3) est un terme en o(x3). On développe, regroupe et on utilise
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I'unicité du DL pour obtenir les équations (termes en x, x2 et x> dans le DL de f—l (F) :
a a
2a= 1,4b—5 =0et8c—2b+ 3 =0

Lysly2

On trouve f~1(y) = 5V+tigy -~ 192J/ +0(y).

Exercice 4.12

— L'équation équivaut a tan(x) — % = 0. La fonction x — tan(x) — % est continue, strictement croissante sur I avec des limites infinies aux

bornes de Ij,. Par bij ection I'équation admet une unique solution sur Ij,.

— Onanm— % < Xp<nm+ 2 , et, par encadrement, T I tend vers 1. On a donc x5, = ni.
n—+00

— On écrit x;, = nw+ y,, avec luJIrl ¥n = 0. On reporte dans I'équation, ce qui donne
n—+oo

1= (nn+ yp)tan(nm + yu) = (n7w + yy) tan(yy) Pt

1

On en déduit ~ e
yn, =~ AT

— De méme x;,, = ni+ 5= +zpaveczp=_ 0 (yn), soitz= ©
n—+oo n—+o0o

tique :
1 1 1 1
1 = (mn+—+zp)tan(— +zp)=(n+ —+zp)(— +2z2,+
nr nr nr T
1+ + ! + ! + o ( ! )
= nnzn+ ——s + —— —
37%n?  nPp? n—too p2
d’olt
4 v oo ( 1 ) 4
nrzy =— —) ~ - .
3n®g? n—+oo 2 n—+oo 35272
On en déduit que z ~ 4 , et
q n oo 3757 33
1 4
Xp=NT+—— —).

o
nw 3p8g3  n—too 3

Exercice 4.13

nayn.
(9] J’n
(%). On reporte de nouveau et on effectue un développement asympto-

——=t+ 0 (=)
3p3p3  n—too 3

1. Soit Q(x) = x% — 2tx + 1. Son discrimant est A = 4(¢2 — 1). Lorsque ¢ €]0,1], Q reste strictement positif et 9f =R.Sit=1, @f[ = R\{1}.

Lorsque t > 1, Q admet deux racines strictement positives x; = t— V2 —1< xp = t+ V12— 1 (la somme est 2¢ > 0, le produit 1). Alors

@ft =R\[x1, x2].

2. Dans toutes les situations, il existe a > 0 tel que f; est définie et est de classe ¥ sur ] — @, a|. La fonction admet alors un développement
limité & tout ordre au voisinage de 0. On note u = x? —2xt = x(x — 21). Cette quantité tend vers 0 lorsque x tend vers 0. De plus u ~o

Soit n €N, on a alors

fi=Q+w™ 2=

k=0 x—=0 k=0

X—

n
Zaku + 0 W= apxFx—20F+ oo(x”).
X—

En développant, le terme uF donne des termes en x™ pour m € [k;2k], avec des coefficients polynomiaux en ¢. En regroupant les termes

de méme degré, on obtient une expression comme demandée.

3. On cherche une expression permettant d’écrire 'unicité des coefficients d'un développement limité. On remarque que

t—x r—x

flo=
t 1-2xt+t

(l—2xt+xz)?’/2 - th(X),

ce qui donne la relation (1 —2x7+ xz)ft’(x) = (t—x) fr(x) (au voisinage de 0). Soit k

= 1. On écrit un développement limité a un ordre

suffisant des deux cotés (afin d’a voir un ordre final d’au moins k + 1), et on regarde les termes en xF. Par unicité, on obtient

(k+1)Ppyq (1) = 2tkPy(8) + (k= 1) Pp_; (1) = tP(£) —

On récrit cela en

(k+1)Ppyq (1) = @k + 1) tP(1) — kPj_1 (2).

Pr_q (D).

Cela donne une relation de récurrence entre les polyndémes Py, ce qui permet de les calculer facilement (on montre notamment que Py

est de degré k).
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CHAPITRE 5 - SERIES NUMERIQUES
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