SOLUTIONS

CHAPITRE 1 - INTEGRATION SUR UN SEGMENT

Exercice 1.1

1 1
a) Par parité, I:2f \/x2+x4dx=f 2xV 1+ x2dx =
0 0

b) On utilise le changement de variable « x = Vir:

3 dt V3 dx V3 Tomy 7
=] —— =2 = 2 [arct Y EaA P
fl VI +1) fl 1+x2 larctan (0l (3 4) 6

2 1
_(1+x2)3/2] _
3 0

5(2\/5—1].

c)
m m . n . #2017 p
f efsin@ndr = f e'Im (em) dt=Im (f e(Hzmdl‘) =Im . = e’ (cos(21) +isin(21))
0 0 0 1+2i 0 0
1-2i 2-2e"
= Im ( (" - 1)) =
5 5
d) On integre par parties. Avec u (1) = sin3 r = sin t(1-— cos? 1), on a une primitive u(t) = 3 cos t —cost. Cela donne

/2 /2 7

/2 q
[l‘u(t)]”/2 f gcos3t—costdt=f
0

1
cost— —cost(l —sin? Ndt = [sint— Zsint+—sin®t
0 3 3 9

0

3sin( t) —sin(31)

On peut également linéariser () enu(r) = et effectuer un calcul similaire.

e) Puisque cosinus est une bijection €' de [0, 7] sur [-1, 1],

1- 2 T Qi 2 T T
f \/ cosu( sinu)du = f sin’ (u/ )smud M(Zsin(u/Z)cos(u/Z))du:f ZSinz(uIZ)du:f (1-cosw)du=m
1+cosu Ccos (u/2) cos(u/2) 0 o

et @ est ©! et bijective de [1, /2] sur

f) On effectue le changement de variable « u = I+ £» soit « = u? =1 = @(u). On a ¢' (1) =
[0,1]. Cela donne

1
2v1+t

2
u S_Zud+u
5 3

V2 _
:2(‘_1\/‘_§\/§+\/§_l+3_1)zw

V2 5 ) V2
I:f 2(u”-1) duzzf W —2u +1du=2
1 1 1 5 3 5 3 15

g) on veut poser « f = sin(x) »- on utilise la fonction ¢ de classe 4! oi1 ¢(x) = sin x pour x € [0,7/6] avec ¢ ([0, 7/6]) = [0,1/2]. Cela donne

/6 COS X /6 1 1
I:f 3 dx:f 5 dx=tan(z/6) = —.
0 cos’x 0 cos“x V3

h)
) fx de [ 2 ¢ t+1/2 2 ) 2t+1]% 2 ¢ 2x+1 b4
X) = —_— = arctan ———— —=arctan —— = —arctan ———— ——
IR BV R VCTPS P WV V3 o~ v3 V3 33
2

ml4 cost—sint
I:f ————dr=| ln|cost+s1nt|]”/4—1n\/§
0 cost+sint

j) alaide d’'un changement de variable u = e’ ou t=Inu:

X X

X 2 € 2 du € 2
I=| ——F——di= —_——= ————du
0 4+e +e 1 L u 1 u +4u+1

4+u+—
u
On décompose en éléments simples :
2 2 2 1 1 1
X214X+1 (X+2°-3 (X+24V3(X+2-v3) ﬁ(x+2—\/§_ X+2+V3

et on obtient

ex
u+2+v3

In ———
u+2—\/§ 1
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Exercice 1.2

1
Par différence, on af (f— fz) = 0. La fonction f — f2 est continue sur [0,1] et positive (car f est & valeurs dans [0,1] donc 0 < f2 < f). On en
0

déduit que f —f2 est la fonction nulle. Pour tout x € [0,1], f(x) —f2 (x) = f(x)(1 - f(x)) = 0 dong, pour tout x € [0,1], f(x) =0 ou 1. Or f est
continue sur [0,1] donc f =0ou f=1.

Exercice 1.3

a) on adirectement une somme de Riemann

1 a1
Z ;ICX::l k)?

1+

11 +k2

n

1

associée a la fonction x — N 1 -, définie et continue sur [0, 1]. La limite vaut alors f
+ X

0
b) On ne parvient pas a faire apparaitre une somme de Riemann. Ici un simple encadrement convient :

5 = arctan(l) = —
+

ce qui donne

Par encadrement, la limite est 1.

1 n
c) On récrit 'expression sous la forme Z == Z
n

" k , somme de Riemann pour la fonction continue sur [0,1], x — -1 1la
k=

1+x

. L dt
limite vaut — =In2.
o 1+¢

d) Somme de Riemman pour ¢ — . Lalimite est f =In(1 + v2) (pourquoi?).

dt

e) On encadre en utilisant x — 1 < | x] < x. On note S; la somme recherchée et on obtient

1 X k n_ 1 X
‘ZW z%f

1 2
chaque coté converge vers f Vxdx= 3
0

Exercice 1.4
On note I, I'intégrale a chaque question.
1 1
1. 0<1, sf x"dx = ——.Parencadrement lim I, =0.
0 n+l n—+oo

1-e "

1
2. Oslnsf e "dx= .Par encadrement lim ;=0
0 n—+oo

tanl
n+1-

3. méme principe:0< I <

4. Lamajoration précédente donne 0 < I; < nﬁ 1 tan1. Elle ne permet pas de conclure. On intégre par parties pour augmenter la puissance
de n au dénominateur.

xn+1
n
n

tanx

1
n
- —f X" (1 +tan? x) dx
n+ 0

n n ! n+l1 2
—tanl——f x"7H(1 +tan” x) dx.
n+1 n+1Jo

Comme précédemment la nouvelle intégrale tend vers 0. Finalement liT I, =tanl.
n—+oo
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Exercice 1.5

1 1
1. Pourtoutx€[0,1[,ona lim - = 1. On compare I, éf ldx:
n—+ool+x 0

1 1y
I, - dtz—f dx.
" fo 0o 1+x"

1 1
AinsiIIn—llsf x"dx= ,et lim I,=1.
0 n+1 n—+oo

2. Celarevient amontreque I, -1 ~ _lnTZ, ouencore lim n(l-1I;)=In2.0na
n—+oo n—+oo

1 40 1 il ol 1 n
n(l-Iy)=n dx=f X dx=|xIn(1+x —f In(1+x")dx.
( n) j(; Py b T [ ( )]0 N ( )

1 1 1
Deplus 0 < f In(1+x™"dx< f x"dx= Py de limite nulle. On a montré ce que I'on souhaitait.
0 0 n

Exercice 1.6

X 1 X x
— OnaF(x) = f tf(ndt +f xf(H)dt= f tf(ndt— xf f(t) dt. Cette expression permet de montrer que F est de classe ¢! sur [0,1]
0 x 0 1

(théoréme sur les primitives) et
X x 1
F’(x)=xf(x)—xf(x)—fl f(t)dtz—j; f(t)dt=f fvde.
X

On en déduit alors F” (x) = — f (x) pour tout x € [0, 1].

1 1
— OnadéjaF'(u) = f f)dtsiuel0,1]. Puisque F(0) = f min(0, £) f(£) dt = 0, la fonction F est la primitive de F’ qui s’annule en 0, d’oit
u 0

X 1
F(x):f ([ f(t)dt) du.
0 u

Exercice 1.7

1
Vit+2+1

qui donne la définition, continuité et dérivabilité de f sur R, avec, pour tout x e R, f "x)=2 g(2x) — g(x).
— Par un changement de variable « u = — ¢ », on montre que | estimpaire. On ne I'étudie que sur R*.

1. — Soitg:t— . La fonction g est continue sur R. Elle admet une primitive G sur R. Pour tout x € R, f(x) = G(2x) — G(x), ce

— Onrésout, sur R*, f’(x) = 0. Cela équivaut 2 2v/ x4 + x2 + 1> v/16x% +4x2 + 1, on encore, en élevant au carré (tout est positif), x* < %
La fonction f est croissante sur [0, 1/v?2], puis décroissante.

2x dg 2xdr 1 . .
— Pourx>0,0nal0< f(x) < = — = —.0Onendéduitque lim f(x)=0.
2Xx X—+00

xﬁ_x ?

2. Onag(0)=1et f/(0) =2—1=1.Puisque f(0) =0,0na f(x)— f(x) = f(x) ~0xf'(0) =x.
x—?

3. Ona . ,
1 x dt x u —du
f(z_) = 1)C T uel TV =/
Yo Vit 2wl oyt 2 41
1

En combinant avec la question précédente,ona f(x) ~ 3-.
q p f( )xHJroo 2x

Exercice 1.8

~t
Onnote f:t— eT' Cette fonction est continue sur R*.
— Six >0, lafonction f est continue sur [x,2x] donc g(x) est bien définie. Idem si x < 0 (en 0 I'écriture n’a pas de sens car f n’existe méme
pasen0).

— Sur R%. On note F une primitive de f sur cet intervalle. Pour tout x > 0, on a alors g(x) = F(2x) — F(x) est ainsi F est de classe ¢’ sur R*
-2x -X -2x -X
avec g'(x) =2f(2x) - f(x) = 292—x - &~ =% € Puisque -2x < -xet e~2% < ¢7*, la fonction g est décroissante sur R* .
— sur R, le calcul est identique en considérant F une primitive de F sur R*. La fonction est donc décroissante sur chacun des intervalles
R} etR*.
2x 1 2x dr
;dt lorsque x est proche de 0. De plus f - = In2. On écrit la différence :

— Ftude en 0: on a envie de dire que g se comporte comme f
X

X

2x 1 2x o=l _1
g(x)—f ;dt:f ¢ dz.

X X r

-t
On note h(t) = £ t_ Lsit#o, qu’on prolonge par continuité en 0 par la valeur 2(0) = 1. On peut alors considérer une primitive H de h
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sur R tout entier!!! Ainsi pour tout x # 0, g(x) —In2 = H(2x) — H(x) et puisque H est continue sur R, lin}) H(2x)—H(x)=H(0)—H(0)=0.0n
X—

X_pmX

< six#0et

adonc lin}) g(x) =In2. La fonction g se prolonge par continuité en 0, elle devient décroissante en 0. De plus g’ (x) = e
X—

g'(x)= w =—1+0(1) de limite —1 en 0. Le prolongement est donc ¢! sur R également, avec g'(0) = —1.
— Ftude en +oo : on intégre par parties afin de faire apparaitre une nouvelle intégrale négligeable
2x o=t -1]2* 2x o™t
[ e e I M
x 1 X x ot
Cela donne , , 5
2x o~ 2x o~ et eeX
f —dt+f —dt=—- m
x 1 x ot x 2x

Puisque x>0, on a

2x o=t 2x o=t 1
0< —dtsf —dt=—gx
f 2 x.t xg( )

X t X
Ainsi la seconde intégrale est négligeable devant g(x) lorsque x tend vers +oco. Le terme de gauche dans (1) équivaut en +oo a g(x).
—-X
Finalement g(x) ~ £—
8 )x—>+oo X )
_ —2X
— Etude en —oo : méme calcul mais le terme de droite dans (1) équivaut cette fois, lorsque x — —o0, a _ez_x (qui est bien positif et tend

Vers +oo)

Exercice 1.9

La fonction t — arcsiny/Z est continue sur [0,1]. Soit A une de ses primitives sur ce segment. On a, pour tout x € R (car sin x € [0,1]),

sin? x
f arcsinVrdt = A(sin® x), ce qui permet de dériver facilement (méme chose pour le second terme). On obtient le fait que F est de classe
0

&' surR et
F'(x) = 2sin x cos xarcsin V sin? x — 2 sin x cos x arccos \ cos2(x).

La discussion sur les signes risque d’étre pénible. Pour restreindre, on peut remarquer que F est paire et de période 7. Il suffit donc de I'étudier
sur [0,77/2]. Pour un tel x, on a
F'(x) = 2sin x cos xarcsin(sin x) — 2 sin x cos xarccos(cos x) = 0.

La fonction est donc constante sur [0, /2] et par conséquent sur R. La valeur demandée est F(r/2). On cherche a évaluer ailleurs. Le calcul de

27 7
F(0) ne donne rien de bien simple. On se rappelle que arcsin x + arccos x = /2. Pour les regrouper, on calcule F(7/4) qui donne fz 0 dt=—.
0

4
1 i1
D’oﬁf arcsinvzdt = 1
0

Exercice 1.10

On est tenté d'utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Pour cela, il faudrait faire apparaitre des carrés. On aimerait écrire f = (1/f )2, mais on doit
faire attention aux signes. Puisque fg = 1, les fonctions f et g ne s’annulent pas. Elles sont continues donc gardent un signe fixe, et le méme, car
fg>0.Si f est constamment négative, comme g, on a

LU )= =) =)

On se ramene ainsi a deux fonctions strcitement positives. Dans ce cas

(folf)(folg):(fol(\/?)z)(fol(\/g)z)z(fol\/f_g)221,

Pour avoir égalité, il faut d'une part que 1/ et ,/g soient proportionnelles (pour Cauchy-Schwarz) et d’autre part que /fg soit toujours égal &
1 (ona/fg =1, d'intégrale valant 1). On a alors f et g proportionnelles et fg =1.Si f = g, on obtient fg=Ag%=1,dotig=1/vVAet f = VA.
Si f est constante non nulle, et g égale a la constante inverse, on a la réciproque.

Exercice 1.11

On note g la fonction et on effectue le changement de variable « u = x + ¢ » (translation). Cela donne

b+x b+x b+x
g(x) =/ fw) cos(u—x)du:cos(x)f f(w) cos(u) du+ sin(x) fw)sin(u) du.
at+x

at+x a+x

Sous cette forme, la fonction se dérive facilement (produit et théoréme sur les primitives)...
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Exercice 1.12

Onnote f(x) = %e‘”x pour x > 0, prolongée par continuité en 0 par 0. Alors e_kz = sz (%) On a ainsi
x

i ek :l(l Zn“f(k) .

1
On s'intéresse a la somme de Riemann. Elle converge vers f f(t)dt. Une primitive F de f sur ]0,+oo[ est x — e~1/*, qu'on peut prolonger par
0
1 1
continuité par 0 en 0 pour obtenir une primitive de f sur R*. Ainsi f f®)dt=F(1) - F(0) = 1/e. On peut aussi utiliser le fait que f fde=
0 0
1
limf f(@)dt.Soite >0,ona
e—0J¢
1 11
f f(t)dt:[efl/x] :——371/6,
£ €

L

ce qui redonne la valeur 1/e en limite. Finalement u, ~ 5.

n—+oo

Exercice 1.13

1. Pour la premiere inégalité, une étude de la fonction différence suffit. On peut procéder de méme pour la seconde inégalité ou utiliser
la concavité de la fonction logarithme : la courbe d’équation y = In(1 + x) est situé sous sa tangente en 0, d’équation y = x. Cela donne
I'inégalité pour tout x > —1.

2. On aimerait passer au logarithme, mais rien de garantit que les facteurs sont positifs. En revanche k €1[0,1], f est continue sur [0, 1] donc

Mlxl

est bornée et il existe M > 0 tel que | f| < M sur [0,1]. On a alors |%f(%)‘ et ce nombre est inférieur a 1/2 dés que n est supérieur

a un certain ng (des que n > 2M|x|). On peut travailler pour n suffisamment grand et ainsi tous les facteurs sont strictement positifs. On
note Py, le produit de n termes. On a alors

LC x _k
InpP, = k;m(l + ;f(;))

Intuitivement, lorsque n est grand, le facteur ln(l + % f (%)) se comporte comme % f (%), sauf qu’on ne peut pas utiliser d’équivalent
n’'importe comment (ne surtout pas les sommer). On utilise 'encadrement de la premiere question (pour n suffisamment grand toujours,
oo | X ek 1
afin d’avoir |ﬁf(ﬁ)‘ <3)
n

k K
= Zf( )—— Zfz(;)glnpn$% > S,
k=1

=1

1
On applique le résultat sur les sommes de Riemann. Le terme de droite a pour limite x f f(#)dt. On majore le terme supplémentaire :
0

k
n

.\;|><

de limite nulle lorsque n tend vers +oco. Finalement, par encadrement, on obtient

1
ngrllmlnPn = xfo fdt,

1
et par continuité de 'exponentielle, lim Pj, =exp (x f fd t).
n—+oo 0

3. Avec la fonction f:u— 1;

Toona I'écriture générale. La limite cherchée est donc exp(xIn2) =

Exercice 1.14
On découpe l'intégrale en morceaux de longueur T. Soit x> 0. Il existe n € N tel que nT < x < (n+1)T. Plus précisément, on a n = E(x/T),
n(x 1
qu’on note n(x). Lencadrement précédent donne 1 — I.n (x) T < 1, ce qui donne 11m nw) =7 (on s’en sert apres). On a alors, en notant
X—400 X
I(x) :f fdt,
0
1 n(x) X nx) T 1 1%
—1(x) = (t)dt+f (ndt =—f (t)dt+—f (ndt,
X (Z (k-1)T n(x)Tf X Jo ! X n(x)Tf

T
en utilisant la périodicité de f. Le premier terme tend vers la valeur moyenne Zlf f f(©)dt. Pour le second terme, il suffit de majorer (on integre
0

sur un segment plus petit qu'une période). La fonction f est continue et donc bornée sur [0, T] (et donc sur R). On note M un majorant de | f|.
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Alors
X X (n(x)+1)T
f fde sf If(t)ldtsf Mdt=MT.
nx)T nx)T n)T
N - - - . Ix) (D)
Par majoration, on obtient une limite nulle pour le second terme, ainsi que xhrP ~ -1
—Yoo x

Exercice 1.15

Supposons que f change p < n fois de signe sur [a, b]. On note a < x] < xz <... < Xp < b les points ol f s’annule en changeant de signe. On
considere P = ﬁ (X —xp) et g(2) = f(1)P(¢). Le polyndme P est de degré au plus n— 1 et peut se développer en P = f aka. Par linéarité de
I'intégrale, puiécc;ie psn-1, £

b p b
f f@Pwdr=Y ap| *fwdr=o.
a k=0 a

Or la fonction g est continue et de signe constant (¢ — xj. est négatif & gauche de xj. et positif apreés donc change le signe d'un seul coté). Puisque
g est d’intégrale nulle sur [a, b], la fonction g est identiquement nulle sur [a, b]. Ainsi, pour tout ¢ différent de 'un des x;, ona f(#)P(¢) =0 et
P(#) #0donc f(t) =0. Finalement f est nulle partout ce qui contredit I'hypothese.

Exercice 1.16

2n
le terme dans la somme est petit, proche de % lorsque k est grand (ce qui sera le cas puisque k > n). On note vy, = Z — et on essaie d’étudier
k=n+1
LA |
la différence uy, — vy. On sait que nliT vp =1n2 (somme de Riemann - on a vy = Z Tk). On regroupe les termes proches et on est amené a
—¥oo n
k=1
étudier la différence sin® x — x% avec x compris entre 1/vn+1 et 1/v/2n.Ona
.2 2 . . x3 x4
sin“x—x“ =(inx—x)(sinx+x) ~ ——.2x)=——,
x—0 6 3
P . Sin2 X — x2 1 N Py Sinz X — xz . 1 . 4
on en déduit que hn}) T =-3 La fonction f définie par f(x) = ==—=;——si x€]0,1] et f(0) = — 3 est continue et donc bornée sur [0, 1].
X— X X

1l existe M tel que, pour tout x €]0, 1], |sin2 X— x2| < Mx* et cette relation est vraie pour x = 0.
remarque : on peut aussi utiliser la continuité de f en 0 afin d’obtenir a > 0 tel que, pour tout x € [0, ], | f(x)| <1 (et alors travailler avec n de

sorte que % < . On peut également utiliser la formule de Taylor avec reste intégral pour comparer sin® x 2 x2, on encore obtenir - toujours
n
3
avec la formule de Taylor - que |sinx — x| < % et ainsi
4
.2 2 . . |)C|3 X
sin“ x—x“| = |(sinx — x)(sinx + x)| < 2|x|.T = ?
Ca laisse pas mal de facons différentes pour obtenir ces inégalités.
Une fois que cela est fait, on a (on peut remplacer le terme % par 1 ou par M selon ce qu’on a fait avant)
g n 1
|un—Un|§ Z _2$_2=_
keme13k%  3n?2 3n
celadonne lim (u;—vy)=0et lim u;=In2.
n—-+oo n—-+oo
Exercice 1.17
On remarque qu’il y a deux facteurs bien différents : le terme en sin (%) qui prend des valeurs entre 0 et sin1 et celui en sin (%) qui lui est de
n

plus en plus petit (k/n? < 1/n) et par conséquent proche de % On s’'intéresse alors a
& KYk 1 & k) k
v = Zsin(—)—zz— sin(—)—,
k=1 \"Jn% Moy njn

1
somme de Riemann attachée a la fonction continue sur [0,1], x— xsinx. Onaainsi lim v, = f xsinx dx. On montrer alors que vy, — uy est
n—+ 0

de limite nulle. On a besoin de controdler la différence sinx — x pour x € [0, 1]. Avec la formule de Riemann (reste intégrale), on a

1 X
sinx=x+ Ef (x—t)z(—cost)dt,
0
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3
et|sinx—x| < XT (on peut méme obtenir x3/6 en majorant moins grossiérement). On en déduit

1E (kK 1 1 1
Upy—"0 < — sin|—|—=s<-n.—m=——-.
un=vnl <3 3 ()6 3h =

1
Finalement lim uj,= f xsinxdx.
n—-+oo 0

Exercice 1.18

1. Soit xg € [a, b] tel que f(xg) = M. Par continuité, il existe [A, B] < [a, b] contenant xg et avec B > A tel que f(x) = M —esix€[A,B].Ona
alors

b B
f f(t)”dtzf fi*de=B-AM-¢g)".
a A

on ale résultat aveca = B— A> 0.

2. Soit € €]0, M[. On utilise « comme dans la question précédente et on a alors
b
aM-e)"< f fde<b-a)M"
a

puis

b 1/n

a“”(M—e)sU f(t)”dt) <(b-a)'"M.

a

Puisque nliT a/"M(M—¢) = M—¢, il existe nj €N tel que, pour 1 = ny, M —2¢ < al/"(M - ¢). De méme il existe n, tel que, pour 1 = ny,
—+00

(b- a)l/"M < M +2¢. On déduit qu'il existe ny = max(nj, n2) tel que, pour tout n = ng,

b 1/n
M—ZEsU f(t)"dt) < M +2¢,
a

b 1/n
On a bien obtenu lim (f f(t)"dt) =M.
n—+oo|J,

Exercice 1.19
. . . , , , @ . L f(w) .
1. Sila fonction g existe, alors f'(f) = g'(£) f(¢) et g'(£) = m On adong,si ty € I, g(t) = gltp) + T du. Réciproquement, notons
fo
t £/
git—a+ f du. On choisit a de sorte que g(ty) = a vérifie f(fy) = exp(a) (la fonction est surjective de C sur C*). On considere h =

to f(u)
f-exp(-g).Onah' = (f'~ fg")exp(~g) =0 car g’ = f'/ f. Ainsi h est constante et h(19) = 1 donc, pour tout ¢ € I, h(t) = f(1) exp(~g(1) =1
et f(£) = exp(g(1)).

2n £l
2. onreprend les calculs précédents. On a g(2r) = g(0) +f ]}((5)) du. Or f(2m) = f(0), ce qui donne exp(g(2n) — g(0)) =1 etil existe ke Z
0
2n £/
tel que mclt:Zikn.
o f

Exercice 1.20
1. On peut effectuer le changement de variable « x = 11 ». Cela donne

u 1 Au 1 Au
f [sin(At)| dt = —/ [sin(x)| dx = u—f [sin(x)| dx.
0 A Jo Au Jo

La fonction x — |sin x| est = périodique. On montre (voir autre exercice) que
N O 1 2
lim —f |smx|dx:—f |sinx|dx = —.
X—+o00 X Jo 7 Jo b4
u

2
Finalement, Alim |sin(A#)|dt = — u. Par différence, pour tout a, >0,
—+ 0 v/

B 2
lim Isin(Af)|dt=—(B—a).

A—+ooJa T

2. On commence par traiter le cas d'une fonction en escalier puis on étend le résultat aux fonctions continues par morceaux.
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— soit f en escalier sur [a,b] et ag = a< aj <...< ap = b une subdivision associée avec f = m; sur|a;,a;;1]|.Ona

b n-1 aj1
f f@IsinAnlder= Y m; Isin(At)|dt.
a k=0 a;

b 2 n-1 2 b
Par linéarité, lim f f@IsinAnlder==) m;(aj11—a;) = —f f(odt.
A—+ooda T =0 T Ja

— Soit € >0 et g une fonction en escaliers telle que | f — gl < m (le dénominateur apparait a la fin des majorations... on I'’a modifié
a posteriori). On a trois quantités qui sont « proches » : les intégrales de f et g, celles multipliées par |sin| et le lien entre la fonction de

A pour g et sa limite en fonction de g. On va donc faire intervenir ces trois différences :

b 2 rb
'[ f(t)lsin(lt)ldt——f f(t)dt‘
a T Ja

<

b b
f f(t)lsin(/lt)ldt—f g(t)lsin(/lt)ldt'
a a

b b
%f g(t)dt—gf f(t)dt‘

a T Ja

+

b 2 rb
f g(t)lsin(/lt)ldt——f gdt|+
a T Ja

b
s f |f(0)—g)llsin(Ar)|dt
a

b 2 rb 2 rb
+ f g(t)lsin(/lt)ldt——f gndte +—f If(5)—g®llsin(A)|dt
a T Ja T Ja

N

b 2 b
f+f g(t)lsin(/lt)ldt——f gde]+E
3 a T Ja 3

b 2 rb
Puisque lim g(®)|sin(An)|dt=— f g(t)dt, il existe A> 0 tel que, pour tout A = A, on ait
A—+ooda T Ja

£
<z
3

b 2 rb
f g(t)lsin(itt)ldt——j g(nde
a T Ja

et ainsi, pour tout 1 > A,

<E.

b 2 rb
f f(t)lsin(lt)ldt——[ fde
a T Ja

On a bien prouvé que le résultat subsiste si f est continue par morceaux sur [a, b].

Exercice 1.21

1. Lafonction f est continue par morceaux sur [0, 1] donc bornée. Il existe M tel que |f| < M. On a alors, pour tout n €N, |q”f(q”)| <Mq".
Puisque ¢ €]0,1[, lasérie ) g" f(g") converge absolument.

2. On commence par écrire
+00
A-pJ@=Y (@ -q"")fg™
n=0

Cela fait penser a une somme de Riemann avec des points de subdivision g, sauf qu'on en a un nombre infini. On propose plusieurs
méthodes :

N
(a) version 1 (déborde un peu du programme) : on note Sy(q) = Z (q" - qn“) f(g™. Cette fois on a bien une somme de Riemann
n=0

associée 2 la subdivision 0 < gV*! < ¢V < ... < g% < g < 1 (somme 2 droite). Son pas est le plus grand écart entre deux points
consécutifs donc le maximum entre 1 — g et qN +1.Si on se donne ¢ > 0, il existe a > 0 tel que, dés que le pas d’une subdivision est

1
inférieur a a. On choisit g < 1 tel que que 1 — g < a et Ny tel que g™+l < o ‘SN(q) —f f(®)dt| < e. Cela étant vrai pour tout N = Ny,
0

et puisque la série précédente converge, on a alors en passant a la limite sur N — +oo,

Vqelo,1,1-g<a, <Ee.

1
1-9J(q —fo fode

(b) version 2 : c’est moins général, on suppose que f est continue et donc uniformément continue sur [0, 1]. Soit € > 0, il existe @ > 0 tel
que |[f(x)-f(»)I<edésque|lx—yl<a.Si0<1-¢g<a,onadonc, pourtout n €N,

n+l

. ' [ tram-rwyar
qn

n+l1

G@"-q""H g™ —f fode
qﬂ

n+1)

<e(g"-q

puisque, pour tout £ € [¢"*1, ¢, |t - g™ < |q" - g™ I<1-g < a.
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N qn+1 1 1
On a alors Z f(t)dt=fN+1 f(ndt de limitef f(©)dtlorsque N tend vers +oo. Cela donne
n=079" q 0
+00 n+1 1
- f(t)dt:f fode
n=07q" 0
1 +00 n+1
Finalement(l—q)l(q)—fo fnde= 3. ((q”—q”*l)f(q”)—f f(t)dt) et
n=0 q"
1 +00
‘(1—q)](q)—f0 fde|< Y e(@"-q"*h) = e pour tout g €11 - a, 1[.
n=0

(o) version 3 (par les fonctions en escaliers) : on commence par montrer que le résultat est vrai pour une fonction 1, ; avec0< a< b < 1.

On remarque que (1 - )J(g) pour une telle fonction vaut g™ — g™ *1 siona g™ *! < a< g™ < q" < b < gp,—1. Lorsque q tend vers
1
1 (ng et n; dépendent de g), on aura une limite b—a = f T4,p) (DdE. On généralise aux fonctions en escaliers par linéarité. On fixe
0

alors f, € >0 et h en escaliers telle que ||f - h||oo < %E. On a alors (on notera J(g, f) pour savoir a quelle fonction on se rapporte) :

1 1 1 1
(l—q)](q,f)—fo f(t)dt=((1—q)](q.f)—(l—q)](q.h))+((l—q)](q,h)—fo h(t)dt)+(f0 h(t)dl‘—fo f(t)dt)

1

1 1
On a |(1—q)](q,f)—(l—q)](q,h)| < %e, U h(t)dt—[ fdr < z€ et dés que ¢ suffisamment proche de 1,
0 0

1
'(1 — (G, h) —fo h(odt

1
-9, /) _fo f(nde

< %e; Finalement

< ¢ deés que g suffisamment proche de 1.

Exercice 1.22

1 1
Onaf+a20etb—f>0donc(f+a)(b—f):—f2+(b—a)f+ab>0.Enintégrantsur[0,1],celadonneab—f f2>0d0ncf fzsab.
0 0

Exercice 1.23

Yi
1. Soit i € [1;n]. Puisque [ P(1)dt = 0, P ne garde pas un signe constant (strict) sur [x;,y;] donc P s’annule sur [x;, y;]. Puisque les
Xi
segments [x;, y;] sont deux a deux disjoints, P admet au moins 7 racines réelles distinctes donc P est nul.

Rp(X] — R"
. Yi
""{ P (f P(t)dt)
Xi i=1,..,n

=1,...,

2. On considere ¢ I'application

On vérifie qu’elle est linéaire. On a alors dimker¢ = n+1—-r1g (¢) = n+1—n =1 puisque rg ¢ < n. Il existe bien un polynéme de R, [X] qui
vérifie les conditions demandées.

Exercice 1.24

Supposons que cela soit le cas : on a e’ = % pour ¢ € R, soit Q(t)et2 = P(1). On dérive la relation 7 + 1 fois ou1 n est le degré de P. Le terme de

droite est nul. La dérivée de t — Q(t)et2 =2tQ(1+ Q/(t))et2 est de la forme Q~(t)et2 avec degQ = degQ + 1. En dérivant n + 1 fois, il apparait une
expression R(t)et2 avec degR =degQ+n+1.Onaalors I-?(t)et2 =0 pour tout ¢ réel, donc R est nul, d’ot1 une contradiction.

Exercice 1.25

— Lidée est de voir que f’(t) — f () seretrouve dans la dérivationde g: ¢ — f(t)e_t. On a en effet, g’(t) = e_t(f’(t) — f(1)). On sait également

1
intégrer g’ puisque [ gndr=g)-g0) = e~!. En combinant tout cela
0

1 1 1 1
e-1=U g (ndrdr sf |g’(t)|dt=f e"|f’(t)—f(t)ldtsf Lx|f'(t) - f(p)lde
0 0 0 0

1
Cela donne bienf If'(0) - folde= e}
0

— on cherche les cas d’égalités dans les différentes inégalités utilisées. La premieére nous dit que g’ doit étre de signe constant. Pour la
seconde, il faut que e’ soit égal a 1 partout oi1 f’ — f est non nulle... Cela voudrait dire que f’ — f est nulle sauf en 0, soit f (1) = Ae sur
10,1]. On a également la contrainte f(1) =1 donc A = el (¢a c’est bien) mais le probleme est alors en 0 o1 f doit étre nulle... on raccorde
la fonction idéale 2 0 au voisinage de 0. On considére f;, la fonction qui vaut e~ e? sur [%, 1l et fu(t) = nte"Lel/™ sur [0, %] (ainsi fj est
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1
continue sur [0, 1]... mais hélas pas €1). Avec cette fonction, on af Ify,— ful=0et
1/n

1/n) 1/n 1 1 1
f If,g—fnlzf n(l—t)e_le””dt:n((———)e_le””:(l——)e_lelm
0 0 n 2n

2n?

1
On a alors " liI}_l f If),= fnl= e !.Ce quinous indique que la constante est optimale... il n’y a plus qu’a modifier I'exemple pour transfor-
=00 Jo

mer la fonction en une fonction de classe %! : cela rajoute une contrainte sur la dérivée en 1/n et donc il faut s’orienter sur une fonction
du second degré avec les trois conditions f,(0) =0, f(1/n) = f},(1/n) = e lel/n,

— Pour ceux qui veulent terminer les calculs, on obtient (calculs 2 confirmer quand méme) en posant u = e ‘el/”, f,(r) =
p(=n(n-12+@n-1t) (sur [0,1/n]), puis f(5) — fa(t) = —ut(2n? - 1) — n(n-1)t) qui reste négatif sur [0,1] donc sur [0,1/n] et le

1/n 2
calcul de f |fy, — fn| donne un terme « principal » en ,uz’; > 1 qui tend vers e~! lorsque n tend vers +oo.
0 n

Exercice 1.26

vl) on note F une primitive de f sur R. On a f(x) = F(ax). Par récurrence, on montre que f est de classe ¥°° sur R. On a notamment
') = af(ax), f"(x) = a®f'(ax) = a® f(a®x) et, par récurrence f (x) = a!*2+*+" f(a"x). Ainsi, pour tout n € N, on a f(0) = 0. On
peut appliquer la formule de Taylor avec reste intégrale a tout ordre, ce qui donne

X
f(x)=0+%f x-0" " V@) dr.
- J0

n+1
Sion note My = sup |f(1)], en utilisant la relation If(”“) (GIES If(a’“rl t)| < My, on obtient |f(x)| < %Mx. Par croissance compa-
te[0,x] :
|x|n+1
rée, nEl}_]w m =0, si bien que f(x) =0 - cela pour tout x € R.
v2) Plus simplement (mais ¢a ressemble beaucoup), on fixe A > 0 et on note M = sup [f(x)|. On a alors, pour x € [-A,A], |[f(x)| <

xe[—A,A]
ax

2 2

2.2 2
Mtdt‘ =MLX < M_x' Par récurrence, on a

ax
f Mdt' = Malx| < M|x|, puis en reportant dans la méme équation, |f(x)| <
0

n x|
[f(0)] < M%. Pour tout x € [-A, A], on a nlir}rl |7 =0 ce qui donne f(x) = 0. La fonction f est nulle sur tout segment [-A, A] donc
. —+00 !

sur R.

Exercice 1.27

1. Puisque |tp’ | = A, o1 L € R**, on a notamment que ¢’ ne s’annule pas et garde donc un signe constant sur [a, b]. On intégre par parties :
b .
b . b , 1 b, . \y 1 1 b ey
f ew:[ iw'e”px.—,:f (e"p)x.—,: +-.f (Pz
a a ip a ip o lYa [(p’)

el

i

ol

i’
Pour le premier terme :

1 1 2
ST—+—— s~
a '@ lo'm] A

Pour le second terme on utilise le fait que ¢" garde un signe constant: si ¢” =0, on a

L RV D LA
i), ¢ Tz 7l
(@)1 oo ¢

b 1 1

2
ST NS
a 9@ ¢'b) A

etsi @' <0, le début devient

i "
1b 9"l Py
T ¢ T 2| T 3
Ha () @
et on obtient une majoration identique. Finalement en combinant les deux inégalités, on a, pour tout A > 0 et ¢ vérifiant les hypotheses
données :
b.| 4
f eiv|< 2
a ),

2. Onva étendre le résultat en utilisant une suite de fonctions de classe €2, @ sur lesquelles on peut appliquer la premiére question (et qui
va bien converger vers ¢). Plus précisément, on va établir que si ¢ : [a, b] — R est de classe ¢! et vérifie |(p’ | = A et ¢’ croissante, il existe

> A, ), croissante, et que (¢ ), converge

une suite ((ﬂk)k>1 de fonctions de classe €2 de [a, b] dans R telles que, pour tout k € N, ‘(p}c
uniformément vers ¢ sur [a, b].
En effet, I'inégalité des accroissements finis

|7k~ e™*| < |pi - o]
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entraine alors que (e“ﬂk) converge uniformément vers e'? sur [a, b], donc que

b . b .
f eupk . f ol®
a k—+ooJa

1l faut donc construire (¢y) k>1- Lidée est de «lisser » la fonction ¢' pour I'approcher par des fonctions au moins %! - on pourrait tenter
un théoréme de Weierstrass pour approcher ¢’ uniformément par une suite de fonctions polynomiales mais on va perdre la contrainte
¢’ = A. On va plutét lisser en prenant la valeur moyenne sur un petit intervalle : soit v la fonction définie sur R par :

— w()=¢'(a)si t€]-oo,al,

-y =¢'(t)sitela,b]

— w(t)=¢'(b) si t € [b,+o0]

Pour k € N* et £ € R, soient

t+1/k 1/k t
Wk(t)zkft v=k A w(t+s)ds, (pk(t)z(p(a)+f V-
a

La premiére expression, par le théoreme fondamental, montre que . est de classe 41, la seconde montre que . est croissante et que
’u/;c‘ > A (car on a soit ¢ = A soit ¢ < —1 ). La suite de fonction () converge uniformément vers ¥ sur R, ce qui entraine que (¢y)
converge uniformément vers ¢ sur [a, b] : ona

t+1/k
< kfr [ww -y@)|du

t+1/k
v -wn|=|k (ww -y()du
t

En utilisant la continuité uniforme de ¢ sur R (comprendre pourquoi c’est bien le cas...), si on se donne € > 0, on trouve a > 0 tel que
|1,//(v) —u/(u/)| <esilv-—w|<aetainsi, sil/k<a,onaura|u—t|<apourtout u€ [t t+1/k] et ainsi, pour tout f € R, |y (1) —u/(t)| <E.

Exercice 1.28

1 X X
On utilisera le résultat : si g est continue sur R* et de limite ¢ en +o0, alors lim — f g(t)dt = ¢ (ou encore f g(ndt ~ {¢xlorsque ¢ #0).
xX—+o00 X Jo 0 X—+00
X
On pose F(x) = f K" (t)dt pour x e R*.Ona F'(x) = h" (x). Ainsi
0

lim K"(x)F"(x)=¢"soit lim F'(x)F"(x)=¢".
X—+00 X—+00

x 1
On en déduit que f F(OF" (0dt = —F""(x) ~ ¢".x. On en déduit que F(x) ~ ((n+1e¢"x)V@*D Ppuisque h(x)F(x) ~ ¢, on
0 n+1 X—+00 X—+00 K00

obtient finalement

h 4 1 _ n+l l
(x)XHNJroo 07 (n+1)x)t/ 1 B (n+1x
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