SOLUTIONS

CHAPITRE 2 - DL, EQUIVALENTS ET SUITES

Exercice 2.1

On détermine la limite de f/g en +oo. Pour x > 0, % = ;r}ja_;f .
— siy> B, alors g(x) = O%(f(x)),
— siy < B, alors f(x) :(;oo(g(x)),
— siff=yeta>0,alors g(x) :g)(f(x)),
— siff=yeta<0,alors f(x) :o%(g(x)),
— sif=yeta=0,f=g.

Exercice 2.2

(1-cosx)arcsinx _ x2/2.x:

1
a) 5.
xtan® x x—0 x.x° 2

b) (lnx)”x:exp(%lnln(x)).Onaln(u): 0 (u) doncIn(lnx) = o (Inx) = o (x).Finalement lim %lnln(x):Oet lim (nx)Y*=1.
+00 +00 +00 x—+00 X—+00

¢) (sinx)* -1 =exp(xInsinx)— 1. Or sinx 5 x de limite nulle donc In sinxa Inx et xIn(sin x) tend vers 0 llorsque x tend vers 0. En utilisant

e—-1 ~ 0 u, on en déduit que (sinx)* —1 ~0xln sinx ~ xInx.De méme pourle dénominateur. La limite est 1.
X

u— — X—

d) Onposex=1+h.Celadonnew ~

h _1
2h+h®  h—02h 27

Exercice 2.3
Onnote f(x) = =% — —b
sin(x) In(1-x)°

aln(l1-x)—bsinx

= sin(x)In(1—x)
2 3 3
el 3V) — b(x— 3
_ a(—x 2 3 +0(x)) - b(x 6 +0(x”))

sin(x)In(1 — x)

2

—(a+b)x—gx +o(x2)

sin(x) In(1 — x)

2
Sia+b#0,alors f(x) ~ —M:“;b.Sib:—aeta?ﬁo,alorsf(x) ~ %
x—0 —X x—0 —x

=al/2.Sinona=b=0et f(x) ~00.
X—

Exercice 2.4

1.2

a) —5X - ﬁx4+o(x4).

b) In2- 122 - gext +0(xd).

c) e—§x+ %x2+o(x

3).
d) 1-1x3 +o0(d).
e) 1—%x+ ﬁx2+0(x2).
1 1 2
f) —lnx+l—ﬁ+@+o(1/x ).

Exercice 2.5
2
a) u ~=1/3
" 3n®
n
b) un"‘?)_z
1 1 1
0 Vrl+l-n=——— ~5=etup~—>
Vi2+l+n " 2n’

d) un~21n7n

|
e) un”‘;_/z
) up=vin(Q+1/m)~vV1in= ﬁ
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g) puisque sin% ~ % de limite nulle, on a u, ~ ln% =-Ilnn

~Inn

h) u :n%(l—nﬁ_%):ean (1—ex (_ln_n)) En utilisant la relation e% — 1 ~ 1 en 0, on obtient u ~_Inn__
n P atn+ D) ’ T nn+1) 2

n
) vr?2+n+ =n(1+%+%) =n(1+%(%+#)—%%+0(#)),Cequidonne\/n2+n+1:n+%+%+0(%).0naalors

n
37 1 n n 37
up=cos|lnr+—+—+of—||=(-1)"cos|—+—+0
2 n 8n

)Il+1 3_7[

donc uy, ~(-1 8-

i) Siacl0 1], un~Le = L etsias 1, up~
» ) n n2a na ’ n an~

Exercice 2.8

La fonction est évidemment de classe ! sur 1\{0}.

sinx—x _ _ /6 _
xsinx y_g XXX

— On peut étudier la dérivabilité en 0 (pas vraiment utile) : avec le calcul précédent, on a

fx)-f() ~ _l
x-0 x—0 6

— On commence par la continuité : f(x) =

—%. On en déduit que lir%f(x) =0etque f est continue en 0.
X—

ainsi f est dérivable en 0 et f'(0) = — % Cela ne garantit pas la continuité de f’ en 0.
2 .2
— Ona f'(x) = —Lz + 0.03)6 =% co;x. —2sm X On cherche la limite en 0. Le dénominateur est équivalent 2 x* en 0. On a
x“  sin“x x“sin“ x
x2 %3
x’cosx—sin’x = x*(1- > +0(xh) - (x - 3 +0(x°)?

4 4

X 2x 1

= -+ toub=-=xt+0ub)
2 6 6

1
Onaalors f'(x) ~ 0—%. On en déduit que lir% flx)=- i £'(0) etla continuité de f’. Finalement f est ¢! sur I
X— X—

remarque : on aurait pu se passer de I'étude de la dérivabilité en 0 en utilisant le théoreme de prolongement du caractere &l :si f est continue
sur [a, b], de classe €1 sur ], b] et si f’ admet une limite finie £ en a alors f est dérivable sur [a, b] avec f'(a) = £ et f est de classe € sur [a, b).
Attention : ce n’est pas un théoréme de prolongement %! de f puisqu’il 'y a pas a prolonger f - elle admet déja une valeur en a.

Exercice 2.9

2
Soit u = arccos(x) avec x proche de 1 (par valeurs inférieures). On a lim1 arccos(x) =0etcos(u) =x=1- MT +0(u?). Ainsi 2(1 — x) = u? + o(u?),
X—

ce qui donne 2(1 — x) ~1u2.Puisque u >0, celadonne u ~1\/2(1—x).
X— X—

Exercice 2.10

dt 1

(F estla primitive de t —
V1+1? V1+1¢?
2)_1/2 =1- %xz + %x4 +o(x*) et F(0) =0.0n permet obtenir alors le DL de F en

X
On n’a pas de théoréme qui permet d’intégrer entre 2 bornes un DL. On note F(x) = f qui s’annule
0

1

V1+x2

en 0 - elle est de classe ! surR). Ona F'(x) =

0:F(x)=x— %xa + 43—0)65 +0(x5). On a alors

=(1+x

fx) = F(x*) - F(x) = (x> +0x%) - (x— éxs +0o(x3) = —x+x%+ %xs +o(xd)

Exercice 2.11

La fonction f est € sur] -1, +ool, sa dérivée est f': x— 1+ ﬁ qui est strictement positive. La fonction f réalise une bijection strictement
croissante de ] — 1, +oo[ sur ] — 0o, +ool. La fonction admet une réciproque f‘1 sur R qui est de classe ¢"° sur R (et f‘1 (0) = 0 puisque f(0) =0) -
cela garantit I'existence d'un DL de f_1 en 0 a tout ordre. On écrit f_l(y) =ay+ by2 + cy3 + o(ys). On a f_1 (f(x)) =0 pour tout x €] — 1, 1[ (par
exemple). Or f(x) =x+x— %2 + %3 + 0(x3) =2x— x72 + %3 + 0(x3). Par composition (on a bien f(x) de limite nulle lorsque x tend vers 0), on peut
substituer y par le DL de f(x) en 0 (on a alors y3 x:08x3 et ainsi le terme en o(y3) est un terme en o(x3). On développe, regroupe et on utilise
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I'unicité du DL pour obtenir les équations (termes en x, x et x> dans le DLde f~1(f(x))) :

2a= 1,4b—§:0et80—2b+§:0.

On trouve f~1(y) = %y+ %yz - 151)—23/3 +0(y3).

Exercice 2.12

1. Soit Q(x) = x2—2tx+ 1. Son discriminant est A = 4(¢2 — 1). Lorsque ¢ €]0, 1[, Q reste strictement positif et @f[ =R.Sit=1, th = R\{1}.
Lorsque ¢ > 1, Q admet deux racines strictement positives x; = t — V/ 2-1< Xop=t+V t2 -1 (la somme est 27 > 0, le produit 1). Alors
@f[ =R\[x1, x2].

2. Dans toutes les situations, il existe a > 0 tel que f; est définie et est de classe €’° sur | — @, a[. La fonction admet alors un développement
limité a tout ordre au voisinage de 0. On note u = x% —2xt = x(x — 21). Cette quantité tend vers 0 lorsque x tend vers 0. De plus u ~Ox.
X

Soit n €N, on a alors
- -k -k k
[ =0+w2=Y auf+ o @)=Y apxfx-20%+ o .
k=0 =0 k=0 =0

En développant, le terme uF donne des termes en x™ pour m € [k;2k], avec des coefficients polynomiaux en ¢. En regroupant les termes

de méme degré, on obtient une expression comme demandée.
3. On cherche une expression permettant d’écrire I'unicité des coefficients d'un développement limité. On remarque que
r—x . t-x
2)3/2 1

fio= 5 fi(x),

(1-2xt+x —2xt+t

ce qui donne la relation (1 —2xt + x%) ft’ (x) = (£ —x) ft(x) (au voisinage de 0). Soit k = 1. On écrit un développement limité a un ordre
suffisant des deux cotés (afin d’a voir un ordre final d’au moins k + 1), et on regarde les termes en xk_ Par unicité, on obtient

(k+1)Ppyq (1) = 2tkPy (1) + (k= 1) P_; (1) = tP(t) = P_1 (1).

On récrit cela en
(k+1)Ppy1(8) = @k + 1) P (8) — kPy_1 (D).

Cela donne une relation de récurrence entre les polynomes Py, ce qui permet de les calculer facilement (on montre notamment que Py,
est de degré k).

Exercice 2.13

i0 .
%H) = rne’B"/Z cos(OT”). On obtient les relations 8,41 = %Qn etrp+1 =1n cos(BT”). On obtient

On écrit z;; = rne’B". On aalors z;4+1 =g (

facilement 6,, = g—% et

I'n =T l_n[ 005(00) =T I Sin(HO/Zkil) =T sin(G) sinf
" 0k:1 2k) 0k:1 2sin(0g/2%) = 0275in(0g/2") n—too 0270912
o . sinfy
On en déduit que nETooZ”_ro 0o

Exercice 2.14

1. Ona P;l W=nx"1+1et Py, est strictement croissante sur R*. Puisque P (0) = —1 et nlir}) P;,(x) = +o00, on en déduit I'existence d'une
—+00
unique racine positive x;. On remarque également que P, (1) =2—-1=1, on adonc x; €]0, 1[.

2. Ona P41 (xp) = xﬁ“ +xp—1<x—x;+1=0.Ainsi P41 (xp) <0 et Ppy1(xp41) = 0. Par croissance de Pj41, on obtient xp, < x,41 etla
suite (x5) est strictement croissante. Puisqu’elle est majorée par 1, elle converge vers ¢ €]0,1]. Supposons ¢ < 1. Pour tout n € N*, x,, < ¢
et x); < 0", ainsi liI_P xJ! = 0. Puisque Py, (x,) = 0 pour tout n € N*, un passage a la limite donne 0+ ¢ — 1 = 0 et une contradiction. On en

n—+oo

déduit que ¢ =1.

Exercice 2.15

1. On montre les proposition par récurrence

2. On cherche des solutions sous la forme . Une telle suite ("), avec r # 0, est solution si et seulement si 7% = r + 1. Cela donne r = 1 J—rz

5
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1+2\/5)n+'3(1—2\/§)n

Il existe donc «a et § tels que, pour tout neN, u, = a . On détermine alors « et § avec ug et uj :

1+V5 1-v5
a+pB=1letal )+ B( )=1
2 2
1+v5 1-V5 o
Cela donne a = et f = ——==. Finalement
25 P50
1 1+\/§ n+1 1_\/5 n+l
VneNup=—||—— - .
V5 2 2
n+l
_ 1+V5
3. Onal \/ge]—l,O[et1+—\/§>ldoncun - L(1xV5 et lim 2l _2TVO
2 2 n—+oo v/5 2 n—+oo Uy 2

4. (a) Ona vy =2 etainsi v = v] = vg. On montre par récurrence, la propriété Z(n) : « pour tout k € [0;n], viyq = vy ». La propriété est
vraie aux rangs 0 et 1. Si elle est vraie a un rang n = 1, alors

Vn42 = Un+l = Uy = VUp_g
Of Up41 2 VU 2 Vy—1 > 0 etla fonction x — x% est croissante sur R*. On a donc v;,42 = v,,41. Par récurrence, on obtient le résultat.
(b) Une éventuelle limite vérifie £ = 2¢% d’ot ¢~ =2 et ¢ = 21/(1-0)
(c) sia€]0,1[alors1/(1—-a)>1et ¥ >2.On montre par récurrence que v, < ¢ pour tout n € N. C’est vrai pour les rangs 0,1 (et 2). Si pour

un certain 7 € N, on a vy, et v, inférieurs a £ alors vy42 <2¢% = ¢. La suite est croissante, majorée par ¢ et converge. la seule limite
possible étant ¢, elle converge vers ¢.

(d) Sia>1alors1/(1—-a)<0et?<1.Lasuite étant croissante, si elle convergeait, elle le ferait vers £ = vo = 2. La suite diverge vers +oo.

Exercice 2.16

— Soit f: x — e¥+ x. On montrer que [ est strictement croissante sur R et réalise une bijection de R sur R. Cela donne 'existence et
I'unicité du réel x,, avec, de plus, x, = f~1(n) (relation importante - on trouve plein de propriétés avec elle). Puisque lirP f “1(x) = +00
X—+00

(bijection réciproque de f qui tend vers +oo en +o0), on en déduit que liT Xpn = +o00. On peut également montrer, puisque f et donc
n—+oo
f 1 sont croissantes, que (xj) est croissante (par vraiment utile mais bon).
— Puisque x;, est de limite infini et que x = o e*,onan=en+x, o e*n, Les limites étant infinies, on peut composer par le
X—+00 n—+oo
logarithme, sibienque x;, ~ Inn.
n—+oo

— On écrit x, =Inn+ y, avec y, = o In 7. On reporte dans I’équation. Cela donne
n—+oo

N7+ Y +Inn+y,=n=ne’" +Inn+yy,.

On a donc n(l —e¥”) =Inn+ yn, = Innetl-eln lnTn' de limite nulle. Cela donne d’'une part le fait que y;, tend vers 0, puis
—+00

n—+oo
. Inn
1-e¥n ~ —y,. Finalement ~  —iR
n—too I I oo R
— On recommence avec X, =Inn— lnTn +zpaveczy= O (lnTn) mais ¢a devient pénible. On trouve z;;, ~ 1n_2n
n—+00 n—+oo p

On peut aussi transformer I'équation en x; = In(n — x,) et effectuer le méme genre de calculs, mais cette fois en un peu plus simple

Exercice 2.18

1. (a) Puisque G n’est pas réduit a {0}, il existe un élément non nul dans G. Si cet élément x € G est strictement négatif alors —x € G et ainsi
G contient un élément strictement positif. Ainsi GNR? est non vide, minoré par 0 et admet une borne inférieure.
(b) Supposons que a ¢ G. Il existe un élément b €]a,2al et b € G. Puisque b > q, il existe un élément c € a, b[ avec c € G. Alors b—-c € G,
b—c>0etb—c<2a-a = a.Cela contredit la définition de a. Finalement a € G. On montre par récurrence que, pour tout n € N,
n.a € G et par symétrie, aZ c G. réciproquemet, soit x € G. Il existe ne Ztelque na< x< (n+1)a.Alors x—nac Get0<s x—na<a.
Ainsix—na=0etxe€ aZ.
(c) Soite > 0.1l existe y € G et y €]0,¢[. Pour tout x e R, il existe n€ Z telque ny < x < (n+1)y. Alors z=ny € G et |x — z| < €. Pour tout
x€R, e>0,il existe z € G tel que |x — z| < €. Ainsi G est dense dans R.
2. On considere G =0Z +2nZ = {n9 +2mm,(n,m) € ZZ}. G est un sous-groupe additif de R. Supposons qu’il est discret, sous la forme aZ.

0 _,k

1l existe alors k) € Z tel que 0 = kja et kp € Z tel que 27 = kpa. Alors 7 = Ty € Q ce qui est une contradiction. Le sous-groupe G est

donc dense dans R. De plus sin(n6 + 2mmn) = sin(n6) si bien que {sin(n@ +2mn),(n,m) € Zz} = {sin(n6), n € Z}. Puisque G est dense dans
R, sin(G) est dense dans sin(R) = [-1,1].

3. Le principe : on fixe x et € > 0, on choisit ng tel que |u;+1 — Uyl < € si n = ng, on descend sous x puis on remonte jusqu'a dépasser x
pour la premiére fois... soit x € R et £ > 0 et g comme au dessus. Il existe p € N tel que up, — vp < x puisque pETm Upy — Vp = —00. On

considere alors la suite (1 — Vp)n=n,- Cette suite diverge vers +oo. Considérons le premier entier n) = ng tel que z = up, +1 —vp > x et
SOit y = up, —vp.Onay<x<zet|z—yl=|up+1 — Un | <& Onabien trouvé un élément de h € H tel que |x — k| < €. Lensemble est
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dense dans R.

4. On applique alors le méme principe qu’au dessus avec uy, = 7v/1 et v, = 2pm (on a bien uy,11 — uy de limite nulle).

Exercice 2.19

n+1

Lidée est de se dire que f(n+1)— f(n) = f f'(r)dt va étre petit donc la suite (f(n)) va aller lentement vers +oco et s'approcher d’'un réel
n
a+2km.

Soit B e Uet a € [0,27] tel que B = e!®. Soit € > 0. Il existe i) > 0 tel que, pour tout u € [@ —7, @ +17], |ei” —ﬁ‘ < €. Soit N € N* avec ]\il <.l existe
A>0tel que, pour tout x = A, | f'(1)| < % <n.Pourtout m = A, | f(m+1) - f(m)| <n.On pose ng = [A].Ona

p=1 pk+l ,
VpeN"f(no+p) = f(no) + ) L fode
k=0
Soit K € N tel que a +2K7 > f(ng). Puisque pliToof(no + p) = +o0, il existe un entier pg > 0 tel que f (19 + p) > a + 2Kn. On prend le plus petit.

Onaalors f(ng+p—1) <a+2Kn < f(ng + p) avec f(ng+ p) - f(ng+ p—1) <n.Onadonc |f(ng+ p) — (@+2Kn)| = |f(ng+ p) —2Kn —a|<net
par périodicité |e/-/ "0+P) — gl < ¢,

Exercice 2.21

— Léquation équivaut a tan(x) — % = 0. La fonction x — tan(x) — % est continue, strictement croissante sur I avec des limites infinies aux
bornes de Ij,. Par bijection, '’équation admet une unique solution sur Ij,.
X
— Onannm— % <Xp<nm+ %, et, par encadrement, ;7 tend vers 1. Onadonc x, ~ n.
n—+o0o
— On écrit x, = nm+ yy avec lim y; =0. On reporte dans I'équation, ce qui donne
n—+oo

1= (nn+ yp)tan(nm + yu) = (n7 + yyu) tan(yy) s naTyn.

—+00

1

n en dédui ~ ==
One dedutynnqmo TThiA

— De méme x; = nm + % +zpaveczyp= 0 (yp),soitz= o (%). On reporte de nouveau et on effectue un développement asympto-
n—+oo n—+oo

tique :
1 1 1 1 1
1 = (mn+—+zp)tan(—+zp) =+ —+zy)(—+zp+ + o (=)
nm nm nm nm 333 n—+oo ;3
1 1
= l+nmzp+ +——+ 0 (=)
372  n?p? n—too p2
d’ou
4 oo | 1 ) 4
nnzy =— —) ~ -
3n?p? n—too p2 n—+oo 3p2g2
On en déduit que z ~ —L,et
! nVl—>+oo 3]137'[3
B 1 4
Xn—nj'l"f‘——ﬂ‘f‘ (—)

Exercice 2.23

1. Démonstration classique du lemme de Cesaro. On se raméne au cas d’'une limite nulle en posant v, = uy — £ (plus simple).

X)—x -
2. Onaévidemment f(0) = 0 donc 0 est bien un point fixe. On a linb f(+ = —Adoncil existe € > 0 tel que, pour tout x €]0, €], % =
X—
%I/ll et f(x) — x ne peut donc pas s’annuler sur ]0, €]. Ainsi 0 est le seul point fixe de f sur [0, €].
3. Lafonction x — f(x) — x ne s’annule pas sur ]0, €] donc garde un signe constant. Puisque f(x) — x o —Ax%, f(x)— x est négative sur un
x—

voisinage de 0. Ne changeant pas de signe sur [0, €], on a f(x) —x < 0 sur [0,¢] (et méme f(x) —x < 0 sur ]0,¢]). Pour tout x € [0,¢], on a
donc 0 < f(x) < x < ¢.Le segment [0, €] est donc stable. Cela garantit que la suite (#5,) est bien définie et a valeurs dans [0, €]. De plus, pour
tout neN, uy41 = f(un) < up. La suite est décroissante, a valeurs dans [0, €] donc converge vers ¢ € [0, €]. La limite vérifie ¢ = f(¢) donc ¢
est un point fixe de f dans [0, €] donc (i) est de limite nulle.

4. Ona

—>

1_
Flm@ - xlma = yl-a ((1 “AxO Ly o(xa_l)) “_ 1) x~0x1_“ ((1 —a)(~Ax® L4 o(xa_l))) e ) Axe

donc lin})f(x)l_“ —x7%=A@-1).
X—
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5. Si ug =0, tous les termes sont nuls et u; ~0 (sisi!). On suppose dans la suite que ug > 0. Puisque u;; — 0, on a alors

1 1
im ———=AMa-1)
n=+oo ua—l a-1
n+1 n
n-1
En notant vy, = ——7 - —L+ Y vpm o Premie tion d
n notan vn—ua_l ua_l,ona V=0 -7 - Premiére question donne
n+1 n k=0 227 Uy
1 1 1
lim —(ﬁ—ﬁ):““—”
n—+oo n un uO
. 1 1
donc lim 2 =A(a—1).0On afinalement u,, ~

n=+00 =l n—+00 (M@ - )@

6. Avec f(x) =sinx = x— d fracl6x® + o(x%) au voisinage de 0 (et par exemple [0, Z] qui est stable), ona A = %, a=3etuy et \/ % Avec
—+00

2
- — X 2 1 a= =1 i ~ 2
fX)=In(l+x)=x-5+o(xY)eta=1,a=2etA= 2'0n0bnem””n~+oon'

Exercice 2.24

1. On fixe n € N. Sila suite (15) n=n, était bornée alors la suite (1) 4en le serait aussi (il n'y a qu'un nombre fini de termes avant ng). On a
donc Uy, = +oo pour tout n € N et limsup uy = +oo.
2. la suite est bornée - ainsi Uy, et V; sont définis pour tout n € N.

(a) Puisque {uy, k= n+1} c{uy, k= n}, ona Uy41 < Uy. La suite (Uy) est donc décroissante. Elle est minorée par tout minorant de u. On

en déduit qu’elle converge. De méme (V) ;e est croissante et majorée donc converge.

(b) Avecles notations précédentes : soit N € N. Pour tout n = N, uy < v, < Vi < V. Ainsi Uy < V. Cela étant vrai pour tout N, I'existence

des limites donne limsup uy, < limsup vy,.

(c) Soit ¢ une valeur d’adhérence de la suite et ¥ une extractrice telle que 0 l—l»IPoo Uy (n) = . Soit N € N. Soit ng tel que w(ng) = N. Par
croissance de v, pour tout 1 = ng, on a ¢ (n) = N etainsi ty ) < Uy. On en déduit, lorsque n tend vers +oo que ¢ < Uy. On a donc,
pour tout N €N, ¢ < Uy donc ¢ <limsup u;. De méme pour I'autre inégalité.

Si limsup uy = liminf u;,, = ¢, alors la seule valeur d’adhérence de u est ¢. La suite étant bornée, elle converge vers son unique valeur
d’adhérence. Réciproquement, si nEIJIrlOO up =¢.0n se donne ¢ > 0. Il existe un entier ng tel que, pour tout n = ngy, uy < +¢.Onen

d

=

déduit que Uy, < ¢ + € et par décroissance de la suite U, sa limite est aussi inférieure a £ + €. On a donc limsup u;, < ¢ + € pour tout
&> 0donclimsup u, < ¢. Dela méme facon, liminf u;, = ¢. En combinant avec I'inégalité entre limsup etliminf, on en déduit qu’elles
sont toutes les deux égales a ¢.

il reste a montrer que a = limsup uy, est une valeur d’adhérence de la suite u et pour cela, on doit construire une extractrice v telle
que lim uy() = a. On va construire ¥, strictement croissante, telle que |uy ) — al < % (par exemple). On peut choisir ¢(0) = 0. On

—

(e

suppose avoir construit (0) <y (1) <... <y(n—1) avec |uyx) —al < % pour k allant de 1 a n—1. On note N = y(n — 1). Il existe
m>Ntelqueas<s Uy <a+ % Par définition de Uy, il existe k = m tel que uy = Uy, — % =a-— % On a également, puisque k = m,
UuprsUpm< a+%. On adonc construit un entier k = m > N =y (n—1) tel que |ug—al < % Onnotey(n) = ketonabieny(n) >w(n-1)
et |ty (n) — al < 1.

3.(a) Onam=gqgn+r.0Onadonc up, < ugn + ur. On montre par récurrence simple que uy, < ¢.uy. Cela donne le résultat.

(b

. u (U
On a par récurrence U, < m.uj donc =2 < u;. La suite (Wm

=

est majorée, ce qui suffit pour définir sa limite supérieure. On fixe
m meN*

n e N* et on reprend la division euclidienne de m par n: m=gn+r.Ona u,, < quy, + u,. Ainsi
Unm _ 4 Ur

—Uup+—
m m m

A

On note M = max(ug, Un+1,.--, Un—1). Ona m = gn donc % < % On a dong, pour tout m € N*,

Puisque hrE L+ — = 7 les résultats précédents (comparaison des limsup et égalité avec la limite en cas de convergence),
m—+oo n m n
. Um Un
donnent limsup 7t < St.
(c) On a donc montré que limsup qu était un minorant de la suite (%) On a donc limsup MW’" < liminf MW’” Sachant qu’on a 'autre
inégalité, on obtient I'égalité et la convergence.

(d) Laborne inférieure existe bien puisque la suite est a termes positifs. Pour tout m=1, ¢ < Um Soit £ > 0 et n1g € N* tel que —2 < ¢ +¢.
puisq p m 0 q 10

=

Avec le raisonnement précédent, pour tout m = 1, il existe r € [0; 19 — 1] et g, € Ntel que m= qmnp +r et

u u u
Um _ Gm Ung  Ur

m m nop m
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qm Ung

ﬁ uno . .
m gt tend vers —-> < ¢ + € donc il existe

On majore les termes uy, ..., ly,—1 par une constante M. La suite de terme général 0

un rang my a partir duquel les termes sont inférieurs a ¢ + 2¢. Ainsi

u
Ve>0,3mgeN,Ym=mg,{ < —= <0 +2¢.
m

. . . Um
On a bien prouvé que lim — =/.
m—+oco m

4. Notons @7, I'ensemble des chemins simples issus de (0,0) de longueur 7 + 1.
— Tout d’abord, I'ensemble des suites (xg, X1, ..., X») telles que xg = (0,0) et, pour k € {0,...,n—1}, xj.4 1 — X € {(1,0), (0,1)}, est une partie
de 7, de cardinal 2", tandis que le nombre total de n-chemins issus de (0,0) est égal 24", ona 2" < A, <4”
— Lapplication qui a x € 7,4, associe le couple (y, z) € o7y, x <y, ol

Vke[0,n],yr=xr, Vke[0,m],zp =Xk —Xn

est clairement bien définie et injective. Donc Aj;+m < Ap Ay etla suite (In(Ay)), est sous-additive. De plus, d’apres le premier point,

2< ln(# < 4. D’apres les parties précédentes, la suite [ln(#]n converge vers un certain y € [2,4].
In(A
— Enfin, on peut écrire, pour tout £ >y, lim (An) _ t=y—-1t<0,donc
n—+oo n

A
lim In(Ap)-nt= lim ln—,;l:—oo.
n—-+oo n—+oo  t

A
Par composition de limites avec '’exponentielle, on a lir}rl t—,'ll =0et A, = o(t"). On montre I'autre limite de la méme maniere.
n—+o00

Exercice 2.25

1. Soit g un nombre premier divisant py --- pp—1 + pn. Alors g < p1+--pn-1 + pn- De plus, g = py+1 puisqu’aucun des nombres premiers
p1,...,pn nedivise p1---pu—1+ pn. Onadonc
Pn+1 q P1-""Pn-17*Pn 1 1

< < <—+

prPn P1Pn Pl Pn Pn Pn-1

ce qui permet de conclure.

2. Notons pj,..., py la liste des nombres premiers strictement inférieurs a gy, (ici, on abrege k(n) en k). Ces entiers divisent tous n, donc
leur produit le divise aussi. Par conséquent, n = p; - - py.. En outre, g, = pj.41. Donc

an _ _Pk+1
noopreepk
Soit alors € > 0. 1l existe K tel que, si k > K, alors % <e. Il existe alors N tel que, sin= N, PI§l+1 <e. Pour ces valeurs de n, deux cas
se présentent. Ou bien k < K, et alors
dn _Prel _ Pke1 _,
n n n

ou bien k= K +1 et alors
qn _ Pk+1 _ _Pk+1 <e
n n p1-- Pk

ce qui donne le résultat attendu.
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