SOLUTIONS

CHAPITRE 3 - INTEGRALES GENERALISEES

Exercice 3.3
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Exercice 3.5

1 >— est définie

Le changement de variable proposé ne convient pas sur [0, 7], il faut changer I'intervalle d’intégration. La fonction f : x — ] -
+asin“x

/2

et continue sur R, elle est également paire et de période 7. Ainsi I = 2 f(x)dx. On peut exprimer sin® x assez facilement 2 I'aide de tan® x
0
: L2 2 22 tan’x : T 1
puisque sin“ x = cos” xtan“ x soit sin“ x = T+tanx si x € [0,7/2[. La fonction ¢ : t — arctan ¢ est une bijection de classe ¢ de [0, +oo[ sur
+tan“ x

[0, /2] et f est intégrable sur [0,77/2] donc sur [0, /2] ce qui permet d’effectuer le changement de variable dans l'intégrale

+00 1 1 +00 1
I = 2[ —Z—zdtzzf ——dt
0 “ 1+t 0 1+ (a+ 1)t
l1+a
1+ 72
2 +oo 1
S
a+1Jo tz _
a+1
. . 1 ¢ - 1 . . +oo T
En utilisant le fait que ¢ — 4 arctan ¢ est une primitive sur R de ¢ — P si a # 0 et que par conséquent, - dt=—sia>0,on
+a 0 t“+a
obtient
_ 2 nva+l w
Ta+l 2 Va+1
Exercice 3.6
Dans le cas ou f est intégrable sur [1,+oo[, la majoration % < |f(®)] si t = 1 permet de conclure. Sinon on revient a la définition de la
X +00
convergence. Appelons F la primitive de f sur [1,+oo[ qui s'annule en 1 : Vx € [1,+o0o[, on a F(x) = | f(#)d¢. La convergence de f fde

1
signifie, par définition, que F admet une limite finie en +oco. Pour tout x = 1, par intégration par parties sur [1, x] (les fonctions sont bien de classe

%! sur ce segment),
X f(t F(x) FQ1 X F(t
f f(a)dt: (a)_ ()+f ()dt
1t x 1 1 ta+1
De plus F est continue sur [1, +oco[ et admet une limite finie en +oco donc F est bornée sur [1,+oo[. Notons M un majorant de |F| sur [1, +ool.

F(x) F)|_ M F(1) o0 F(1)
xa ta+1 toc+1 . ta+1 ta+1

=0, et pour tout ¢t € [1,+o0[, on a Donc ¢ — dt est donc

v o . R .
convergente et finalement, f ft—adt admet une limite finie lorsque x tend vers +oo, ce qui signifie bien que f

1
+00 t +too F(t
deplus,f fLa)dtzf ( ).
1 t 1 tﬂiJrl

Ainsi lim
X—+00

est intégrable sur [1, +ool, 'intégrale f
1
400 f(l‘)

t_“ dt converge. On obtient,

Exercice 3.8

La fonction f est continue sur ]0, 1[. On étudie I'intégrabilité sur 10, 1/2] puis sur [1/2,1].
Ona f(x) ~ o IInxf= o 0 (1/v/x) (car v/l Inx|# tend vers 0 lorsque x tend vers 0, par croissances comparées si > 0, directement sinon), donc
X— X—

—1B
f estintégrable sur ]0,1/2]. De plus, |f(x)|x:1 l';_ Ha = a _;)a—ﬁ’

La fonction f est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si @ — § < 1.

donc f est donc intégrable sur [1/2, 1] si et seulement si @ — f < 1.
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Exercice 3.9

2
— Lafonction f est continue sur ]0,1[. On a f(x) ~ 0 % = —1, ainsi f est prolongeable par continuité en 0 et donc intégrable sur ]0,1/2].
x—0 x
Par ailleurs, f(x) ~ 1ln((l - x)1+x)=In0-x)+In(1+x) ~ 1ln(l —x). La fonction ¢ — In ¢ est intégrable sur ]0,1/2], donc par symétrie,
X— X—

[ estintégrable sur [1/2,1[. Donc f est intégrable sur ]0, 1[.
— Soit 0 < a < b < 1. En intégrant par parties, on obtient

1
—~In(1-x?)
X

b
f f)dx
a

b b
[
a a x(l—x )
In(1-b)+In(1+b) In(l-a?) [P 2
— _ + —f dx.
b a a 1=-x)0+x)

. 2 _ 1 1
Par ailleurs, o070 - T-x + donc

x ' 1+x

a

b 2
f I-00+x0 dx=In(1+b)-In(1+a) - (In(1-b)-In(1-a)).

On regroupe les termes qui ont une limite infinie :
b In(1-b
f fodx = (__n( ) +In(1-b)
a b

( In1+b) In(1-a®
+[- Y +

+In(l1+a)—-In(1+b)-In(1-a)

Orin(1-b)

_InQ-b) _ (b—-1)In(1-b)
- b
0 et b vers 1, on obtient

tend vers 0 par croissances comparées lorsque b tend vers 1. Finalement, en faisant tendre a vers

1
f f(x)dx=-In2+0+0—-In2-0=-2In2.
0

Exercice 3.10

2
1. — Soit f:x— ln(l%) Cette fonction est continue sur ]0, +oo[, de limite finie 1 en 0 (d’ou 'intégrabilité sur 10, 1]) et est négligeable
X

devant 1/x%/2 en +oo. La fonction est donc intégrable sur R* .

— Soit0<e<a.Ona

a In(1 + x2 “a a 2x
f fldx = In@+x) +f ——-dx
€ X e Je x(1+x%)
In(1+¢?) In(1+a®
= — + 2(arctan(a) — arctane)
€ a
L . . [T In(1+x%)
Par équivalent (en 0) et croissances comparées en +oo, on peut passer aux limites et obtenir f —2dx =7
0 X

2. Lapplication f est intégrable sur R} et ¢ : t — % est un ¢! -difféomorphisme de R} sur lui-méme. On obtient, via ce changement de

variable,

+00 In(1 + x2 0 1 +00 1

f n(—zx)dx=—f ln(1+—2)dt=[ In(1+ )de = 7.
0 X +00 r 0 t

Exercice 3.11

— La fonction f : ¢ — tzlnt - est définie et continue sur R}. D’une part, f(1) z~oln_2t donc f est intégrable sur ]0,1], d’autre part,
+a —va

f@ e 1;1—2t = P(Zroo (ts_llz) donc f est intégrable sur [1, +ool.

— On pourrait penser en premier a faire une intégration par parties, mais la nouvelle intégrale est aussi difficile a calculer. On pense alors a
un changement de variable. On le cherche de sorte que les bornes ne soient pas changées, et que le quotient reste sous la méme forme.
On effectue le changement ¢ = a®/u, possible puisque f est intégrable sur R} etu— a?®/u est une bijection R sur lui méme, de classe

%1. On obtient ) )
+00 0 +00 _
I:f Int df = In(a“/u) (—a—)du:f 2lna lnudu.
0 0

t2+a2 +00 a4 + 2 u2 612+u2
u2
Cela donne finalement
+© 2lna . 1 uld rwlna
21 = du=2lna lim |—arctan—| =——.
0 a®+u? A=+o0| a alo a
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Exercice 3.12
1

5.
+0o X X r
x>0.Pour x>0, F(x) = fde —f f()d¢, application x — f f(r)dt est de classe € sur R’ (c’estla primitive de f quis’annule
1 1 1

1. Soit f:t— %‘, elle est continue sur R} donc sur tout intervalle [x, +oo[ et | f ()| < Donc f estintégrable sur tout intervalle [x, +oo[ si
t

en 1). Donc F est de classe %! sur R de dérivée —f.
2. Onvaintégrer par parties afin d’augmenter le degré du dénominateur dans l'intégrale. Soit A> x >0,

Asint —cost )4 Acost
—-dr= 5 -2 3 dt,
x t t X X t
. cosx_ [T cost : : < >
ce qui donne, lorsque A tend vers +oo, F(x) = == — dz. On abien le premier terme demandé. Il reste a montrer que la nouvelle
X X t

intégrale estun O(1/ x%). La premiére idée consiste 2 écrire
+00 cos t +00
2[ 3 dt| < 2[
X t X
mais la majoration est trop forte. On doit réintégrer par parties comme précédemment,

+0 cos ¢ sinx T gin ¢
——dt=——+3 —4dt.
X X

= % ¢

cost
t3

+oo 2 1
dt$/ _Sdt:_Z
X t

+o00o 3 1
Le premier terme est un O(1/x3), le second aussi en majorant la valeur absolue de I'intégrale par f —dt=—.
X t X

3. On propose deux méthodes...

— On cherche d’abord a comprendre comment va apparaitre le In x. On sépare l'intégrale en 2 afin de ne pas conserver une difficulté en
+00 1

+o0 en écrivant F(x) = fde +f f(2)dz et on étudie cette seconde intégrale. On a f(¢) t~0% ett— % n’est pas intégrable sur

1 X -

1 1 1
f(£)dt se comporte comme f ;dt = —Inx. On évalue la différence :
X

Lisint 1 Lisint—t
— =) Tz )4
x \ ¢ t X t
sint—

Onnote g:t— t—zt pour tout ¢ €]0, 1] prolongée par continuité en 0 par 0. On note de nouveau g la fonction prolongée sur [0, 1],

10,1] et on s’attend donc a ce que f
X

1 1 1 o
sint
elle est continue sur [0, 1] ce qui implique que f g(1dt tend vers la constante f g(r)dt. Ainsi f — dt — (-Inx) tend vers une
X 0 x r
constante, et In x admet une limite —oo lorsque x tend vers 0 donc
Lsint
f _Zdt ~ —Ilnx
x t =0

+00
Puisque f(r)dt est constant et donc négligeable devant —In x en 0, on a le résultat souhaité.
1

— On utilise tout simplement les résultats sur I'intégration des relations de comparaison. Au voisinage de 0, on a % o % On ne peut
—

pas l'utiliser directement sur ]x, +oo]. On découpe en 1. L'équivalent précédent, la continuité et la positivité des fonctions sur ]0, 1] et
la non-intégrabilité de ¢ — % permet d’appliquer le théoreme, ce qui donne

1 gj 1
sint dat
_Zdt ~ f — =—Inx.
x x—0+tJx I
+00 gj
Puisque f ——dt est une constante, on a
1

t2
Lsint +00 sin ¢
F(x)=f —Zdl’+f _Zdt ~ —Inx.
x L 1 t

x—0%

4. La fonction F est continue sur 0, +oo[. On a F(x) ~0 —Inx et In est intégrable sur ]0,1] donc F également. De plus, |F(x)| = 0(1/x%) en
X—

+oo donc F est intégrable sur [1, +oo[. Finalement F est bien intégrable sur R . Le résultat le plus simple concernant F est la valeur de sa
dérivée. On imagine donc qu’on va intégrer par partie. Soit 0 < € < A,

A
f F(x)dx
£

A
XFOOIA - f <F ()dx
E

A

AF(A) —¢€F(¢g) +f

sinx
x—zdx
€ X

OreF(e) ~ —¢elne de limite nulle lorsque A tend vers +oo, AF(A) = %ﬁ +0(1/ A?) de limite nulle, ce qui donne en limite
&

+00 +00 gj
f F(x)dx = f smx dx
0 0 X
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Exercice 3.13

On cherche simplement a majorer |g|. Pour tout x € I, |g(x)| < max(| f(x)|,|h(x)|) et plus simplement, pour se débarrasser des valeurs absolues
(elles sont positives), |g(x)| < |f(x)| +|h(x)|. La fonction | f| + | k| est intégrable sur I, par comparaison g aussi.

Exercice 3.14

1. Lafonction f est décroissante donc admet une limite finie £ ou —oco en +oo. Dans le cas o1 la limite est infinie, on peut majorer f par —1,
d’ol1]a non-intégrabilité. Dans le cas d'une limite finie ¢ # 0, on a f(x) = £, non intégrable sur R*. En conclusion ¢ est nécessairement
X (o¢]

—

nulle (ce nest pas suffisant). On en déduit également que f est a valeurs positives.

X X x/2
2. Onécrit f fde= f fde— f f(r)dt. Puisque f est intégrable sur R*, chacune des deux intégrales a la méme limite finie lorsque
x/2 0 0

x tend vers +oo. Par différence, lim f fnde=o0.
X—+00 Jx/2

3. Par décroissante (et positivité de f),

X X
Osf f(x)dtsf fndz.
x/2 x/2

P
Orf fode = ff(x). par encadrement, on obtient lim xf(x)=0.
x/2 2 X—+00

Exercice 3.15

1. On alinégalité classique | f f"'| < % (If12 +1f""1?). Par hypothése, chacune des fonctions est intégrable, donc f f” aussi.

(a) Onintegre par parties pour faire apparaitre les termes demandés. Soit X > 0,
X / / 11X X 1"
fo fofmde=[fnf' 0] —fo ffwade.
X
Puisque f f" est intégrable, I'intégrale f ff"(t)dt admet une limite finie lorsque X tend vers +oo. Si f’? n’est pas intégrable sur R*,
0
la fonction étant positive, on a Xlim f' 2 = 4oo. Légalité précédente montre que f f tend vers +oo lorsque X tend vers +oo.
—+00

X
(b) On écrit simplement que 2 [ ff F= f2 (X) - f2 (0), ce qui donne le résultat.
0

() Si f2 tend vers +oo, elle ne peut pas étre intégrable sur R*. On obtient une contradiction. Uhypothése de non-intégrabilité de f'2 est
donc impossible.

2. Onreprend la premiére intégration par parties. Elle donne alors

X X
f Rwde=FeOf'(X) —f ' wde.
0 0

On en déduit notamment I'existence d’une limite finie pour f f’(X) en +oo (les deux intégrales convergent). Si cette limite est non nulle,
la question 3 redonne une limite infinie pour f2 et de nouveau la non-intégrabilité. Ainsi f ' tend vers 0 en +oo. On obtient ainsi

+00 +00
fo f?mdr= —fo "t

X
On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur f ff" (t)dt, on passe alalimite X — +oo0, ce qui donne une inégalité de Cauchy-Schwarz
0

+00 2 +00 +00
U ffnde sf fz(t)dt.f " (ndt.
0 0 0

On peut alors terminer avec ce résultat.

Exercice 3.16

1. Si x > 0, alors ax < bx. Puisque f est décroissante, on en déduit que g est positive sur R} . Elle est bien évidemment continue sur cet
intervalle. Pour justifier I'intégabilité, il suffit de prouver la convergence de I'intégrale sur ]0, +oo[. Soit0 <& < A. On a

fA flan-fw» - _ fA flax) dx—fA fox)
£ X B £ X € X

_ faA mdx—fbA mdx
b X

ae X 3
bA be
= f _f(x) dx— _f(x) dx.
aA X ag X
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On s’intéresse aux deux nouvelles intégrales. Par encadrement, on a (f est décroissante),
bA f(hA bA bA A
f de < f @dx < f mdx
aA X aA X aA X
c’est-a-dire oA
bA f(x) bA
bA)In — < —dx< A)ln—.
It )naA LA X x<fla )naA

bA
X
Par encadrement, on en déduit I'existence de la limite lim md
A—+o0oJagA X
b

a.

b . .
x =¢In—. On opére de méme avec I'autre intégrale, ce qui donne
a

une limite f(0)In . Finalement

f+°° f(ax)—f(bx)d
0

b
x=¢-f(0)In—.
x a
2. Lafonction f: x — —arctan x est décroissante mais négative, ce qui n’est finalement pas contrariant car on n’a jamais utilisé le signe de

f, seulement 'existence d’une limite finie en +oco (on peut sinon considérer x — % —arctan x). On peut donc écrire I'intégrale demandée

+o0o _
sous la forme f w
0

la fonction croissante x — arctan x.

dx. La valeur est % In3. On peut refaire le méme type de calculs sur ce cas particulier, ou les refaire avec

3. On peutrefaire le méme type de calculs pour prouver la convergence de l'intégrale (pas I'intégrabilité cette fois puisque le signe n’est plus
fixe). Lencadrement utilisé a la fin de fonctionne plus. On utilise la continuité en 0 ou la limite en +oo. On traite le cas de +oo. Soit £’ > 0,
il existe B > 0 tel que, pour u > B, | f(u) — £| < €. Alors, pour aA > B (i.e. pour A> B/a), on a (car si x € [aA, bA], alors x > B)

bA bA bA —
f mdx—f fdx‘s[ dese’.lng.

aA X aA X aA X

bA bA
On en déduit que Alim (f &dx—f {

bA p b
dx) = 0. Puisque f —dx = £.In —, on retrouve la limite. On conclut avec le méme
—+oo\JaA X aA X X a

aA
résultat.

X
4. C’estune version déguisée de |'exercice précédent : on pose F(x) = — f f(w)du. On se retrouve dans la situation de la premiére question

F( ) _ F(Z ) +00 +o00 .
avec g(x) = % Cela donne l'intégrabilité de g sur [R’fr et fo gx)dx = ( fo f (t)dt) In2. Evidemment, la question était seule.

On doit donc refaire le méme style de calculs (tant qu’a faire directement sans le signe — dans F).

Exercice 3.17

Onnote f(f) =In (1 + mt_r(}t) La fonction est continue sur ]0, +oo[. On va utiliser les résultats suivants (voir ou adapter le cours) :

— Slt—%t est intégrable sur [1, +oo[ si et seulement si a > 1,

+tgin t . .
- [ d? converge si et seulement si a > 0.
1

1. Btudesur]0,1]:ona SIBL L _l-a
10,1] t* o t?

— sia=1,lafonction f se prolonge par continuité en 0 (par la valeur In2) et f est intégrable sur 0, 1],

— sia<1,ona f(¢) tend vers 0 en 0 et f est intégrable sur 10, 1],

— sia>1,onaln(l+ %) [~01n(t1_“) =(1-a)lnt= 0(%) et f estintégrable sur]0,1].

2. Etude sur [1,+oo[ :

— Onalf(1)] My % et les deux fonctions sont intégrables sur [1, +oo[ si et seulement si a > 1.
—+00
— Sion s’intéresse a la convergence de I'intégrale. On effectue un développement asymptotique :

f(t):t_a —a |

t

sint sin?t sin ¢
———  +0
21°4

+ .
o _ sin® ¢
2 t2a

. t +0o
On note g(#) = f(1) — %r}lt. Lintégrale dt converge. Puisque g(?) " < 0, I'intégrale fl g(1)dt converge si et

—+00
seulement si g est intégrable sur [1, +oo[ donc si et seulement si2a>1oua>1/2.

ta

Exercice 3.18

On commence par écrire, pour x,y € R,
+00

f@-fn= f (@) (cos(xt) —cos(yt)) dt.
—00

Par I'inégalité des accroissements finis, on peut majorer |cos(xt) —cos( yt)| < |xt — ytl|, mais ¢ peut étre grand et on ne sait pas si t — £f(¢) est

année 2025/2026



SOLUTIONS

+00 A
intégrable. On va découper I'intégrale et « éliminer » les extrémités. Soit € > 0. Il existe A > 0 tel que f |f(®)|dt < €, ainsi que f If(Dldt<e
A —00

(Par définition de I'intégrabilité, il existe A tel que f | f] soit égal al'intégrale sur R a € prées. On a alors, en découpant en plusieurs morceaux,
AA]

)

(4 aux extrémités et le morceaux central), et en majorant | cos| par 1,
A
1f)=fl sz [tf(D]lx— yldt +4e.

A
On note K = f [tf(#)dt. Des que [x— y| < ﬁ, onalf(x)—- f(y)| <5¢.On a prouvé la continuité uniforme sur R.
A

Exercice 3.19

1. On suppose que f est décroissante sur ]0, 1]. On encadre les termes par comparaison a une intégrale. Pour tout k€ [1;n—1], on a
k+1

o 1 (k
f% fode< Zf(ﬁ)’

ce qui donne, en sommant

1 n-1
f% fnde< ! k;f(%)

n

k
De méme, en sommant, pour k € [1; n]],%f(%) < fk: f(ndt, on obtient
S

1 & (k 1
=3 f(—)sf fadz.
M= \nJ Jo

On obtient finalement '’encadrement

1 1 1 2 k 1
f; f(t)dt+;f(l)s;kglf(z)</(; f(ode.

n

Puisque f est intégrable, lorsque 7 tend vers +oo, on a la limite par encadrement.

n
. L. | k
2. On note uy le logarithme de ce terme. Il vaut, en écrivant in = H -,
g
1 n
up=—>y In=
niz,on

On se retrouve dans la situation précédente avec la fonction logarithme. Elle est bien décroissante et intégrable sur ]0,1]. On a alors

1

1
lim uy, :f Intdt=[tlnt— t](l) = —1. Lalimite cherchée vaut 3.
0

n—-+oo
5 , , o . - Lot N \
3. Pour les mémes raisons que dans la question précédente, on obtient comme limite exp Insin Edt qui vaut également, apres change-
0

/2
ment de variable linéaire exp (% f Insin td t) (on doit montrer que la fonction est bien décroissante et intégrable). Il reste la seconde
0

méthode de calcul... c’est une autre histoire puisqu’il faut effectivement calculer le produit des sinus. Le moyen le plus simple est de
considérer le polynéme

X"-1 n-1 ik
P= =1+ X+ X" = ] (x - e2iknin),
k=1
: : n-l kn n
de I'évaluer en 1 et de faire apparaitre les sinus en factorisant 1 — e2:K™/" par ¢'%7/"_On trouve finalement I1 Sin(z—) = —— et
k=1 njo 2

1 2 /2 /2 T
lim wuy = —.Celadonne ﬁf Insintdt =—-In2 etf Insintdt = —-—1n2.
n—+oo 2 0 0 2

Exercice 3.20

1. Tout est basé sur un développement asymptotique de la fonction (f est continue sur [1, +oo[) :

f(t)=\/I—Cost—\/_z\/—t((l_cotst)l/z_l):_COSt O( 1 )

4 i
2\/; [3/2

On note fi (1) = —CZO—\;{ et fo = f — f1. La fonction f, est intégrable sur [1,+oo[, donc f 'est si et seulement si f] 1'est. Ce n’est pas le cas

(voir cours ou autres exercices). En revanche I'intégrale de fj sur [1,+oo[ est convergente (par intégration par parties), donc l'intégrale
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+00

f()dzTest également.

2. Ona f(1) 3 @ et|f(D)] 3 EO—;{I. On va utiliser le théoreme de sommation des équivalents : les fonctions |f| et | f1| sont non
o0 —+00

x X |cost|
fHldt ~ f dt.
[ g [T

intégrables et équivalentes en +oco donc

L , . . * |cost|
Pour trouver un équivalent, on se contente d’obtenir celui de dt.
12 2Vt
X
— méthode 1 : on note G(x) = f |cos f|dt. si —% +nTr<x< % +nm, ona G(—% +nm) < G(x) < G(% + n). Par encadrement, il suffit
/2

n/2+nm 2
d’avoir un équivalent de G(x) lorsque x = % + nz. Un calcul simple donne f |costldt =2n~—xsix= % + nm. On en déduit
/2 4

par encadrement que G(x) ~ %x. On integre par parties :
X—+00

fx |cost|dt_G(x) lfx G(1)
12 t3/2 '

= —+ -
w12 2Vt 2V/x 4
Vx G(1) 1

. L 5 VX o
Le premier terme est équivalent a ~=. Pour la seconde intégrale, on a ~ .
P q d & 41312 t—+o0 21\t

Le théoreme de sommation des équivalents

X 2
donne un équivalent en # Finalement, f If(lde ~ =vx.
/2 X—=+00 T

—+

n/2+nnw | cos £

— méthode 2 : on commence par un équivalent de f dr en sommant sur les différentes arches qui apparaissent. On dé-

/2 2Vt
coupe
[”/2+””|C08t| n=l en/2+(k+D7 | cos 1| noenl2 | cost
= dt= f t= f —dt.
n
/2 2Vt k=0Ym/2+kmn 2Vt k=1Y-722Vt+kn

Par encadrement du dénominateur, on obtient

™2 |cost] 1 (72 1
—_— ~ — cos()dt = —.
-nl22Vt+kn k—=+oo2Vikm J-ni2 2% 4
Enfin par sommation des équivalents sur les séries, et puisque

i 1 "dt
=1 \/%n—>+oo 1 t n—+oo

on trouve finalement
I 2
~ —vn ~ —vnn
" p— oo N n—+oo 1 n—+oogm \ 2

x 2
Pour x quelconque, on 'encadre en % +nr<x< % + (n+ 1), on utilise I'équivalent précédent et on trouve f Ifolde ~ = V.
1 X—+00 T

—+
Exercice 3.21

+00
Oeth |f(0)|de.

—00

Exercice 3.22

2
1. D’abord f est bien définie sur R puisque 0 < e™* 12<e%I2 pour tout x = 1. Soit x € R}.. On intégre par parties :

2
t
2 _ 2 2 2
+oo _ % +oo _to” 2 1 ) +oo +00 e—t /2 e X /2 +00 e—l’ /2
f e 2dt:f ——dt=|-=e2 —f s—di= —f s—di
x x =t x x t X x t
le calcul étant justifié par I'existence de la limite du terme entre crochets. Ainsi
2
1 2 +o0 o= 1712
f(x):__eX/zf ——dr<—
X X t X
2. Lafonction f est dérivable et
R e 22 g2
VxelRi,f(x):erf e 2dt-eZ2e 2 =xf(x)-1
X
2 — . N - .
Posons g: xeR— %“, qui est elle-méme dérivable, et remarquons que g’ (x) > xg(x) — 1 pour tout x € R. Fixons en effet x € R et

calculons
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X

1 1
2Vva 2 2(Virara

_1x+\/x2+4 2x 1
2 Vx2+4  VxP+a+x 2

car |x| = V x2 < V/ x2 + 4. Par suite, en posant h = g — f, on trouve

gx)—xgx)+1=

VxeR, k' (x) > xh(x)

On écrit cela sous forme d’'une équation différentielle. En notant u(x) = h'(x) — xh(x) pour x € Ry, on a k' (x) — xh(x) = u(x). On résout
cette équation différentielle par la méthode de variation de la constante, ce qui donne

5 b X X 9
h(x)zCex2/2+ex2/2f u(l‘)(«:ftzlzdl‘zexz/2 (C+f u(t)eftzlzdt).
0 0
Linégalité de la premiére question donne lim f(x) =0 et on vérifie facilement que lim g(x) =0.0Onendéduitque lim h(x) =0.0n
X—+00 X—+00 X—+00

2 +oo 2
en déduit que . lirP h(x)e~* /% = 0 et finalement C + f u(e " ’2dr=0 (avecla convergence de l'intégrale). En reportant, on obtient
—¥oo 0

2 +oo 2
Vx20,h(x)=—€* /Zf u®ye F12dr
X

Puisque u est strictement positive sur R’ , k < 0 sur cet intervalle.

. Nous reprenons l'intégration par parties de la question a) en la repoussant plus loin. Considérons plus généralement un entier naturel
~12]

n : 1a fonction t — € -5~ est intégrable au voisinage de +oo car continue par morceaux et dominée par 7 — e 12 ay voisinage de +oo.
Ensuite !
o0 =112 o112 +oo +00 p= 1212
fx —zdi= |- —(2n+1)fx —r
e—x2/2 +oo e—t2/2
= W—(2n+1)fx iz df
—12/2 —12/2

De plus, comme ¢ — ‘;2 —+7 est négligeable devant 1 — ¢ 20 au voisinage de +oo, laquelle est positive et intégrable en +oo, on trouve

+oo e—tz/z +oo e—t2/2
f ﬁdt:() f Tdt quand x — +oo
X " X "

et 'intégration par parties précédente assure donc que

d

_ 2 .2
f+m e t°/2 , e x“/2
X t2n x2n+1

Pour conclure, il suffit de dérouler la formule précédente pour obtenir

1 1 3 5
VX>O, f(x):—__+_5_lsex/2f
X x Y

X3

et par ailleurs

quand x — +o00

_ 2
+00 o t°/2
6

dt
t

-12/2

2/, Y0 et 1 1

e’”zf —Gdt=—7+0(—) quand x — +o0o
X

¢ x x’
Ainsi
£ 1 1+3 15+ (1) d N
X)=——-—S+——-—+0|— quand x — +oo
x B x5 K x’

Exercice 3.23

X —
Sion note, pour x = 1, F(x) =f M
1 [

+00. On suppose que la limite est finie. Soient a et b deux entiers tels que b > a = 0. On a

dt, alors F est positive, strictement croissante et admet soit une limite finie en +oo soit une limite
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b - b-1 p1 _
F(b)—F(a):f JO-farb, etk = fleek+D)
a

f e fx+k)
1b-1 _
?f flx+k) f(x+k+1)dx
0 =, fx+a)
1 _ 1
_ [ fa+a f(x+b)dx=f 1—f(x+b)dx.
0 fx+a) 0 fx+a)
fx+b) _ f(b) P~ fx+D) _f®
Or, pour tout x € [0, 1], e+ a sm.CeladonneL de; _f(a+1)'
*0 fx) - flx+1)

Puisque F admet une limite finie en +oo, il existe un entier a > 1 tel que f

a f(x)

dx < z On fixe cet entier a. Pour tout b > a, on a

b — + —
R TP L R (R TP
a fx) a f(x) 2
b - 1
On a également f de =1- J(b) de limite 1 lorsque b tend vers +oo. Cela donne une contradiction et ainsi lim F(x) = +oo.
a f(x) fla+1) X—+00
Exercice 3.24

1. Comme g est la primitive de — f qui tend vers 0 en +oo, on réalise une intégration par parties : pour tout x € R,
X P
f g(ndt=xg(x) +f tf(nde
0 0

+00
Sil'intégrale f tf(t)dt converge, alors
0

+o00 +oo
0<xg(x)=x f(t)dtsf tf(dr — 0
x X—+00

X

+00

+00 +00o
Finalement[ g(1)dt converge avec I'égalité f g(ndr= f tf(nde.
0 0 0

+00 X
Réciproquement si f g(1)dt converge, alors comme g est décroissante et positive, on a0 < %g(x) < f g(nde o 0 et on conclut
x/2 —*oo

+00 +00 +00 _
comme ci-dessus que f tf(t)dt converge. Finalement, f g= f xf(x)dx dans R
0 0 0

X
2. Comme f est continue et positive, x — f f(1)dt est croissante et continue sur R4, valant 0 en 0 et tendant vers 1 en 'infini. Par théoréme
0

m 1
des valeurs intermédiaires, on dispose donc d’'un m € R} tel que f fdx = > Par I'absurde, si on disposait de m < m’ vérifiant tous
0
!

m
deux cette propriété, f f =0et ( f étant continue et positive) f serait nécessairement nulle sur [m, m']. Comme elle est décroissante
m
et positive, elle serait nulle sur [m, +oo[ et on aurait alors f f=1/2.0n a donc bien I'unicité de m.
R+
3. Comme g’ = —f est croissante, g est convexe. Elle est donc au-dessus de sa tangente en m : pour tout x € Ry, g(x) = g(m) +g’(m)(x— m) =

% — f(m)(x - m). On integre cette inégalité sur [0,2m] et on obtient :

+00 +00 2m 2m (1
f xf(x)dx:[ g= g(x)dx?f (——f(m)(x—m) dx=m
0 0 i 0 2

Exercice 3.25

sin(v7)
7

1. Lafonction f: t— est continue sur 0, +oo[. On a f () o % donc f est intégrable sur ]0,1]. Pour x > 1, avec le changement de

variable t = u?,

. t ﬁ .
dintfsm(t\/_)dtzzf S“;”du
1

+oo sinu +00
du, on ala convergence de f(©)dt. Finalement f
1 0

+00 gin(v/1)

et par convergence de f dt est convergente.
1

n+lsin(ve) |

2. Onva comparerf a %’;/_n) Avec F une primitive de f sur [1,+oo[, on a

n t
n+1

F(n+1)=F(n)+(n+1—1)f(n)+f (n+1—t)f’(t)dt

n
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n+1
ce qui donne sf |f'()dt. On a, pour tout ¢ = 1,
n

n+1
f fde-fn)
n

cos(vV) sin(vV1) _ o ( 1 )

!
(n= - = —-
f 20Vt 2 f—+00

B2

n+1 n+1
Finalement f’ est intégrable sur [1, +ool, la série Z f If'| converge et Z f(@®dt - f(n) converge absolument. Puisque
n n

n+

N 1 N+1 N
3 fnde- f(n) :f fnde= Y f(n)
n=1 1 n=1

n

N

on en déduit I'existence d’une limite finie pour Z f(n) donc la convergence de la série.
n=1
3. — C’estle méme principe. On pose g(t) = &\/_;/;, G une primitive de f sur [1,+oo[. On a

—31/2 ) (le calcul se fait bien). Cela permet d’écrire

etg" (1) =, 0 (t

—+00

n+l 1 1 [nt+l cosvn 1sinvn 1
G(n+1)-Gn) = ndr=gn) +-g' +—f +1-n2g"(wdr= - + (—)
(n+1) -G fn ginde=gm+7gm+7 . (n )7g (@) N 0 312
On en déduit a nouveau que Z CO\S/\_/E et de méme nature que
n
n t
cos(v) dr=12 sin(\/—t)]il =2sin(v/n) —-2sinl
1 Vi
et cette suite n'a pas de limite en +oo. La série ) CO\S/L/E diverge.
n

— On peut proposer une seconde méthode qui i’ utilise pas la premiere question : on regarde les indices pour lesquels cos(y/n) = % C’est

le cas lorsque 2km — % <Vn<2knm+ % c’est-a-dire lorsque a} = 2kw - %)2 sn< (2km+ %)2 = By (ol k € N¥). Cela fait un bloc de

taille 2km + %)2 - km— %)2 donc environ %knz. La somme des termes dans ce bloc est supérieur au nombre de terme fois le plus

1 s
7 minoree

petit, le dernier. Cela donne une tranche minorée par (il faut I’écrire plus proprement mais 'idée est 1a) % x %kﬂ2 x
2km+ —
3

Br cosvk

par une constante K > 0. On a alors Z
n=aj

= K alors que cette somme devrait tendre vers 0 s'il y avait convergence.

Exercice 3.26

nmn e
Par positivité de la fonction intégrée, I'intégrale est de méme nature que la suite ( f de) , elle-méme de méme nature que
0 e “+e F|sinx| J,en
(n+1)7 e* (n+1)7 1
la série de terme général u;, = f de. On peut alors majorer le terme général uj, = f de par
nm e " +e”"|sinx| nm e +e”|sinx|
(n+D)m 1 b4 1 4 1
Un sf dxzf dxze_n”f — dx
nn e 2T oBT gin x| 0 e 2+l L N gin x 0 e BT L giny
T dx .
On calcule J(a) = ————— avec le changement de variable u = tan(x/2) et a €]0,1[ :
a+sinx
J@ f+°° 1 2 d 2f+°° du 2f+°° du
a) = —_— au = - —_—_— = — —_—_—
2u 2 2 1 1
0 gy 1+u alo 2iZysr M0 e e1- =
1+u? a a a®

Puisque 1 - Lz <0, onnote prend §>0telque 1 - Lz = —B2. On décompose la fraction rationnelle :
a a

2 1 1 1
X+1lla+P)(X+1la-p) B X+1/a—ﬁ_X+1/a+ﬁ)
si bien que
_ +00
](a):i[ln‘)“_l/a p :L ‘1/a+ﬁ :i ‘14—&[3
ap X+1/a+plly aB |l/a-B| aBf |1-apf
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avec af = V1 - a2 avec a = e~ 377 de limite nulle. On a donc

1 1+V1-a2 1 (1+V1-a?)?
J(a) = In = In 5 ~ =2lna
1-a2 [1-V1-a?| V1-a? a a—0

Finalement u;, < v, ol vy, = 3(3n+2)me "7, La série est convergente et I'intégrale demandée également.
n—+oo
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