SOLUTIONS

CHAPITRE 6 - ALGEBRE LINEAIRE

Exercice 6.1

1. Soit0 = ej +e2 +...+ e, une décomposition dans la somme i E;. C’est aussi une décomposition de 0 dans la somme directe iéjal F;. Ainsi,
pour tout i € [1;n], e; =0. o

2. Onchoisit j € [1; n]. par hypothése Ej < Fj. On prouve I'inclusion contraire. Soit x € F;. Puisque x € E, il se décompose en x = x1 +...+Xp
avec x; € E;. Or cette décomposition est également une décomposition de x dans la somme directe '51 F;. Dans cette somme directe x se
décompose égalementen x =0+...+0+x+0+...+0 (ol x est en position j, dans F;). Par unicité dell_a décomposition,ona x; =0sii # j
et xj = x. Par construction x; € E;.

Exercice 6.2

Soit x€ G.Ona x € F+ Gdonc x € F+ H. On peut le décomposeren x = f+ havec f € Fet he H, donc h € G. Ainsi f = x— h est aussi dans G.
Celadonne f € FNG < Fn H. On obtient alors f € H. Finalement x= f + h € H.

Exercice 6.3

— Puisque Cc B,ona A+CcB+C.
— On prouve l'inclusion inverse. Soit x € A+ B. Il existe a€ Aet b€ B tel que x = a+ b. Puisque b € B=(AnB) & C, il se décompose en
b=a+couaec AnB,dola€ A.Ainsi x=a+a+ce A+ C.Onalinclusion inverse. Finalement A+ C = A+ B.
— On prouve que la somme est directe. On sait que (ANB)NC=1{0} =ANBNC.OrCc B,donc BNC=C.Ainsi AnNBNC=AnC={0}.
Finalement Ae C = A+ B.

Exercice 6.4

On montre facilement que F est 'ensemble des multiples du polyndéme X (X —1)(X —2) de degré inférieur ou égal a 3, donc I'ensemble {1 X (X —
1)(X -2),A € R}. De méme G = {A(X - 1)(X -2)(X -3),1 € R}. H est!’ensemble des polynémes pairs. La relation P(X) = P(-X) donne P sous la
forme P = a+ bX?2. Finalement F et G sont de dimension 1, et H de dimension 2.

1. La somme F + G est directe : si un polynéme est dans l'intersection, il admet 4 racines en étant de degré au plus 3. Ce polynome est
donc nul. On note K = {P € E,P(1) = P(2) = 0}. Il est immédiat que F et G sont des sous-espaces de K, ce qui donne F & G c K. Pour
I'inclusion réciproque, on peut le faire par dimension : K = {(aX + b)(X - 1)(X - 2),(a,b) € R%} = Vect(X - D(X -2), X(X - 1)(X - 2)},
ce qui donne dimK = 2. Puisque dim(F & G = dim F + dim G = 2, on obtient I’égalité. On peut aussi considérer un polynéme de K, P =
(aX +b)(X -1)(X —2) estle décomposer en

P=AXX-DX-2)+puX-DX-2)(X-3)=X-DX-2)(A+wX -3,

qui est réalisé pour u=—-b/3etA=a+b/3.

2. On montre que la somme est directe : un élément de I'intersection s’annule en 1, en 2, et, par parité, en —1 et —2. [l admet 4 racines et est
nul. Par des considérations de dimension, on obtient bien dim F @ G & H =4 = dim E, ce qui donne I'égalité des espaces.
Exercice 6.5
Soit u € FN G. D’'une part, il existe A, p e R tels que u = A(1,-1,1,1) + u(0, 1,2,3), c’est-a-dire
u=MWN-1+uA+2u,1+3u),

et d’autre part ce vecteur est dans F, soit
M +(A+w+A+2W)+A+3w) =0=21+64.

Ainsi, u=1A(1,-1,1,1) + u(0,1,2,3) € G est également dans F si, et seulement si, A = —3u. On en déduit que

FNG = {-3u(,-1,1,1)+u(0,1,2,3),uc R}
{u(-3,4,-1,0), u € R} = Vect((-3,4,-1,0)).

Pour déterminer F + G, on sait que dim(F + G) = dimF + dim G —dim(F N G) =3+2 -1 =4 (F est un hyperplan, donc est de dimension 3, et la
famille donnée pour définir G est bien entendu génératrice, mais également libre). Ainsi F + G = R%.

Exercice 6.6

1. Le polynome nul est dedans, et la statiblité par combinaisons linéaires se fait facilement

2. P estdans H si et seulement si il existe Q € R[X] tel que P = (X — D2Qet deg P < n. Cela est équivalenta P = (X — 1)2Q avec Q € R,,—2[X].
On a comme bases possibles ((X — l)sz)ke [0;n—2] OU (X- l)k),C€ [2:1] (en fait (X — 1)2 fois n’'importe quelle base de R,,_2[X]). Ces bases
comportent toutes n — 1 éléments doncdimH=n—1.
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Exercice 6.7

1. non vide et stable par combinaison linéaire.

2. deux méthodes:
— On montre facilement que la somme est directe. Par analyse syntheése : si f € E, alors

f=(f01f(t)dt)~lma+ f—(folf(l’)dt).l[gg)

est'unique décomposition de f dans F & G.
1
— l'application f — f f(2) est une forme linéaire non nulle sur E. On a F = ker f et f(1Ig) =1 # 0 donc 1g ¢ F et Vect(1lg) est un
0

supplémentaire de F.
Exercice 6.8

n
1. On considére une relation »_ A;f; = 0. On suppose qu'elle n'est pas triviale, et note k I'indice maximal tel que 1; # 0 (on a Ay # 0 et
i=1
Aks1 = -.- = An = 0). On va montrer une contradiction. On utilise le comportement en +oco. La derniére fonction est celle qui domine
toutes les autres. Pour tout x € R, on a
A1e%1F + Ape®2 4+ /lkeakx =0,

QX

et, en divisant par e“¥* on obtient, pour tout x € R,

Ale(al_ak)x +Aze(a2—ak)x +...+7Lk_1e(ak’1_ak)x + A5 =0.

Lorsque x tend vers +oo, il reste A = 0 (puisque a; — @} <0 si i < k). Cela contredit la maximalité de k. Il n'y a donc pas de scalaire non
nul dans la somme. La famille est libre.

2. On peut le démontrer par récurrence sur le nombre d’éléments de la famille. On note &?(n) la proposition « pour toute famille de réels
0<ay <az<-—-<ap,lesfonctions f; sontlinéairement indépendantes ». La proposition est vérifiée pour au rang 1. Soit n € N* tel que

Z(n). On consideére une famille de fonctions fy ; an+1éléments (ordonnés comme au dessus). On considére une combinaison linéaire
n+1 n+l 2

Z A fa; =0.On dérive cette relation deux fois, ce qui donne la nouvelle relation — Z Aia; fa; = 0. On ajoute a cette relation la premiere
i=1 i=1

. c iz 2
relation multipliée par a5, ;. [l reste

n
2
> (Mtan., —ah) fi=0
i=1
Lhypotheése au rang n donne, pour tout i € [1; 1], A; (acZJrl - a?) =0, et, puisque “Zﬂ - alz. #0, A; =0. On repart de la premiere relation
dans laquelle reste 1,41 fa,,; = 0. Le dernier scalaire est également nul. La propriété &7 (n + 1) est vérifiée. Par récurrence le résultat est
démontré.

n
3. On part d’une relation Z Ai fa; = 0. Onregarde au voisinage d’un point a;. En ce pointla somme est nulle donc dérivable. Sile coefficient
i=1
A; est non nul, la somme n’est pas dérivable en a; d’ot1 une contradiction (les autres termes sont localement ¢’ au voisinage de a; - on
retire les valeurs absolues).

Exercice 6.9

Dans le cours

Exercice 6.10

On calcule f(Xk) ('application est bien entendu linéaire). On a f(1) = f(X) =0, f(X%) =2 et f(Xk) =k(k-1)X*"2+... si k= 2. On voit déja que
R, [X] c ker f et dimker f = 2. On a également Im f qui contient f(X?),..., f(X™), ce qui donne une famille de polynémes de degré allant de 0 2
n—2.0n en déduit que R;,_2[X] cIm f etrg f = n— 1. Par le théoréme du rang, les dimensions ne peuvent pas étre supérieures. En conclusion
Im f=Ry,_2[X] etker f =Ry [X].

Exercice 6.11

1. Ons’intéresse a I'application linéaire g = figy € £ (H,F).Onalm g = f(H) etkerg = {x € H, f(x) = 0} = ker f n H. On applique la formule
duranga g, ce qui donne
dim H = dim f(H) + dim(ker f n H).
On a obtenu la relation.
2. On applique la relation précédente avec H = f~1(K). Puisque 0 € K, on aker f = f~1({0}) < f~1(K), si bien que ker f n f~1(K) = ker f. On
ay € f(H) sietseulement s'il existe x € f~1(K) tel que y = f(x). Or x € f~1(K) est équivalent & f(x) = y € K. Ainsi y € f(H) si et seulement
siyelm f et y € K, soit y€ KnIm f. On obtient la relation en remplacant.
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Exercice 6.12

Le théoréme du rang nous donne que dimF + dim G = dim E lorsque F existe. C’est donc une condition nécessaire. Supposons que dim F +
dimG = dimE. On va construire f sur une base de E. Soit (ey,...,ep) une base de F, complétée par (ep+1,...,e,) pour donner une base de
E. Puisque dim G = n — p, on peut considérer fy.1,..., fn des vecteurs formant une base de G. Considérons I'application linéaire f qui envoie
ey,...,ep sur 0 et f(e;) = f; lorsque i = p+1,...,n. Limage de f est engendrée par I'image d’'une base de E, et 'image de la base ey, ..., e, est
fp+1,--+, fn- AinsiIm f = G. Si on note H = Vect(ep+1,...,en), larestriction de f de H vers G est un automorphisme. Ainsi rg f = n— p. Puisque
dimker f = p avec F c ker f, on a finalement ker f de dimension p, égala F.

Exercice 6.13

1. Puisque rg u = 1, il existe v # 0, tel que Im u = Vect(v). Pour tout x € E, u(x) est colinéaire a v et il existe un ungiue scalaire 1 tel que
u(x) = Ax.v. Onnote ¢ : x — Ay. Il reste a montrer que I'application ¢ de E dans K est linéaire. Soit x, yA € E x E x K. On a

u(x+Ay) =px+Ay)v=ul) +Auy) = (@) +Ap()) v.
Puisque v #0,0ona @(x+ Ay) = @(x) + Ap(y).

)n—l

2. Pour x € E, u2(x) = u(u(x)) = u(p(x)v) = () u(v) = Px)e()v = @(v)u(x). On montre par récurrence que u"*(x) = (¢(v) u(x)sin=1,

soit u™ = (p(v)" u.
Exercice 6.14

Considérons ¢ la restriction de f aker(go f):
| ker(gef) — F
v x - fx)

C’est possible puisque ker(g o f) est un sous-espace vectoriel de E. On étudie image et noyau :
xekergp & xeker(goflet f(x) =0 f(x)=0et(gof)(x)=0,

puisque la premiere condition entraine la seconde, on a ker¢ = ker f. Soit y dans 'image de ¢ : il existe x € ker(go f) tel que y = f(x). On a
notamment g(y) = (go f)(x) =0, d’ou1 y € kerg. Ainsi Im ¢ c ker g, et dimIm ¢ < dimker g. On écrit le théoréme du rang pour ¢ :

dimker(go f) = dimker¢ + dimIm ¢ < dimker f + dimker g.

Exercice 6.15

Si Im u = Vect(x) et Im v = Vect(y) alors Im (u + v) < Vect(x, y). Cela donne rg (# + v) < 2. Toutes les situations peuvent arriver. Le cas v = —u
donne un rang nul, le cas u = v un rang égal a 1 et le rang 2 peut s’obtenir avec des projecteurs bien choisis (par exemple).

Exercice 6.16
1. On arapidement Im (#+ v) cIm u+Im v, dou rg (u+ v) < dim(Im u+Im v) < rg u +1g v. En appliquant avec u + v et —v, on obtient
rgu <rg(u+v)+rg(-v).OrIm v =Im (—v), ce qui donne rg (u+v) = rg u—rg v. De méme rg (u+v) =rg v—rg u,d ot |rg u—rg v| < rg (u+v).

2. Sionauov=0,alorsIm v ckeru,doncrgu < dimkerv =dimE-rgv.Onadoncrg u+rgv <dimE.DeplusdimE =rg (u+v) <rgu+rgu.
Finalementrg u +rg v =dimE.

Exercice 6.17

Soit ey,...,ep une base de E. Soit ny,..., np des entiers tels que [ (e;) = 0. On considere n le plus grand de ces entiers. On a f"(e;) = 0 pour tout
i € [1; p]. Lendomorphisme f” est nul sur une base donc partout.

Exercice 6.18

1. Soit ye F;_,ilexiste x€ Etelque y=(fio...0 f;_1)(x). Alors f;(y) = (fio...o0 f;_1)(fi(x)) avec les propriétés de commutativité. Puisque,
pour tout x € E, fl.”(x) =0, c’est entre autre vrai pour x € F;_1, et donc pour 'endomorphisme induit (le résultat est immédiat avec fj et
Fy).

2. On applique le théoreme du rang a g; larestriction de f; a F;_; si F;_; #{0}. Onalm g; = f; (F;—;) = F; et g n’est pas injective. On a donc
dim F; < dim F;_; tant que F;_; n’est pas {0}. On montre alors que dim F; < n— i et dim F;; = 0. Cela donne bien que fjo fo0...0 f;; =0.

3. application directe du résultat précédent.

Exercice 6.19

n n
1. Tout vecteur x de E se décompose dans la base donnée. Ainsi x = Z Akfk(a) = f( Z Akfnfl (a)). Lapplication f est donc surjective.
k=1 k=1
Puisque f est un endomorphisme en dimension finie, elle est bijective. Limage de la base (f(a), f 2 (@), -, f™"(a) par f ~1 est une base, a
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savoir (a, f(a), f2(a),---, f* 1 (a)).

2. f™(a) s'écrit comme combinaison linéaire des vecteurs (a,f(a),f2 (a),--- ,f"_1 (a)). 1l existe des scalaires agp, -, a,—1 tels que
FU@) +an-1 "N a@) +-+ a1 f(a) + aga=0.

Considérons g 'endomorphisme f” + a,_1f" ! +---+ a1 f + agld. Il est nul en a. De plus g commute avec f (il 0’y a qu'a écrire), si bien
que g(fk(a)) = fk(g(a)) = 0 pour tout entier k. Lendomorphisme g est nul sur une base de E. Il est donc nul.

3. Méme principe. Soit g un endomorphisme qui commute avec f. On peut trouver des constantes by,--,b,—1 telles que g(a) =
bu_1f" (@) + -+ by f(@) + aga. On considere alors h = g — by_1 f™ 1 +---+ by f + agld. Il commute avec f (car f et g commutent
avec f).Ilestnul en a, et comme dans la question précédente, on montre que h(fk(u)) = fk(h(a)) = 0 pour tout k € N. Lendomrophisme
h est donc nul sur une base de E et sur E.

Exercice 6.20

1. Puisqu’on est en dimension finie, on en profite (le résultat est aussi vrai en dimension infinie mais se fait différemment). On choisit une
base (e1?...,e,) de E. Si x est non nul et que (f(x), x) est liée alors il existe a et § pas tous nuls tels que ax + f(x) = 0. Le scalaire 8 est
non nul sinon on aurait ax =0 d’olt x = 0 (a # 0 si f = 0). Ainsi, il existe A tel que f(x) = Ax. On applique cela a e; : il existe A; tel que

n

n
fley=2A;e;,puisa x=e; +...+ ey :il existe A tel que f(x) = Ax, ce qui donne Z Aie;=21 Z e;. Finalement 1; = A pour tout i. Puisque f
i=1 i=1
et AId coincident sur une base, on a f = AId.
2. Soit f dans le commutant de -Z’(E). Soit x un vecteur non nul de E, D la droite vectoriel dirigée par x et H un supplémentaire. Soit p
le projecteur sur D de direction H. Ona f(p(x)) = p(f(x)), soit p(f(x)) = f(x). Or les seuls éléments invariants par p sont les vecteurs
colinéaires a x, donc f(x) est colinéaire a x. Finalement f est une homothétie.

3. On fait la méme chose avec une symétrie par rapport a D parallelement a H plutét qu'un projecteur et on obtient le méme résultat.

Exercice 6.21

On vérifie que r o r = 0 (calcul direct). On constate que, pour x € E, r(x) = p(x) + g(x) — g o p(x) = p(x) + q(x — p(x)) € Im p +Im gq. Cela donne
Im r < Im p +Im g. Pour montrer la réciproque, on choisit z = p(x) + g(y) € Im p + Im g et on vérifie que z est invariant par r (c’est plus simple).
Pour le noyau, on a directement ker pnker g c ker r. Réciproquement, si p(x) +q(x) —qo p(x) =0, en appliquant p, il reste p(x) = 0. En réinjectant,
ona ¢q(x) = 0 d ot 'inclusion réciproque.

Exercice 6.22

— sens direct : puisque E = ker f # Im f = ker g @ Im g, il suffit de vérifier que f et f o g coincident sur deux espaces supplémentaires. Pour
xekerf=kerg,ona f(x) =0=fog(x).PourxeIm g, ona g(x) =xet fog(x)=f(x). Ainsi f et fo g coincident sur kerg etsurIm g
donc sur E. De méme pour I'autre égalité.

— sens réciproque :ona f = fogdonc fof =(fog)of =fo(gof)=fog=fetf estun projecteur (idem pour g). Si x € ker f alors
g(x) = (go f)(x) =0 donc x € ker g c’est-a-dire ker f < ker g. De méme pour I'inclusion réciproque.

Exercice 6.23

1. On arapidement pog=qgop=0.Deplus p+q = bla(u—aIdE— u+bldg) = Idg. Ainsi pop = po(Idg—q) = p—0=p (et de méme
pour g). Les endomorphismes p et g sont donc des projecteurs (on peut également calculer po p directement en écrivant, pour le second

u—aIdE = u—bIdE+(b—a)IdE).

2. Onaul =1Idg= p+q.Deplus (b—a)p =u—aldg et (a—b)q = u— bldg. Par combinaison linéaire (pour éliminer Idg), on obtient
(b—a)bp—(a—Db)aq = (b— a)u, soit u = aq + bp. Puisque p et g commutent avec p o g =0, la formule du binome donne alors

u"=a"q"+b"p"=a"q+b"p.

3. Soit n € N. On regarde si, par le plus grand des hasards, formule n’est pas valable pour —n. On effectue le produit u” par le candidat a
I'inverse
u. (a g +b"p)=(a"q+b"p)(a"g+ b "p)=q* +0+p* =g+ p=Idpg.

Ainsi l'inverse de u” est bien a~"* g+ b~" p. La formule est donc valable pour tout n € Z.

4. On commence par remarquer que, pour tout x € E, p(x) € ker(u— bldp) et q(x) € ker(u — aldg). De plus x = p(x) + g(x). De plus si
x e ker(u—bldg) nker(u—aldg), alors u(x) = ax = bx. Puisque b # a, alors x =0. On a montré E = E; & Ej,.

Exercice 6.24

— Tout d’abord h = go f est un endomorphisme de R”. Ona hoh=go fogo f=go(fog)o f=h,donc h est un projecteur.

— On détermine kerh. Si g(f(x)) = 0, en composant par f, on a f(x) = 0 donc x € ker f, ce qui donne kerh c ker f. La réciproque est
immédiate. On a ker h = ker f.

— Pour I'image, on a directement Im h < Im g. Réciproquement, si y = g(x) avec x € RP, alors y = (go f)(g(x)) eIm go f. AinsiIm h=Im g.
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— On a fog =Idgp si bien que g est injective. Le théoréme du rang donne dimRP = rg g = p. On a également [ surjective, d'ou n =
rg f + dimker f donne dimker f = n — p. Tout est cohérent puisqu’on retrouve rg h + dimkerh = p+n—p =n.

Exercice 6.25

1. On commence par remarquer que degAQ = degQ — 1 pour tout polynéme Q (on écrit avec des coefficients ou on le fait matriciellement
en écrivant la matrice de A dans la base canonique). Si deg P = n—1 alors A” P = 0. Il suffit de montrer la propriété pour les entiers k < n.
On détermine alors A¥P et on montre que c’est une combinaison linéaire des P(X + i) pour i € [[0; k]. Le plus simple pour cela est de
considérer I'application 7': P — P(X +1). On a alors A =Id — T. Puisque Id commute avec T, on peut appliquer la formule du binéme :

k . k .
Ab=qd-nk=Y (’,C)(—l)’T’ puis A¥p =) (I,C)(—l)’P(X+ i).
i=0\! i=0\!

2. On al'inclusion F c R,,_1[X]. Réciproquement, on a BAB---, A" 1P tous dans F. Or Ak P est de degré n—1 - k. La famille précédente
forme donc une base de R,_;[X]. Ainsi Vect(P---,A"1P) = R,,_1[X] c F. Cela donne I'égalité. Puisque que la famille (P(X),P(X +
1),...,P(X +n—-1)) comporte n vecteurs et qu’elle est génératrice, elle forme bien une base de I'espace.

3. On amontré que A" =0. De plus

EDY ) D'T'=1d+ ) |, |-D'T

i=0 i=1\!

n
En notant ay. = (D1 (%), onald= Y a; TX et, pour tout polynome Q,
k=1
n

QX)) =) apQX+k)
k=1

Exercice 6.26

1. on vérifie que fg(ei) = ¢; pour tout vecteur e; lorsque ¢ est une transposition. Ainsi f% = Id dans ce cas et f est une symé-
trie. Si 7 = 7;; alors fr(eg) = ey si k # i et j. On a également fr(e; +ej) = ¢; +ej et fr(e; —ej) = —(e; —e;j). Les n—1 vecteurs
€1,...,€j-1,€i+1,.--,€j-1,€j+1,€n, €; + €j sont invariants et le vecteur e; — e; transformé en son opposé. Ces n vecteurs forment une
base et f; estla symétrie par rapporta H = Vect(ey, ..., €;—1,€;+1,...,€j-1,€j+1,€n, €; + €}) de direction Vect(e; — ;).

2. sio et o’ sont deux permutations alors (fi o f1)(e;) = fo(egr(;)) = €(gog’)(e;) AlDSI f 0 for = firor. En utilisant le fait que o — oo’ estune
permutation de G, on vérifie que po fi = p (et de méme f; o p = p). On a alors

1 1
pop=— 3 foop=— ) p=p.
n'oeGn n‘oeGn

Finalement p est un projecteur.

— avec po f; = p, on obtient po fr(e1) = p(e1). Al'aide des différentes transpositions, on montre que tous les vecteurs p(e;) sont égaux.

— on vérifie que p(ey) = ﬁ(el +...+ep) (parmi les n! permutations, (n — 1)! envoient e; sur ej, autant sur e,...on note u le vecteur
%(el +...+ep)

— Si p(v) = v avec fy o p(v) = p(v) soit fz(v) = v, on montre que toutes les coordonnées de v sont égales. On en déduit que v = A(e] +
...+ ep). Réciproquement avec les résultats précédents, on vérifie que p(u) = u.

— on déduit de tout cela que Im p = Vectu.

— Les vecteurs e; — e] sont dans le noyau de p. Par dimension, ker p = Vect(e; —e1,...,e; —e1).

Matriciellement c’est presque plus simple : on peut montrer que la matrice de p dans la base (ey,...,ey) est la matrice dont tous les

coefficients sont % (ce qui permet, avec le chapitre sur la réduction, de retrouver les résultats précédents).

Exercice 6.27

1. Si f = gop, alorsker p cker f, de plusrg (gop) =rg p. On en déduit que ker f = ker p. Considérons p un projecteur de noyau ker f, d'image
H un supplémentaire de ker f. Soit (e, ..., e;) une base de H, complétée par (ep+1,...,e,) une base de ker p. Quelle que soit g, on a déja
f'e;)=(gop)(e;) lorsque i = +1,...,e,. On veut alors f(e;) = g(ple;)) = gle;) sii € [1;r]. La famille f; = f(e1),..., fr = f(er) est une
base de Im f (isomorphisme classique), qu'on peut compléter en f;+1,..., f» pour obtenir une base de E. Notons g 'endomorphisme de
E qui envoie e; sur f;. Il envoie une base de E sur une autre base de E et est par conséquent un automorphisme de E. Il vérifie alors les
bonnes conditions puisque f et g o p coincident sur une base.

2. On a cette fois Im f = Im p (une inclusion et égalité des rangs). De plus f(x) = 0 si, et seulement si g(x) € ker p. On doit donc envoyer
ker f sur ker p par g - la difficulté est de construire g bijective. On décompose I'espace de deux manieres : au départ E = Heker f, et a
l'arrivée E =Im feK.Onnote (e],...,e;) unebasede H et (e,+1,...,e,) une base de ker f. Parisomorphisme durang,ona (fj = f(e1), fo =
f(e2),..., fr = f(er)) quiestune base de Im f, qu’'on complete al’aide d'une base de K, (f;+1,..., fn). On considere g 'automorphisme qui
envoie la premiere base sur la seconde, et p le projecteur d’'image Im f, de noyau K. Alors, sii=1,...,r,ona p(g(e;)) = p(fi) = fi = f(ep).
Sii=r+1,...,n,alors p(g(e;)) = p(f;) =0 car f; € K =ker p. Pour ces entiers f(e;) = 0. Les applications po g et f coincident sur une base
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de E doncsur E.

Exercice 6.28
1. Soit H un supplémentaire de ker g dans E et § I'isomorphisme canonique de HsurIm g:

- | H — Img
g'{ X - gWw

Lo f puisque g n’est pas bijective, mais on peut utiliser g qui est

On cherche h tel que f = goh. On ne peut pas directement utiliser 7 =g~

une bijection entre H et Im g. Puisque, pour tout x € E, f(x) € Im f < Im g, on peut définir 2(x) = §~1(f(x)). Pour tout x € E,ona h(x) € H
et g(h(x)) = g(g_l(f(x))) = f(x). Cela donne bien f = go h. De plus Im h = g_l(f(E)) = g_l(lm f) et puisque g est un isomorphisme
linéaire, onargh=dimIm f =rg f.

2. — onsuppose (i) et (ii).Onarg f=rg(fogof)<rg(gof)srggetdemémergg<rgf.Onabienrg f=rgg.

— onsuppose (i) et (iii).Onagofogof=gofetfogofog=fof,donc fogetgofsontdesprojecteurs.Onarg(gef<rgg=rgf.
Deplusrgg=rgf=rgfogof<rggof (de mémepourrg fog).Onaainsirggof=rgfog=rgf=rgg.Puisquelm(gof)cImg,
on alm (go f) =Im g. Finalement go f est un projecteur d'image Im g. Les éléments de Im g sont invariants donc, pour tout x € E,
(go f)(g(x)) = g(x), cest-a-dire go fog =g.

— méme principe avec (ii) et (iii).

3. On se donne f et on cherche g. Si g existe, on a montré que f o g doit étre un projecteur d'image Im f. On considére p un projecteur
quelconque d’'image Im f. On a Im p < Im f (puisqu’il y a égalité), donc il existe, d’apres la premiére question, une application g (elle
correspond a h dans la premiére question) de méme rang que p telle que p = f o g. Puisque p est un projecteur d’'image Im f, pour tout
x€E, p(f(x)) = f(x). Ainsi, pour tout x € E, f(x) = p(f(x))(f o g)(f(x)), ce qui donne fogo f = f,sachantquonargg=rgp=rgf.

Exercice 6.29

1. Supposons que I'union des sous-espaces donne E. En retirant certains sous-espaces, on choisit une famille minimale dont 'union donne
E (c’est-a-dire la plus petite famille en terme de nombre d’éléments telle que la réunion donne I'espace). On note Ej, ..., Ej cette famille
minimale. Quitte a supprimer les sous-espaces qui sont inclus dans 'un des autres, on peut supposer qu’il n’y a aucune inclusion entre les
sous-espaces. Soit F 'union des k—1 premiers sous-espaces Ej, ..., Ej_; (cette union est différente de E). On choisit y € F\Ej et x € E}\F
(c’est possible par la construction précédente). On considere les vecteurs u) = y + Ax. Aucun de ces vecteurs n'est dans Ej, car sinon y le
serait aussi (car x € E}) - ils sont donc tous dans F (puisque E est la réunion de ces deux ensembles). Pour A # u, les vecteurs u) et Uy ne
peuvent pas étre dans le méme sous espace E; pour i € [1; k- 1] : si ¢’était le cas, on aurait

Y+Ax)—(y+ux)=A-wxekE;

ce qui donne x € E; puisque A # p. Puisque R comporte plus que k réels, on obtient une contradiction.

2. On fait une récurrence sur la codimension commune des sous-espaces (I'entier p = n—r). C’est immédiat lorsque p = 0. Supposons la
propriété vraie pour un certain entier p et considérons k sous-espaces de dimension 7z — (p + 1). La réunion de ces sous-espaces n’est pas
tout 'espace E. Il existe donc un vecteur x qui n’est dans aucun de ces sous-espaces. Notons alors G; = F; @ Vect(x). Ces k sous-espaces
sont de méme dimension n — p et on peut appliquer la propriété de récurrence au rang précédent. Il existe ainsi un supplémentaire
commun H pour ces différents sous-espaces : Gi ® H = E. On note alors K = Vect(x) @ H. Ce sous-espace vectoriel est un supplémentaire
commun a tous les espaces F;.

Exercice 6.30

1. Voir I'un des exercices précédents.

2. (@) Soit H = Fn G. On note Hj un supplémentaire de H dans F et Hy un supplémentaire de H dans G. Les espaces Hj et Hy on méme
dimension puisque F et G sont de méme dimension. On note ey, ..., ep une base du premier et f1,..., fp une base du second. On note
K =Vect(ey + fi,...,ep + fp). On vérifie qu'il est en somme directe avec F et avec G et que c’est un supplémentaire commun a F et G
dans F + G. On note L un supplémentaire de F + G dans E. Alors, K @ L convient.

(b) on consideére I'ensemble des espaces qui sont en somme directe avec F et avec G. Cet ensemble est non vide. On en choisit un, H, de

dimension maximale. Soit F' = F® H et G' = G& H. Si ces espaces ne sont pas E, alors il existe un vecteur x en dehors de F' uG'.
Lespace H & Vect(x) est en somme directe avec F et G. Cela contredit la maximalité. Ainsi E=Feh=G® H.

k
3. Supposons que F = Vect(ey,..., ), la famille étant libre. On note F; = Vect(e;). On a directement d(F) = Z d(F;). Si Gy et G sont deux

1=
droites non colinéaires, alors elles admettent un supplémentaire commun H. On a d(E) = d(G1) + d(H) = d(G2) + d(H). Ainsi d(G1) =
d(G). Notons «a cette quantité commune a toutes les droites. On a alors d(F) = k.« = adim(F). Réciproquement une telle applications
convient.

Exercice 6.31

— Le sens réciproque est simple. S'il existe h € GL(F) et k € Z(E) tels que hog = fok,onarg (hog) =rg g car h est bijective etrg (fok) <rg f.
— Onnote p=1g f et g =1g g et on suppose que g < p.
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e On consideére (ep+1,...,en) une base de ker f complétée en (ey,...,e,) base de E et (£q+1,...,£n) une base de kerg complétée en
(e1,...,€n) base de E.

+ Lafamille (g (¢1),..., 8 (¢4)) estalors une base de Im g que 'on peut compléter en (g (¢1),...,& (€4), 84+1,---» &m) base de F. De méme,
(f (el),...,f(ep)) est une base de Im f que I'on peut compléter en (f (el),...,f(ep),fp+1,...,fm) base de E

+ Considérons k I'endomorphisme de E défini par k(e1) = ey,...,k(e4) = eq. k(eg+1) = --- = h(en) = 0 et 'automorphisme de F qui
transforme labase (g (¢1),...,8(€4) g +1,---»&m) enlabase (f(el),...,f(ep),fp+1,...,fm) Onvérifiealorsquesil<i<q fok(g;) =
f(e;) cequiestégala h(g(e;))=hog(e;)cari<g<p)etpouri>gq,fok(e;)=0=hog(e;).

e Onabien hog= fok

Exercice 6.32

— Onadimker f =2 et dimker f o f < dimker f + dimker f = 4. On a donc rg f? = 1 (totalement inutile puisque f2 #0).
— Ona f3=0doncIm f% ckerf, doncrg f2 <2.Onadoncrg f2=1ou2.
— On note F un supplémentaire de Im f? dans Im f : Im f = Im f2 @ F. On aalors f(Im f) = Im f2 = f(Im f2) + f(F) = Im f3 + f(F). Ainsi
f(F) =Im f?2. Si on avait g 2 = 2, alors dim F = 1 et dim f(F) < 1, cela donne une contradiction et rg f> = 1.
remarque : c'est une partie de la démonstration de la « convexité de la dimensions des images » ou du fait que les noyaux augmentent de moins
en moins vite : si dimker f = 2, alors au rang suivant on a augmenté d’au moins une dimension (sinon ¢a s’arréte) et d’au plus deux. Si on avait
dimker f2 = 3 = dimker f + 1, alors on aurait dimker f3 — dimker f2 <1 ce qui contredit f3 = 0.

Exercice 6.33

Puisque Hj U Hy n'est pas E tout entier, il existe un vecteur u en dehors de cette réunion. La droite Vect(u) est alors une droite supplémentaire a
la fois pour Hj et pour Hp.

Tout vecteur x de E se décompose de fagon unique x = x1 + A;u dans Hy @ Ku et x = x2 + Ao u dans Hy & Ku.

Soit x € Hj. Il se décompose alors de fagon unique en xp + Au avec xp € Ho. On considere ¢ 'application de H; dans H» qui a x € H associe cet
unique vecteur de Hp. On vérifie alors que ¢ convient... cela peut se faire étape par étape (on vérifie la linéarité, la surjectivité et I'injectivité) ou
plus simple :

Soit p la projection sur H, dans la direction de Ku. On vérifie que p(Hj) = H> et que larestriction de p a H] est injective (et ainsi cette restriction
est bijective). La surjectivité vient du fait que si xo € Hp, alors il existe x] € H] et u € K tels que x2 = x] + pu. On a alors p(x1) = p(x2) = x2. Si
X € Hj et p(x) =0 alors x est dans Hj N Vect(u) = {0}.

Exercice 6.34

1. cours

2. Onai=ii:siy = Z appretsixe ﬂ ker ¢ alors y(x) = 0, cela donne bien I'inclusion de ii. On a également iii = ii : si chaque ¢ (x) est
k=1
nul alors leur maximum egalement et Iu/(x)l <0doncy(x) =
3. voirs cours : on compléte la famille libre (¢3, ..., ¢p) enune base (¢1,...,¢,) de E* et on vérifie que I'application f: x — (@1 (x),...,Pn(x))
est une bijection de E dans C”. Elle est notamment surjective et pour tout (y1,...,yp) € C?, il existe x € E tel que (¢1(x),...,¢n(x)) =

p

(Y1,--»¥p,0,...,0). Notamment 6 est surjective. On en déduit que rg 6 = p et que dimker6 = n— p. On note F = () ker¢g.OnaF =ker6
et F est de dimension n— p. On note .# le sous-espace vectoriel des formes linéaires qui s’annulent sur F. Si on nli)tle ep+1,-..,ep une base
de F, complétée en une base de E, 'application y € % est entiérement déterminée par les images des vecteurs ey, ..., ep. Lapplication
yeF — (yle),...,y(ep)) € CP est donc bijective ce qui nous indique que .# est de dimension p. Puisque .% est de dimension p et qu'il
contient la famille libre (¢1,...,¢p), on en déduit que .F = Vect(¢p1,...,¢p).

Remarque : cette rédaction est faite pour essayer de coller a I'indication... en plus simple, on réutilise 'application f précédente et on
construit une famille de vecteurs ey, ..., e, en tant qu’antécédent (unique pour chaque) des vecteurs de la base canonique de C" - c’est-a-

n

dire des vecteurs e; qui vérifient g j (e;) = §; ;. On vérifie que F = Vect(ep+1,..., en). On décompose y danslabase ¢1,...,¢n; ¥ = Z Ajpj.
j=1
En évaluant en ey, on obtient ¥ (ey) = 1. Notamment A est nul pour k € [p + 1; n] puisque F < kery.

p
4. il est plus simple de montrer que i = iii: si ¢ = Z A9y, alors
k=1

p
y(x)| < Zlflkllwk(x)l (le’lkl)max{ltpk(x)l,lsksp}
k=1
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