SOLUTIONS

CHAPITRE 8 - SUITES DE FONCTIONS

Exercice 8.3

n
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1. Pour x =0, on a f;(0) =0 pour tout n € N donc f;(0) converge vers 0. Pour x # 0, f;(x)
0. La suite de fonction converge simplement vers 0 sur R.

2. On aune primitive presque immédiate de fj, :
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Puisque 12" est de limite infinie, on a [ fmmde ~ .Ainsi lim f fn(t)dt = —. La convergence n’est donc
0 n—+oo n—+oo Jo 2

1
pas uniforme sur [0, 1] sinon, par permutation limite-intégrale, on aurait " lil}rl f fn(®)dt=0.
s

3. Onpeutbien évidemment étudier la fonction pour obtenir ses variations et obtenir || fn ||

2"x _ 1
0<fn0<— 77 = 7ix

uniforme sur [a, +ool.

. - .
o00,[a,+0o[ P1Us simplement, pour x = a, on majore

< %. Cela donne une majoration uniforme de | f3;| sur [a, +oo[ par un terme qui tend vers 0. La convergence est

Exercice 8.5

1. PourxeR,ona lim f;(x)=sinx.
n—+oo

2. On étudie la différence (avec sinp—sinq:ZSinpgqsin %):
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On peut aussi utiliser I'inégalité des accroissements finis (sina —sinb| < 1.|a—bl). On a donc || fn— flloo (- 4.4 < % de limite nulle. La
convergence est bien uniforme sur les segments [— A, A] (et donc sur tous les compacts de R qui sont tous contenus dans un tel segment).

3. On cherche xy, tel que || fn = f| o = 1fn(xn) = f (xz) soit minoré/tend vers autre chose que 0. On a, avec xp = n,

| fn Ctn) — F )| = |sin((n + 1)%) —sinng| =1

Exercice 8.6
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Puisque ¢ € [0, 1], on a facilement | g/, (¢)| < %. On utilise I'inégalité des accroissements finis sur [0, 7]. La dérivée g/, est majorée en valeur

t

t r
absolue sur [0, 7] par £, si bien qu'on a | g, (0) - gx(f)| < 4. En multipliant par e~ *, on obtient |e™* — (1 - %)”I < %

2. On commence par I'existence de I,;(x) : la fonction ¢ — *(1 — %)". Cette fonction est continue sur ]0,1] et est équivalente en 0 a ¢,
intégrable sur ]0,1] si et seulement si x > —1. les fonctions I;; sont définies sur | — 1, +ool[. On s’intéresse directement a la différence avec
1
la fonction limite attendue : on note I(x) = f *e~ ! dt. Pour les mémes raisons, cette fonction est définie sur | — 1, +oo[. Plutdt que de
justifier la convergence simple de la suite de fonctions vers I en utilisant le théoréme de convergence dominée, on évalue directement la
différence (la question précédente permet de I'évaluer facilement) :
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D’une part, a x fixé, on a bien une différence de limite nulle, d’oi1 la convergence simple de (1) vers I sur ] — 1, +oo[, d’autre part, pour
tout x > —1, on aégalement x +2>1d’ou | I, (x) — I(x)| < % On a donc convergence uniforme de (1) vers I sur]—1,+ool.

Exercice 8.7

1. Soit x,y € [a,b]. On a |f,(x) — fn ()| < K|x — y| pour tout n € N. En passant a la limite (simple), on obtient | f(x) — f(y)| < K|x— y| et f est
bien K-lipschitzienne.

2. On va contrdler la convergence en un nombre fini de points et utiliser le caractere lipschitzien pour les autres. On se donne € > 0. On

fixe N € N tel que Kb]:/a < §.Onnote x; = a+ib&“. Pour chaque i € [0; N], il existe n; € N tel que, pour 1 > n;, | fn(x;) = f(x)| < §.

On note N’ = max(n;). Pour tous les points x; de |a, b], si n = N, ona | fn(x;) — fxpl < % Soit x € [a, b]. 1l existe i € [[O;n— l]] tel que
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X € [x;,Xx;+1]. On a alors
[frn () = FOI < I fn () = fu(x)| + 1 fn () = FOe)+ 1 (%) = f0)] < 2K (x—x) + g

Puisque |x — x;| < |xj41 — xi| = b;Na’ onaK(x—x;) < Kb&a < % On obtient finalement | f3;(x) — f(x)| < €, et ce, pour tout x € [a, b]. La

convergence est donc uniforme.

Exercice 8.8

Soit € > 0. Il existe A> 0 tel que, si y = A alors |f(y)| < € etil existe a tel que, si 0 < y < a alors |f(y)| < €. Il existe alors ng € N tel que, pour n = ng,
% < aetn= A Deplus f est bornée sur [a, A] car continue. Finalement f est bornée sur R;. On note M tel que |f| < M.Pourn=ngetx =1,
onalgn(x)| < Ml|f(nx)|. Or nx = n = ng, donc |g,(x)| < Me. De méme si x < 1,0ona |gn(x)| < le(%)l et % < % < @, ce qui donne de nouveau
lgn(x)] < Me. Pour n = ng, pour tout x € Ry, on a|g,(x)| < Me. La suivante converge uniformément vers la fonction nulle.

Exercice 8.9
On fixe N + 1 points xp, x1,..., Xy distincts de [a, D] et on considére les polyndmes d’interpolation de Lagrange en ces points qu’'on note

N N N
Lo,Ly,...,Ly. Pour tout n € N, on a Py = Y Pp(x;)L;. Soit x € [a,b]. On a Py(x) = Y Pu(x;)L;(x), et nlirP Pp(x) = ) f(x;)L;(x). Ainsi la
—+00

i=0 i=0 i=0
N
suite Pj, converge simplement vers la fonction g: x — Z f(x;)L; (x). Par unicité de la limite f = g, ce qui donne f polynomiale de degré au plus
i=0

N. De plus

N
|f(x) = Pp()| < ) 1 f(x;) = P(x;)|L; ().
i=0

N N

En notant ¢; = || Lilleo,[a,b), ON @ | f(X) = Pp(x)| < Z £ilf(x;) — P(x;)], indépendant de x, si bien que || f = Pnlloo,[a,b] < Z C;lf(x;) — P(x;)], de
i=0 i=0

limite nulle lorsque 7 tend vers +oo. La convergence est donc uniforme sur [a, b].
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