SOLUTIONS

CHAPITRE 9 - CONVERGENCE DOMINEE
INTEGRALES A PARAMETRE

Exercice 9.3
1. Onnote fj () = Htﬁ On montre que f estintégrable sur [1,+oo[ dés que n = 1. La suite de fonctions (f;;) converge simplement vers
une fonction f nulle sur |1, +oo[ et valant % en 1. La fonction f est bien continue par morceaux sur [1, +oo[. De plus, pour tout n € N* et

t=1,onalfp(0)l< 1 1t2 = f1(1) et f1 estintégrable sur [1, +oo[. Le théoreme de convergence dominée s’applique et a; tend vers 0.
+

1
2. On effectue le changement de variable « = t"*1 » ou « £ = u7+1 ». Cela donne

1

1 too ] 1 4 1 +00 T+l
an=—— unti “du= f
n+1J1 1+u n+lJ1 1+uwu

Avec le théoreme de converge dominée, on montre que

1

+00 i+l +00 1
lim f —du:f —du
n—+oo)1 (1+wu 1 (Q+uwu

1
1 1 T
la domination utilisée est par exemple 0 < un+T < u2,d’ol0< (1u+n;1) T 1) 177 - Puisque la limite est non nulle - on peut méme la
+u)u
< 14 : *eo du In2
calculer en décomposant en éléments simples : ——=In2,onaa, ~ S~
1 u(l+u) n—+oo

Exercice 9.4

1. On utilise la relation 0 < In(1 + x) < x si x > 0. Cela donne 0 <In(1 + %) < %, puis 0 < nln(1 + %) < 1, et enfin le résultat par composition
avec 'exponentielle.

2. On prolonge I'intégrale sur I'intervalle [1, e[ : On considére la fonction f;;, définie par

X fx) si xell,A+1/m)™
0 si xel(1+1/n)" el

fnx) ={

A+1/m)" e
Onaalorsf M7 () dx:[ fn(x)dx.
1 1

— On fixe x € [1, e[. Il existe ny tel que, pour tout 7 = ng, (1+1/n)" > x. On a alors, pour n = ng, fr(x) = x””f(x) ,de limite f(x) lorsque
x tend vers 0. La suite (f3;) converge simplement vers f sur [1, el.

— Lafonction f est continue sur [1, e[.

— Pourladomination, ona|f;(x)| < (1+ %)If(x)l <2/f@)Isixe[,A+1/m)" et|frn(x)=0<2|f(x)|sixe€l(1+1/m)", e[. Ainsi, pour tout
neNetxe[le[,onalf,(x)|<2|f(x)|. La fonction dominante est intégrable sur [1, e[ par hypotheése.

Le théoréme de convergence dominée peut s’appliquer et donne le résultat.

Exercice 9.6
— Soit n € N*. La fonction fj, : t — In(1 — ¢"*) est continue sur [0, 1[. On a

In(1-t"=In(0-)+In(1+t+...+ t"_l)t~lln(l— 0.

La fonction ¢ — In ¢ est intégrable sur ]0, 1], et, par symétrie, la fonction ¢ — In(1 - #) est intégrable sur [0,1[. On en déduit I'existence de
I.
— Pour tout £ € [0,1[, on a nliIJrrl In(1 - ") = 0. La suite de fonctions (f;;) converge simplement vers la fonction nulle (continue sur [0, 1[).
—+00
Enfin,sit€[0,1[,ona0<t"<t<let
In(1-1) <In(1-"<0.
Ainsi, pour tout n € N* et £ € [0,1[, on a | f(£)| < |In(1 — £)| = | f1 (#)|. La fonction fj étant intégrable sur [0, 1], le théoréme de convergence
dominée s’applique et
lim I,=0.
n—+oo

— On effectue le changement de variable u = t" dans I'intégrale (f — " est un ¢! -difféomorphisme de ]0,1[ sur lui-méme). Cela donne

1 (1In(1-
In:—f uu””du.
nJo u

On applique le théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions g : u — ln(lT—u) u!'". On a une domination par |gn(w)| <
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‘ ln(lT—u) u|, fonction continue et intégrable sur ]0, 1[. On obtient

Lln(1 - Iln@ -
lim f uu“"duzf =" . =c<o.
n—+oo Jo u 0 u

Ainsi I;; ~ %
n—+oo

Exercice 9.7

On ne le dira pas a chaque fois mais toutes les fonctions qui apparaissent (fonctions, limites simples, fonctions dominantes) sont continues sur
R*.

1. On note fy,(x) = f(x)e”"*. La suite de fonctions converge simplement sur Rt vers une fonction nulle partout sauf en 0. Si on note M
un majorant de | f| sur R*, on a, pour tout n = 1 et tout x = 0, | f;,(x)] < Me™™ et x — Me™* est intégrable sur R. On peut appliquer le
théoréme de convergence dominée et obtenir 111}_1 Iy =0.

n—+o00

On effectue le changement de variable linéaire « u = nx ». Cela donne
to u
— *) ,—u
nln—fo f(n)e du.

Onnote gp(u) = f (%] e~ ".On a convergence simple vers g : x— f(0)e”* et domination par Me™*. On a donc
+00

. _ —uq
Erilwnln— A fOe “du= f(0).

n

2. Ona oo
nln—L:fO (f[%)—f(O))e_”du

Pour 1 >0 fixé, ona f (%) - £(0) . f'(0)%. On sattendrait a avoir
—+00

+00 , u —Md
nl”_LnﬂloofO f(O);e u

+00
On étudie n(nl, — L) =f hn(wdu ot hy(u) =n(f (%) - f(0))e “. Pourtout u>0,0na nhIPoo hn(u) = uf'(0)e™“. Pour la domination,
o 2

on note M) un majorant de |f’| sur R*. Avec I'inégalité des accroissements finis, on a, pour tout u = 0 et n € N*, |h, (u)| < nM; %e”‘ =
+00

Mjue™¥. Puisque u— ue ¥ est intégrable sur R*, on en déduit le résultat voulu. Avec f ue %du=1,0ona
0

1, 1 1, 1
nI"_f(O)n~1oo;f (0) ou encore In:;f(0)+?f (0)+n~0+oo(?).

Exercice 9.8

2
1. Le plus simple est de partir de la seconde intégrale et d’effectuer le changement « % = cos?

Vncosx est &1 et bijective de [0, ) sur [0, v/7]. On obtient le résultat souhaité.
2. On définit f;, sur Rt par

X » soit « t = y/ncosx ». La fonction x —

2

n
Fat) = (1—%) si re[0,/7l

0 sit>n

— Chaque fonction est continue sur R*.

2\ 2
— Sit =0, il existe ng tel que t < /7y, et pour n = ngy, t < /n dou fr(r) = (1 - %) . Pour tout ¢ € R, on a alors nhT fu(®) = et
—+00
(convergence simple).
2 2
— Ona,pour neN*etreR",0< f,,(£) <e” ! :cestvraisi t >/ et également si ¢ € [0, /7] (avec In(1 + u) < u). De plus £ — e~ ! est
intégrable sur R*.
on a donc par le théoréme de convergence dominée
Vi 2 +00 +o0
lim 1-—| dr= lim fn(t)dt:f e~ dt.
n—+oo Jo n n—+oo Jo 0
/2 +00
P T 2 7
3. Ona \/ﬁf sin? " l(dx ~ Vny)—m— ~ £.Al'aide des deux questions précédentes, on obtientf e dt= £
0 n—+oo 22n+1) n—+oo 2 o 5
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Exercice 9.10

Yo N 2 .
1. Onpose f=F2 ou F:x— f e~ dt est la primitive s'annulant en 0 de x — ¢~* . La fonction F est de classe 4 sur R*. Donc f I'est
0

x 2
également, avec pour tout x =0, f’(x) = 2F' (x) F(x) = 20~ f e Udr.
0

—x2(1+12)
el—tz pour (x,1) € Rt x [0,1]. Pour tout x = 0, £ — h(x, ) est continue sur [0,1] et donc intégrable sur [0, 1].
+

Pour tout ¢ € [0,1], x — h(x, t) est de classe ! sur R* avec %(x, 1) = —2xe*(1+t2)x2, Pour (x, 1) € Rt x [0,1], )%(x, 1)

Posons h : (x,t) —

<lett—1est

1 2 2 2 22
continue et intégrable sur [0,1]. Donc g est de classe ¢! sur R* avec, pour tout x = 0, g’ (x) = —f e ) gr= e f e " xdt.
0 0

2 X _ 2
Le changement affine u = xt donne Vx € Rt, g’ (x) = —2¢™* f e " du.
0

L dr
2. D’apres les calculs précédents, f+ g est &' surR*, de dérivée nulle. La fonction f+g estdonc constante. Or f(0) =0et g(0) = f 5=
0 1+t

T i3
arctanl = 1 Pour tout x =0, f(x) + g(x) = 7

t

. _f2 e . _ .. . £ .
3. Lafonctiongp:t—e est intégrable sur R* car ¢ est continue sur R et o) = , o (e 9. Ainsi 11111 fx) = I2. On détermine la
—+00 X—+00

o 1 g% T2 ) )
limite de g en +oo par encadrement. Pour x = 0,on a0 < g(x) < dt = —e " . Par encadrement, on obtient 11111 g(x) =0. En
0 X—+00

2
1+t 4
conclusion I? = % et puisque I =0, on obtient I = 4

Exercice 9.11

Soit (x, 1) = 1=C0S(xD) C?ZS(X 1) -t

— Soit x € R, la fonction t — We” est continue sur ]0,+oo[, négligeable devant %2 lorsque ¢ tend vers +oo et
— 2 2
1Ls(ﬂ)e_t SO 1) R donc la fonction admet une limite finie en 0. Finalement f est définie sur R. De plus f est paire.
t? t—0 212 2

— pour tout ¢ >0, x — h(x, t) est de classe %2 surR,

— pour tout x € R, £ — h(x, t) est continue et intégrable sur 0, +ool,

sinxt ,—t
t

— pourtout xeR, t — oh (x, )= est continue et intégrable sur ]0, +oo[ (arguments proches avec une limite finie x en 0),
p ox g g p

2
— pour tout xR, t— g—g (x, 1) = cos(xt)e~ ! est continue sur ]0, +oo[ et dominée par ¢ — e~ !, intégrable sur RY.
x

P 2 / +tosinxt 1" oo —t
On en déduit que f est de classe €~ sur R avec f'(x) = f Te dtet f'(x) = f cos(xt)e " dt. Alors
0 0

f”(X) =Re ([+OO e_(l_ix)tdt) = Re(
0

1l existe C tel que, pour tout x € R, f(x) = arctanx + C. Puisque f’(0) =0, on a C = 0. On a enfin, avec f(0) =0,

)_ 1
1—ix) 1+4x%
X X 1
f(x)=f(x)—f(0)=f f’(t)dt:f arctantdt:xarctanx—Eln(1+x2).
0 0

Exercice 9.13

1. 1l faut que x2 + £2 reste strictement positif. Puisqu’on veut étudier la continuité sur R, on doit considérer I'intégrale sur ]0, +ool. Soit alors
2,42
h:(xt)— ln(x—+2t) définie sur R x [R{i. Pour tout x € R, la fonction t — h(x, t) est continue sur [Rfr. Si x # 0, la fonction ¢t — h(x,t)

est continue sur [0, 1]. Pour x = 0, la fonction ¢ — h(0, t) est continue sur ]0,1] et (0, ) t~021n t. Dans les deux situations, la fonction

t — h(x,t) est intégrable sur 10, 1]. Enfin, si x € R, on a h(x, 1) T 2lne _ 1

= —5). Ainsi, pour tout x € R, t — h(x, t) est intégrable
—+00 t2 t—+o0o t3/2) p ( ) &

sur R} et f est définie sur R.

2. On a déja vérifié les premieres hypothéses du théoréme de continuité. De plus, pour tout ¢ > 0, x — h(x, t) est continue sur R. Il est

impossible d’obtenir une domination indépendante de x lorsque x parcourt R, car, pour tout ¢ > 0, sup|h(x, t)| = +oo . Soit A > 0. Pour
xeR

t>0etxe[-A Al Ine <Inx? + %) <In(A2 + 12) (puisque x% € [0, A2] et que la fonction logarithme est croissante sur R}). Cela permet

de majorer | h(x, )| par ] 1 - max(|In t2|, | In(AZ +12) [). On pourrait utiliser cette fonction pour dominer ou, si on veut se débarrasser de la
+t

In 2] + [In(A®
1412
facilement que ¢ est intégrable sur R* car, pour tout 7 > 0, on a ¢() = |h(0, )| + |h(A, 1)|. Ainsi f est continue sur tout segment [ A, A

avec A >0, donc f est continue sur R.

2
fonction maximum, prendre ¢(t) = +17)] (le maximum de deux nombres positifs est inférieur a leur somme). On montre
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2x

%+ (A +19)
cilement cette quantité, on va majorer | x| (pour majorer facilement le numérateur) et empécher x de s’approcher de 0 (pour le dénomina-
teur). Soit [a, b] R} . Pour tout x € [a, b] et £ >0, | % (x, t)| < % =(1). Lafonction v est intégrable sur R’ (continue, limite
a“+ +
+o0o zx
finieenOetw(t)= O (1/t4). Ainsi f est de classe %1 sur [a, b], pour tout segment [a, b] [Rij‘r avec f’(x) = f 5 3. dt.
f—too 0 (x*+t9)1+1t9)
Donc f est de classe € sur RY. Afin de calculer cette intégrale, on décompose en éléments simples. Si x > 0 et x # 1, on a, pour tout
ueRt,

3. Pour tout ¢ > 0, la fonction x — h(x, £) est de classe € sur R avec, pour tout (x, £) € Rx [R{f’;, g—g (x, 1) = . Afin de dominer fa-

2x _2x ( 1 1 )
Erwl+w 1-x2\Z+u 1+u)

. too dt 7

On rappelle que si a > 0, on a S5 =5
0 (“+a° 2a

relation est valable en 1. Donc, pour tout x > 0, f'(x) =

.Pourx>0etx#1, fl(x) = 13);2 [% - %) = T4 Par continuité de f' sur RY, cette
I f +- Lorsque x est grand, on s’attend a ce que le numérateur dans I'intégrale
*00 2lnx

2

que cette limite est nulle - ce n'est pas trop difficile mais demande un peu de travail). On peut simplement s’intéresser a une valeur
o Int
dt. A
t2
I'aide d’'un changement de variable u = 1/¢, on montrer que cette intégrale est nulle. Finalement, pour tout x =0, f(x) = wIn(1 + x) et par
parité, pour tout x € R, f(x) =wln(1 +|x|) (f n'est donc pas dérivable en 0).
+00 In(x?)
e

soit proche de Inx2 = 2In x et f(x) est donc proche de f dt = mlnx. On pourrait donc étudier xlirpoof(x) —In(x) (et montrer

particuliére, par exemple 0 puisqu’on a montré la continuité de f sur R et ainsi f(0) = lil’{)l f(x) = C. Alors f(0) =2 [
x—0+ 0

4. Lorsque x est grand, on s’attend a ce que f(x) soit proche de f dt. Cette derniere intégrale vaut (77/2)In x2 = In x. Pour x > 0,
0

ona
2,.2
+00 In(£2 + x2) — In(x2 +oo In|1+t°/x
o -ine [0 o)
0 1+¢ 0 1+¢
+00 In(1 + u?)
On effectue le changement linéaire ¢ = ux dans I'intégrale précédente, on obtient, si x > 0, f(x) —7lnx = f —— 5 Xdu. Pour tout
0 1+ux

u >0, on al’encadrement
In(d+u?) _ In(Q+u?) 1In(1+u?)

2.2 = 2

O<x =
1+u“x u?x? X u

2 +00 In(1 + 2
Lafonctionu-—»ln(l%) 1[ n(l+u )du
u T —

estintégrable sur R} . En combinant tout cela, on obtient, lorsque x > 0,0 < f(x)-7wlnx < % 5
0 u
Par encadrement, on aboutita _lim (f@) -mlnx)=0.
—+00

5. Pour tout x> 0, ona f’(x) = -2Z—. Il existe un réel C tel que, pour tout x > 0, f(x) = wIn(1 + x) + C. La question précédente donne la limite
1+x

lorsque x tend vers +oode f(x)—nlnx=C+nxln (1 + %) Cela donne C = 0. Pour tout x > 0, f(x) = wIn(1 + x) et, par parité, pour tout x € R,
f) =nln(1 +|x]).

Exercice 9.14

1. Soit h(x, 1) = C;’S—();zt) pour (x, t) € Rx R*. La fonction h est continue sur R x Rt (on a par conséquent la continuité partielle par rapport
+

a chaque variable) et, pour tout (x, ) € R x R, |h(x, £)| < ] ltz' Puisque ¢ — N 1t2 est continue et intégrable sur RT, f est définie et
+ +

+°°|cos(xt)|dt<f+°° dt _
+12 0 1+

continue sur R. On obtient facilement h(—x) = h(x) pour tout x € R, f est donc paire, ainsi que | f(x)| < f
0

7
7 La fonction f est bornée sur R.

. A cos(xt) sin(xr) 14 A tsin(xt) . 1 1 .
2. Soitx>0et A>0.0nax 5 5 +2 — dt, car t — sin(xt) et t — » sont %" sur [0,1]. Puisque
0 1+t 1+t lo 0 (1+19) 1+1
sin(xA T30 rsin(xt
m ( 2) =0, on obtient en faisant tendre A vers +oo, xf(x) = 2[ % dt.
A—+oo 1+ A 0 1+

3. On pense bien entendu a appliquer le théoreme de dérivabilité. Cependant, il n’aboutira pas si on cherche a I'appliquer sur

+00 cos(xt i i
f (x0) dt. En effet ‘g—h(x, t)‘ ) > |sin(xt)] ~ M et on peut montrer que t — %txt) n’est pas intégrable sur [Rfr. Le
0 1+ x l+1¢ t—+00
théoréme n'a donc aucune chance de s’appliquer ici. On val’appliquer a la nouvelle intégrale obtenue dans la question précédente. Soit

e . . _ [T tsin(xt) _ tsin(x?) .
A =R" xR™. On définit g pour x positif par g(x) = dt et, pour (x,t) € A, ha(x, 1) = m La fonction hy est de classe
+

0 (1+%)?

&' sur A. Pour tout (x, 1) € A, |ha(x, )] < ﬁ, ainsi, pour tout x € R*, la fonction ¢ — hy(x, ) et intégrable sur R*. De plus, pour
1+19)
2 2
tout (x,1) € A, on a ‘%(x, t)‘ = t(lcost(z))czt) < 1 tt2)2' Le théoreme de dérivation montre que g est de classe &1 sur R* avec, pour
+ +
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. +00 12 cos(x1) . 2 : ol * ;
tout x e R™, g'(x) = dt. Puisque, pour tout x > 0, on a f(x) = £g(x), la fonction f est de classe ¢ sur R} et, si x > 0,

0 (1+1H?
flx= %g'(x) - %g(x). Pour x>0, ona

+00 (£2 4+ 1-1)cos(xt) 00 cos(xt)
/
(x)=f —_—————dt= (x)—f ———dt=f(x) - k(x).
g 0 1+ %)% ! 0 (1+1t%? !
- - X , +0 gsin(xt) , 1
On montre comme précédemment que k est dérivable sur R} avec, pour tout x > 0, k'(x) = —f ﬁ dt =—-g(x). Alors g’ est ¢
0 1+7¢

sur R} avec g’ (x) = f/(x) - k' (x) = f'(x) + g(x). Pour x >0, on obtient
Moo _ 2 o4 4 _ E( / 2 2 )
)= xg (x) ng (x)+ 3 glx) = < f(x)+gx) xg (x) + Z g(x)

et avec |'écriture précédente pour f'(x), il vient f”/(x) = %g(x) = f(x)six>0.

4. La fonction f est solution sur R} de I'équation différentielle y” = y. Il existe donc des réels A et B tels que, pour tout x > 0, f(x) =

oo dt 7
Ae®+ Be™*. Lafonction f est bornée sur R, on en déduit que A = 0. Par continuité de f en0,ona B = linb f)=f(0) = f 755
x— 0 1+t
A

Ainsi, pour tout x =0, f(x) = %e‘x, et par parité, pour tout x € R, f(x) = 5 e~ Cette écriture de f montre que f n'est pas dérivable en 0
puisque les dérivées a droite et a gauche en 0 sont différentes (et opposées).

5. Lafonction ¢ — (2305 t2 est intégrable sur R* lorsque x # 0. On peut alors effectuer le changement de variable linéaire ¢ = ux (toujours si
X"+t

X #0) pour se ramener a une intégrale proche de celle définissant f. Ainsi, si x > 0,

T cost 00 cos(ux 1 e
f ﬁdt:f %xduz—f(x)Z
0 X"+t 0 x“(1+u°) X 2x

—-X

00 cost e

—_— t_
2+ 12 2|x|

Par parité, on a f pour x € R.
0

Exercice 9.15

1. — Soit x € R, la fonction fy: t— est continue sur 10, +oo[. On a fx(#) At # et fx estintégrable sur [1, +oo[ si et seulement
—+00

1
1+
six>0.0na fy(1) tNO tlx et fx estintégrable sur 10,1] si et seulement si x < 1. Finalement f est définie sur ]0, 1[.

— on va prouver la continuité sur un segment [a, b] < 0, 1[. On vérifie les continuités par rapport a chacune des deux variables. Pour la

- 1 1 . 1 1 . PP _ 1 . _
domination, on a | I | < T sit=1et| tx(1+t)| < Fa+o si t < 1. On définit ¢ par ¢(1) = 05D sit=1leto(t) =
ﬁ si t < 1. Elle est intégrable sur R} (continue, équivalente a Lb en0 et # en +o00). la fonction f est donc continue sur tout
t +1 t

segment [a, b] de ]0,1[ donc sur ]0, 1. Finalement f est définie et continue sur ]0, 1.

2. Lorsque x tend vers 0, la fonction intégrée se rapproche de ¢ — ﬁ qui n’est plus intégrable sur [1, +oco[. On découpe l'intégrale

f(x)—fl dr +f+°° dr
“Jo Ffa+n h Fa+on
1

t
On vérifie que g : x — f m est continue sur [0,1[ (et méme ] — oo, 1[) avec le théoréme de continuité et ainsi sa limite en 0 est
0
L dr

T In2. Pour la seconde intégrale, on a plusieurs possibilités :
0

— on effectue le changement de variable « r = ul’* 5 Cela donne

+00 dt 1 [+oo u—1+1/x 1 [too 1
= [T A a1,
1 fa+n xJ1 oua+ul/® xJ1 w2a+u vy

+00 1
On montre alors avec le théoréme sur la limite que lim >
x—=0"J1  u (l+u
— En se disant que la contribution majeure est en +oo, on regarde

+00 dt +00 dt +00 t
[ [
1 fa+n h 1 Ala+p

+00 t +00
On montre alors (passage a la limite par le théoreme correspondant) que lim T dt = f
—=0J1 T+ 1

—

+oo ] ) )
—1/x)dt:f1 Fdl‘:l,cequldonneh(x)x~03.

dt. Puisque
t(l1+1)

too dr 1 .
—— = —,onretrouve h(x) ~ 5.
T R A ¢ s
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Finalement on obtient que f(x) ~ 0 %
x—

+00 dat
3. Onaf(l-x)= f = - Oneffectue le changement de variable u =1/ ('application u — % est un ¢! -difféomorphisme de R
0 14+
sur lui-méme). On a
0 —du too du
1-x)= _— = —_— = u).
ra-o f fo u(u+1) ftw

00 1,2 (%1 (1 4 l))
u

On a bien, pour tout x €]0,1[, f(1 —x) = f(x). La courbe est symétrique par rapport a la droite d’équation x = %

Exercice 9.16

X
Notons G(x) = f g()dt.Ona liT G(x) = ¢. On effectue une intégration par parties pour faire apparaitre G (on a le comportement de G en
0 X—+00

+o0 mais pas celui de g). On a, pour A >0,
A A
f g(z)e‘“dr:[G(r)e‘“]g‘mf G(te " dr.
0 0

+00 +00
Lorsque A tend vers +oco, on obtient ge ™ dt = xf G(He *!dt. Au passage, on a prouvé que f était définie sur R} (ce n'est pas

0
explicitement demandé, mais il est raisonnable de se poser la question), puisque la nouvelle intégrale existe (en tant qu’'intégrale d'une fonction
intégrable puisque G(f)e™* L= 0 (e *%).On effectuele changement de variable linéaire « u = xt ». Lintégrale devient

t—+o0
rw= [T 6(%)e au.

+00
Lorsque x tend vers 0%, on aimerait montrer que f(x) tend vers f le " du = ¢ (ce qui revient a dire que f est continue en 0). Puisqu’on ne
0

dispose pas d'un théoréme de passage a la limite version « continue », on considére une suite quelconque (x;) de réels strictement positifs qui

converge vers 0. On note f;(u) =G (%) e U, Cette suite de fonctions continues et intégrables sur R* converge simplement vers u— fe” % (sauf
en 0 ol la valeur est nulle). Puisque G est continue et admet une limite finie en +oo, on en déduit que G est bornée sur R*. Soit M un majorant

de |G| surR".On a, pour tout n e Net u =0, |hy,(u)| < Me™ Y, expression d’'une fonction intégrable sur R*. Le théoréme de convergence dominée

+00
s’applique et donne liIP flep) = f ¢e " du = ¢. Par caractérisation de la continuité par les suites, on en déduit que lirn+ fx)=¢=f(0).
n—+oo 0 x—0

Exercice 9.17

(4] *
onnote h(x, ) =e ) pour (x,1) e Rx R}
1. Pour tout x € R, la fonction ¢ — h(x, t) est continue sur R, pour tout ¢ > 0, la fonction x — h(x, t) est continue sur R, et pour (x, 1) € RxR*,

2
onalh(x, B <e ! = ¢(1). La fonction ¢ est intégrable sur [Rj (elle est continue sur R* et négligeable devant et lorsque ¢ tend vers +oc0).
Donc f est continue sur R.

X oh 2x —(t2+%) S —(t%%) 2 , .
2. Pour (x,f) e RxRY, on a ﬁ(x, t) = —?e =), Une majoration simple de e =) par e ne permet pas d’aboutir car ¢ —

1 - - orab] b R ) oh 2b ~(P+%) _ foncti
?exp—t n'est pas intégrable sur ]0, 1]. Soit [a, b] < RY. Pour x € [a,b] et £ > 0, ﬁ(x, B < ?e =) = (). La fonction ¢ est

2
_a
continue sur R}. Ona y(t o %e 2, donc y(t) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0 par valeurs supérieures (I’expression est de la forme
t—0 t
w2e~ " avec u qui imi i 6 = 1 gore érivati
qui tend vers +oo, et la limite est nulle par croissances comparées). Enfin y/(¢) = . 0 (-3). Le théoreme de dérivation
—+00 f

implique que la fonction f est de classe ¢! sur tout segment [a, b] C R7. Finalement f est de classe €' sur R’ avec, pour tout x > 0,
oo x _(p2.22
[l = -zf e (#+%2) 4y,
0 t

3. On cherche a relier f'(x) a f(x). Une intégration par parties n’aboutit pas. On cherche un changement de variable. Le seul envisageable
est celui qui échange t2 et x2/ 12, c’est a dire u = x/t ou t = x/u. La fonction u— x/u est une bijection ¢! de R’ dans lui-méme, ainsi, si

x>0,
2

flx)= —Z/Jiol%exp(—(uz/xz-i— uz)] (—%) du=-2f(x).

4. Lafonction f est solution sur R} de I'équation différentielle y’ + 2y = 0. Il existe A € R tel que, pour tout x >0, f(x) = Ae™2%_En utilisant

VI 212

00 o T
la continuité de f sur R, ainsi que f(0) = f e dr= %, on trouve A= f(0). Par parité, pour tout x € R, f(x) = 5~
0
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SOLUTIONS

Exercice 9.18

1. Onjustifier facilement l'existence de ces intégrales. En effectuant le changement de variable x = %, on obtient

+too  dx 0 1 du +oo 2
e e el
0 1+x 001, U 0 1+u

ul

Cela donne I'égalité demandée. On a alors, en notant [ la valeur commune,

1
1+—
+00  dyx +oo 42 +00 1 4 x2 +00 ) +00 1
T R R N e
0o 1+x* Jo 1+x 0 1+x 0 2, 1 0 1
x 2 x——| +2
X X
) A 1 1
Lapplication x — x — %

classe ¢! et bijective de R sur R* . Cela donne

too ] 1 to g
21:[ ——du=|—arctan(— =—
—co u?+2 V2 V2] 2
et finalement [ = 2.
2v2
—(t2+i)x® —-x22 .,
2. Onnote h(x, 1) = € — = e2 —e” X" et alors,
" +1 " +1
22
lh(x, )] = ——
Vit+1
On vérifie les continuités par rapport a x sur R et ¢ sur R*. On majore |h(x, £)| < L
t*+1

continuité. De plus, puisque, pour ¢ > 0, liI}_l h(x,t) =0 et avec la méme domination, on obtient liIJIrl F(x)=
X—+00 X—+00

est ¢! de R} sur R, avec une dérivée x — 1+ =, strictement positive, donc la fonction réciproque est aussi de
X

= (1) et @ est intégrable sur R*. Cela donne la
0.

3. Ona % (x, 1) = —oxe~ (DX _ _oy o= %% o=ix* On a les différentes hypotheéses de régularité et d’intégrabilité (avec la question précé-

dente). On fixe [a, b] c R} . Pour tout x € [a,b] et t =0, 0n a

oh
'a(x, 0| <2be= @ = y(p),

et v est intégrable sur R*. On en déduit que F est de classe %! sur tout segment de R}, donc sur R}, avec de plus, pour tout x > 0,

.2 [TOO 5 o .2 [T o . 2
F'(x) = —2xe'* f e U ¥ dr=—2¢'* f e Wdu=—-vme'r .
0 0

+00 +00 +00 . 5
4. Puisque F admet des limites finies en 0 et +o0, on a la convergence def F'(ndt etf F'(ndt = —\/Ef eldt = xlin F(x) -
0 0 0 —+oo

F(0) = —F(0). Cela donne

1 1 T

1-dvm

f+ooe_”2dt— ! F(0) = ! fm de. _ 1 fm tz_idt— A-D)=—1-1) =
0 N vado “2+i vado A+ VT VT 2v2 2v2

_+iva

+o0 . o
En conjuguant (ou en prenant les parties réelles et imaginaires), on obtient enfin f ellde = —\/_
0 2v2

+00 \/ﬁ
cos(tz)dt: —_—.
fo 2V2

+00 2
et notamment f sin(¢“)dt =
0
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