SOLUTIONS

CHAPITRE 15 - ESPACES PROBABILISES

Exercice 15.1

On note E; 'événement « provient de I'entreprise i » et D 'événement « un objet est défectueux ». Comme E] et E» sont incompatibles, d’apres
la formule des probabilités totales, P(D) = P(D|E1)P(E1) + P(D|E2)P(Ep) = % On cherche ensuite

P(DIE»)P(Ey) _ 3
P(E;|D) = # =

Exercice 15.2

n
On note B =[] A; I'événement recherché. Puisque les événements sont indépendants, leurs complémentaires aussi et ainsi
i=1

n

PB)=[]P(4)= ]‘n[

i=1 i=1

n n
Puisque, pour tout x€ R, e¥ =1+ x, pour tout x€ [0,1],0< 1 - x < e * etainsi P (B) < H exp(— [P> ) = exp( Z [P>
i=1

Exercice 15.3

1. Lunivers Q est I'ensemble des 6-listes de {0,1}® comportant au plus 5 fois le 1. La tribu est I'ensemble 2 (Q), la probabilité choisie corres-
pond a ce qui est donné par I'énoncé (chaque situation n’est pas équiprobable).

2. On note Ay I'événement : «la boite contient k chocolats ». La famille (Ay,..., As) est un systeme complet d’événement. On note C;
I'événement «il y a un chocolat dans le premier compartiment». On a

5 1 5
P(C) =) P(CilAg)P = P Z (C11Ag).
k=0 k=1

Pour déterminer chacune des probabilités conditionnelles, on a un simple probléeme de dénombrement (équiprobabilité de chaque ré-
partition lorsque le nombre de chocolat est donné). Pour k = 1, le nombre totale de listes de 6 éléments avec k fois 1 est (2) etle nombre

totale de listes de 6 éléments avec k fois 1, commengant par 1 est (kil), d’ou

5
k-1 k

P(C11Ag) = =-—.
(C11Ak) o 6
k
. 1 5%6 5
FinalementP (C;) = —(1+2+...45)= ———— = —
36 2x6%6 12
e . . . . . P(C2onCy) . .
3. Onnote Cy I'événement «il y a un chocolat dans le premier compartiment ». On veut déterminer P (C2|Cy) = W On détermine
1

de méme

5
P(CinC) =) P(CinCalAx)P(Ag)
k=0

4 6 k(k—1
OnaP(C;NCzlAx)=0pour k=00ouk=1.Pourk=2P(CNCzlA;) = 2 /(k): (30 ).Onn’aplusqu'écalculer:
P (C2ICy) zi CnClA)l Zk(k 1=
21_5=2 L2 6 = 5515 ¢
On 8.5
peut remarquer que 15 > 1
: )
T = k=1)  k6-k)
4, Ona[P’(Cl)—E,[P’(ClmCZIAk]— ST
k
— 12 1 2 2%35 1
(clCr) = = = ¥ k6-0) =
7 6%30 & 5+6%7 3
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Exercice 15.4

1. Notons By (resp. Vi I'événement «on tire une boule bleue (resp. verte) au kiéme tirage » On cherche la probabilité de I'événement E =
UicisnV1n...Vi_1nB;NnVjy 1 N---N V). Les événements C; étant incompatibles, P(E) = ?:1 P(C;). Avec la formule des probabilités

composées,
P(C;)=P(V1) x P(Vp|V]) x+--x P(B;|(Vin---NV;_1) x -+ x P(Vp|V1N---N V1)
d’ou
v v b v v b1
P(Cy) = X oo X X x X oo X = - -
v+b v+b v+b v+b-1 v+b-1 w+bhiw+b-1""
et finalement )
nmlon iy p-1y b1 v+b-1\"
P(E) = — ) = —~
w+b-1" 33\ v+b (v+b-1" v+b
P(VonB P (V»|B1)P (B b
2. OnalP (B1|V) = (IPZ(\F/]Z) ) = ( 2|]|:> (1‘22) ( 1). OnalP(B)) = 7o P (Va|By) = b+—l;_1 Pour calculer P (V5) on utilise la formule des
probabilités totales :
b v v

P (V2) P (V2|B)P (B +P (V2| VD) P (1) =

b+v—1b+v+b+vb+v
v b v

b+v b+v—1+b+v

Cela donne

b
P (B1|Vo) =
(B1lV2) b+v-1 b v

+
b+v-1 b+v

Si on note N = v+ b, on obtient P (B1|V3) = >
N°—-v

Exercice 15.5

1.OnaX;=/(1 0 O)etpi=p.
2. On exprime a1 en fonction des suites aux rang n - on note A;, : «le tirage n s’effectue dans I'urne A», et By, et C, pour les urnes B et C.
Ona
P (Ap+1) =P (Ap+11AR) P (Ap) + P (Ap+11Br) P (Bp) + P (Ap+11CR) P (Cp)

]__
avec P (Ap+11An) = p, P (Ap+11Bn) =P (Ap+11Ch) = Tp Cela donne

1- 1-
ap+1 = pan + zpbn+ chn.
1-p 1-p
) p 12,
On a le méme type de résultat pour les autres suites. Avec M = %p p % , on ala relation X1 = MX,,.
1-p 1-p
=2 Tz P
3. On en déduit X;+1 = M" Xj. Pour calculer M", le plus simple est d’écrire
1-p 3p—-1
M=——]J3+ I
2 I3 5 I3

ot1 J est la matrice ne comportant que des 1 et qui vérifie J2 = 3] et plus généralement J k = 3k-17¢j k > 1. Par la formule du bindme, en

_1-p _3p-1
notant @ = — etﬁ—T,

Mﬂ

k=1 k=0
3+a)" —a’
+( B a; a

R e e

= p"I ]:ﬁ"prl_T“]

On aalors X;+1 = M" X3, premiére colonne de M", c’est-a-dire

n

ﬁn+ l-a
1—305%
1-a”

3

Xnp+1 =

On vérifie que |a| < 1 et |betal < 1, ce qui donne 3 fois la limite % (assez logique)
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Exercice 15.6

On se place dans I'univers Q = {0, 11N avec la tribu permettant d’obtenir les événements Pile ou Face au lancer k (événements indépendants) et
la probabilité qui correspond.

1. On note Fj I'événement « on obtient Face au lancer k » et Py 'événement contraire « on obtient Pile au lancer k ». Le lancer k de A
correspond au 2k — 1-éme lancer. On veut déterminer

P (Pl NPyN...NPyg_oN FZk—l)
Les événements étant indépendants, on a
P(P1NP2N...0 Pyg_p N Fop_ ) =P (PP (P2)...P (Por_p)P (Fap_1) = 1 - p)2k2p.

2. Sionnote Ay I'événement « A gagne a son lancer n», et G4 'événement «A gagne», ona A= | J Ay, cette union étant disjointe. On a

neN*
par propriété d'une probabilité,
P (G io(l j2n-2 1 p 1
A) = -p p=p = = :
o 1-(1-p? 2p-p> 2-p
3. Onréalise le méme travail sur I'événement Gp : « B gagne ».
By 2n-1 1-p
P(Gp) =) (1-p) p=pl-p)—mg ="
n=1 1-(-p? 2-p
LA partie ne se termine pas lorsque aucun des joueurs ne gagne. Cela correspond a I'événement G4 U Gg. Puisque G4 et Gg sont incom-
1 1-
patibles, P (G4 UGp) =P (Gy) +P (Gp) = 50y + 2_p = 1. La non terminaison du jeu est de probabilité nulle.
-p -p
4. OnaP (Gp) =P (Gy) sietseulement si 1 —p =1 soit p <0 ce qui est impossible... il vaut mieux commencer (si la piece est équilibrée alors

2
P(Gp) = g)

Exercice 15.7

On modélise le tirage de 2 dés en les distinguant (couleur par exemple). Un tirage est un élément de [1;6] 2. 0n a 36 couples possibles. Sur couples,

ily en a4 pour lesquels la somme des dés est 5 et 6 dont la somme est 7. La probabilité d’obtenir une somme 5 a un lancer est p = % = % et celle
d’avoir 7 est g = %, celle d’avoirni 5, ni 7 est r = % = %

1. On note Aj I'événement «la somme des dés au tirage k est différente de 5 et 7 », By : «la somme des dés au tirage k est 5» et Cy : «la
somme des dés au tirage k est 7». On veut déterminer P (4] N A2 N...N A,—1 N By). Puisque les tirages sont indépendants, on a

P(A1NA2N...0 Ap—1 N Bp) =P (AP (A2)...P (Ap-1)P Bn) = " p.

2. Lejeu s'arréte sur la somme 5 correspond a 'événement |_J Ej, la réunion étant disjointe. On a alors

neN*
1o p 1/9 2
Pl U En|=) PE)=T—=—-=1.
neR* = 1-r 5/18 5

3. Méme travail avec Fy, : «on obtient la somme 7 au lancer n sans avoir obtenu 5 ou 7 avant». On a P (Fp,) = ' g et la probabilité que le

jeu s’arréte sur 7 est
1/6 3

+00 q
[FD F = [FDE == = —,
(nlgé* ”) n; B =1 =518 5

4. Les deux événements précédents sont incompatibles, donc la probabilité que le jeu s’arréte est % + % = 1. La probabilité que le jeu ne
s’arréte pas est nulle.

Exercice 15.9

Onnote J, : « Ay joue», Gp : « A gagne le tournoi».

1

3 (

2. Onaaumoins 3 parties, donc les 4 premiers joueurs participent et q; = g2 = g3 = g4 = 1. On prend n = 5 et on cherche une relation vérifiée
par Jj. Sile joueur Ay entre en jeu (a la partie n — 1), il ne peut rencontrer que les joueurs A;—1 ou A,—2 (et pas A;—3 car sinon il aurait
gagné contre Ay 4, Ap—2 et Ap—1).Ona Jy = J p—1U Jp,n—2 oU J, | est'événement « Ay entre en jeu contre Ay. Ces deux événements
sont incompatibles donc P (J,) =P (Jp,n-1) + P (Jn,n—2)- On a J,, n—1 qui correspond a « A,_] entre en jeu et gagne sa premiére partie »

1. OnaP (Gp) =P (GnnJn) =P (GulJn) P Un). Or P (GulJn) = = (le joueur doit gagner 3 fois de suite). Ainsi, py = %qn.

de probabilité P (A, gagne sa premiére partie|J,,—1 )P (Jp—1) = Eqn_l. De méme, si on note E=« A;_p gagne sa premiére partie », F :
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« Ap—p gagne sa seconde partie », on a

1

P(Jnn-2)=PUn—2nENF) =P (Jp-2)P (El/p-2)P (FIUp-2NE) = X n-2= 7 dn-2-

X

N =
N =

On obtient bien, g, = %qn_l + %qn_g pour 1 =5, avec les conditions initiales g3 = g4 = 1.

3. On a une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 a coefficients constants. Les racines de 'équation caractéristique r2 = %r +
1+v5
4

sont

=

distinctes et valent g1 = etqy = % On trouve comme solution

Vn=3,qn= 2 (x{’_1 —xg_l).

V5

remarque : les calculs sont pénibles si on écrit les conditions aux rangs 3 et 4 pour déterminer les constantes. Une astuce ici serait de
poser wy, une suite qui vérifie la méme relation de récurrence pour tout n = 2 avec w3 = w4 = 1, de calculer wy, wj et wy par la relation
de récurrence wo =4w4 —2w3 =2, w1 =4w3 —2wy =0 et wy = 4w, — 2w = 8 afin de déterminer wy, pour tout n a partir de wg et wy.

Exercice 15.10

1 1
1. OnaDy=1k.d ke{1,2,---,| & |} Cet ensemble comporte | 2 | éléments et ainsi P (D ;) = — n . Lorsque d|n, celadonne P (D) = —.
d d p d d d q al=7y
n
1
2. Pour chaque k € [1;7], P (Dp,) = —. Si on choisit une partie J < [1;r], alors [ Dp;=Dgougq= I1 pj (les nombres sont deux a deux
Pk

jeJ JjeJ
premiers entre eux donc m est divisible par chacun d’eux si et seulement si il est divisible par le produit). On a donc

1
P(ﬂDpj)zll(Hpj): [1—-= HIP[Dpj)
jeJ jeJ jeIPi jes
et les événements sont bien mutuellement indépendants.
3. Oname [1;n] premier avec n si et seulement si m est premier avec chaque diviseur premier de n. Sionnote A= {me [1;n],man=1}
r

alors A=) Dp,. On en déduit, par indépendances des événements Dy, et donc de leurs complémentaires, que
i=1

Exercice 15.11

Soit A= ﬂ Ap, - c'estbien un événement (T est une tribu). On note By = ﬂ Ap. Puisque les événements A; sont mutuellement indépendants,
neN nsN

N
P (By) = H P (Ag). Ona A=Nnen By avec (By) nen décroissante pour I'inclusion. On en déduit par propriété de la limite décroissante :

k=0
N
P(A)= lim P(By)= lim P(Ag).
= i pia- T e(a)

Exercice 15.12
1. fonction du second degré, le maximum est au milieu des deux racines 0 et 1 donc en 1/2 et vaut 1/4.
— 1
2. Si Aet Bsontincompatiblesalors Bc A.OnaP(B)s1-P(A)etP(0APB)<sP(A1-P(A) < 1 d’apres la question précédente.
3. (@) OnaP (B)=P (BN A)+P (B mZ]. Cela donne
P (A)P (B) :[P(BmA)P(AHP(BmZ)P(A)

et ainsi
P(AnB)—P(A)P(B)=|P(AnB)(1—|P(A))—|P[BnZ]P(A):P(AmB)P(Z)—P(_AnB)P(A)

1 —_
(b) OnadoncP(AnB)-P(APB)sP(AnB)P [A] < 1 puisque AN B et A sont deux événements incompatibles. De méme, on a
— 1
P(ANB)-P (AP (B)>—P(BnA)P (4) > -

Finalement |P (AN B) —P (A)P (B)| < %.
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Remarque : on peut retrouver cette relation a partir des fonctions indicatrices : si A est un événement alors E (1 4) =P (A). Ainsi, en utilisant que

lanp=14.1p:
IP(ANB)—P (AP (B)| = [E(1415) ~E(10)E(1p)| = lcov(l 4, 15) < v/ VA V(I p)

OnaV(1y=EQ li) — [E(IA)2 =p- p2 < % sion aposé p =P (A). On retrouve I'inégalité.

Exercice 15.13

Cela vient des propriétés simples de I'application image réciproque
1. T est bien contenu dans Z(Q) et Q = f‘1 Q@hHeT,
2. Soit A€ T. Tl existe B T’ tel que A= f~1(B). Onaalors A= f~1(B). Puisque 7’ est une tribu, Be 7' et A= f 1 (B) e T.

U Bi|= U ! (B;) pour toute famille de parties de Q'. Si (A;) nepy est une famille d’éléments de 7, il existe pour chaque
iel iel
neN, By €T tel que A, = f~1(By,). Alors

3. Onsait que f!

UAn: Uf_l(Bn):f_l(UBn
neN

neN neN
Puisque 7’ est une tribu, | J By estdans 7’ et | J Ay estdans T
neN neN
Finalement T est une tribu de Q.

Exercice 15.14

1. Sion note By, = ﬂ Am, Bm est bien un événement en tant qu’'intersection dénombrable d’événements. On a alors B = U By, qui est
m=n neN
un événement en tant qu'union dénombrable d’événements. On a la méme chose pour C.
2. Onnote de nouveau B, = | A et Cj= U Ap pour j et m entiers. Soit m et j deux entiers. Si on note i = max(m, j), alors By, < A; ©
m=n >7
p=j
Cj. Ainsi, pour tout met j,ona By, Cj donc By, © ﬂ Cj = C. Puisque, pour tout meN, B;; cC,on a U B, < C, c'est-a-dire Bc C.
JjeN meN
Plus précisément, on a les inclusions

BicByc...cBgcByi1c...cBcCc...cCjycCjc...c(.

3. — Onaw e Blorsqu'il existe mg € N tel que w € By, c’est-a-dire que w € Ay, pour tout m = myg : w est dans tous les événements sauf un
nombre fini.
— Onaw € Clorsque, pour tout m € N, il existe ng = m tel que w € Ay, : w est dans un nombre infini d’événements.

Avec cela on retrouve que B c C.

Exercice 15.15

1. (a) On note C, = U Ap et C = ﬂ Cj,. Puisque C est I'intersection décroissante des Cy, on a P(C) = liril P(Cy). Or P(Cy) <
m=n neN n—+oo
+00
Z P(Am). Le reste d'une série convergente tend vers 0, donc la limite cherchée est nulle.
m=n
(b) Lévénement C est de probabilité nulle et C est 'ensemble des éléments w qui sont dans une infinité des A;,.

2. (a) inégalité de convexité standard.

(b) On s'intéresse a I'événement contraire C et on va montrer que sa probabilité est nulle. On a C = U ( N Am). En tant que réunion
neN\m=n

croissante, on a P(C) = nliT P ( ﬂ m) On les événemnts A; étant indépendants, les événements Ay le sont aussi. Ainsi, pour
10 \m=n
N>n,ona
N N N N N
Pl O Am|=[] P [Am] =[] a-P@Aam)< [] exp(-P(Am)) = exp(— Y P(Am)|.
m=n m=n m=n m=n m=n

On a utilisé le fait que 1-P(A;;) = 0 pour majorer le produit. En passant a la limite lorsque N tend vers +oo, on obtient P ( N m) =0.
mz=n

Finalement, par limite croissante, (E) =0.

On note A; I'événement « on obtient Pile au lancer 7 ». Les événements A; sont indépendants et, pour tout n € N, PP (A;) = p. Ainsi
Z P (Ap) est divergente. L'événement « on obtient Pile une infinité de fois » est limsup A, et il est de probabilité 1. Pour la seconde
question, on ne peut pas se contenter de considérer les événements By, = Ay N Ay41 N...N Ap+m—1 car ils ne sont pas indépendants.

On découpe en paquet de taille 7 : onnote By, = Apn N Amns10...0 Amnim—1. OnaP (By) = p’" (constant), les événements By, sont
indépendants et Z P (By,) diverge. La probabilité d’obtenir un nombre infini de séquence de m Piles consécutifs est donc 1.

-—

(c
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Exercice 15.16
raoo , . . c 5
1. On note Sy 'événement « on n'a pas obtenu 6 au tirage k ». Les événements sont indépendants et P (Sy) = s pour tout k. Ona A, =

5 n
$1N...0Sn d’oﬁlF’(An)z(g) .

2. Ona Fj = S1N...nSi_1 N Sg. De nouveau, par indépendance, P (Fy,) =

&)

|~

3. Ona K =(yen* Ap-. Par continuité décroissante P (K) = nlirf P(Ap) =0
—+00

4. OnaK =Upgens+ P (Fy). Puisque les Fy sont disjoints, on a
+00 o0 1 -1
P (K= kz (Fe) = g g(—) =s—5 =L

On en déduitque P(K) =1—-P (f) =

5. Cette question rejoint I’exercice sur les limites supérieures et inférieures.
— On note Ry 'événement « obtenir 6 au tirage k». On a w € G si et seulement si, pour tout N € N, il existe k = N, w € Ry c’est-a-dire

we |J Rg.Encombinant, cela donne
k=N

De méme w € H si et seulement si il existe Ne Ntel que w € [| Ry ce qui permet d’écrire

k=N
U ( N Rk)-
NeN* \k=N

M 1
— Calcul de P (H) : Les événements Ry sont indépendants. On a P ( N Rk) = —/-j51 €tpar continuité décroissante (par rapport a M),
k=N 6

onaIP’( M Rk

k=N

N
=0.Sionnote H, = ( N Rk), par continuité croissante, on a
=1\k=N

P = lim Ri|= lim 0=0

() N—>+oonU1 (kDN k) N—+o0o0

— Calcul de PP (G) : on note Gy = Ug=n Ri. C'est une suite décroissante d’événements donc P (G) = Nlim P (Gp). On vérifie alors
—+00

que P (Gy) = 1 pour tout N € N ou plutdt P (EN) = 0. En effet, Gy = Ng=n Ry et par continuité décroissante, on a P (m) =

5\M-N+1
lim (—) =0.
M—+o0 | 6
Exercice 15.17
i . i 11 @)
1. Il suffit de vérifier que Y py =1 (puisque, pour tout k €N*, pr. 20).0r ) pp=— Z P
keN* keN* ¢la) =y ((a)

1 t° 1

1
2. OnaP,(2N*) = Z Dok = — . Plus généralement, pour p € N*, on a P, (pN*) = #.

(@ = L @07 " 20
W.OrAmB:(jN*)n(mN*):qN* ol g estle ppcm de j et

m. On a alors P;(AN B) = —=7. Les événements sont indépendant si et seulement si v m = jm, c’est-a-dire si et seulement si j et m sont

3. Les deux événements sont indépendants siPg(ANB) =Pu(A)NPy(B) =

premiers entre-eux.

4. On considére un nombre fini des A; : A;},..., A avec i} <...<ig.Onane N Aj, si et seulement si p est un multiple non nul
q=1,..,k
des nombres premiers associés pj,,..., p;,, donc si et seulement si n est multiple non nul de p;, ... p;,. On en déduit que N Aj, =
q=1,...k
k

(pi -+ pi,)N#*, de probabilité H Py(A; ) Les événements sont bien mutuellement indépendants.

(pi, -o-lﬂik) g=1
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n
5. Ona Cy = [ )| A;. Puisque les événements A, sont mutuellement indépendants, leurs complémentaires le sont aussi et
i=1

n n 1
Pa(Cn) =[] -PaA)) =[] 1—7)-

i=1 i=1 i

6. Les Cy, forment une suite décroissante pour I'inclusion. Leur intersection est 'ensemble des entiers non nuls divisibles par aucun nombre

premiers, donc C = | J Cp = {1}. Par limite décroissante
peN

Pa(0)= lim ]‘n[ (1 - —)

i pl

|’_‘

Or P,({1}) = Ainsi
oo
=i f1{1- e -

i=1
Exercice 15.18

k
1. Ona (a,b) ¢ Ay, sietseulementsi (a, b) estdans'un des U;.Ona Ay = U U;
i=1
2. ce sont les nombres p¢ tant que p¢ < n, soit p < % Ilyen adonc L%J.
3. Lensemble (] U; est 'ensemble des couples (g, b) avec a et b tous les deux divisibles par d = H p;. Cela revient a dire que a et b sont
iel iel

chacun des multiples de d. Il yen a L%J pour chaque donc Lg]z couples possibles.

4. On applique la formule du crible :

k k .
cardA, = n—card(U l):nz—Z(—l)]_1 > card(Ul-lﬂ...mUl-j)

i=1 j=1 1<i1<.‘.<ijsk

k .
ey D) Y card(Uyn..nUp)
j=1 1$i1<...<ij$k
. . n 2
Si d est un entier entre 1 et n, on calcule p(d) {HJ

— sid=1alorsil vaut n?,
— sid contient un plz., le terme est nul,

— sid=p; e Pip le terme vaut (—1)7 card (U,‘1 N...N Uij)

n ni2
On obtient bien card (Ap) = Y p(d) {—J .
d=1 d

1 d)|n|2
5. une petite question toute simple... évidemment, on s’intéresse a liIJIrl —zcard (Ap).Ona chard (Ap) = Z &2) {EJ . Lorsque n tend
n—+00 p n -1 n

Lz On s’attend donc a avoir une limite Z Na(l ) . Onjustifiera cette limite dans

2
vers 400, on a (par encadrement 31mple), {%J
n n—>+oo d d=1

un second temps. On s’intéresse a son calcul.

- (d) 1 i
— Lasérie ) “d_z converge absolument, comme Y | — - Par résultat sur le sommes doubles :

b b

On effectue une sommation par paquet sur les paquets I, = {(d, n) e N*2, dn = k}. Cela donne

S= Z (Z u(d))

k=1k dlk

_ u(d)
(d,n)EN*2 (dn)z

— on calcule ) p(d). On note qy,...,gm les diviseurs premiers de k. Lorsque d est divisible par I'un des q?, u(d) = 0. Lorsqu'on a p
dlk
facteurs premiers deux a deux distincts dans d, on a u(d) = (-1)P. 1l y a exactement exactement ( ) p-uplets de la sorte. En les
regroupant, on a

Y pd) = Z( 1)”( ) a-n"=o,

dlk p=0

année 2025/2026



SOLUTIONS

sauflorsque k =1 ot on a alors un seul terme valant 1. Finalement

+00 ) 2 +00 /J(d) +00 /,L(d) 6
S=1+ Z = Z Z —22—2
k:2k d=1 d b4

— il reste a montrer ce que 'on a admis, a savoir

. 1 n n 2_+OO I‘l(d)
iz LH@ ) = X

n—+o00

On étudie la différence "
1 ni2 1

gl L3~

" dz=:1y n? LdJ d?

On a ensuite 0 < % -1< l%J < g et ainsi [% - 1)2 < {%J <L puis

2
On a ainsi %{%J —dl Ldetamﬁ
n
ol 1 n,2 2 &1
Sal< Y |- 2 <2y L
aild? n? {dJ nam d
n
On sait que Z 7 nﬂ~+ooln n, ce qui donne nETooS” =0
d=1

Exercice 15.19

1. On peut le faire de deux manieres :

— en vérifiant les différentes propriétés d’une tribu : Q est obtenu pour T = N, le complémentaire de A= |J Apest A= |J Ay ol
neT neT’

T' =N\T et la stabilité par union dénombrable (si B = U Apalors U Br= U Apolu T = U T e Z(N)).
neTy keN neT’ keN

— On considere 'application f:Q — N qui 2 w € Q associe I'unique 7 € N tel que w € Ay,. Avec cela, A = f~1(Z(N)) image réciproque
d’une tribu sur N.

2. Soit T une tribu infinie sur Q. On commence par définir les ensembles A; candidats : ce sont les ensembles les plus petits qu'on peut
distinguer dans la tribu (A, estl'intersection de tous les éléments de la tribu qui contiennent Ay). On définit une relation d’équivalence
entre les éléments de O :

wRo' lorsque Ve T,we t o o' € t.

Les classes d’équivalence pour cette relation forment une partition de Q. Si A€ T, alors A= | w = | Cl(w) ou Cl(w) est la classe de
weA weA

w (cela vient directement de la relation d’équivalence : si w est dans un élément de la tribu alors tous les éléments de la classe le sont).

Puisque Q est dénombrable, il y a au plus un nombre dénombrable de classes d’équivalences. De plus le nombre de classe d’équivalence

ne peut pas étre fini sinon il n'y aurait qu'un nombre fini d’éléments dans la tribu (au plus 27 si p est le nombre de classes d’équivalence). Il

y adonc un nombre dénombrable de classes d’équivalence. On note (A) nen ces classes d’équivalences. D’apres larelation A= | Cl(w),

weA

la tribu T est contenu dans la tribu A : tout élément de T est de la forme |J Aj pour un certain T < N. Réciproquement, on vérifie que
neT

chaque Aj est bien dans T (ce qui, par union dénombrable ou fini, justifiera que tous les éléments de A sont dans 7). Si w € A,. On

considere tous les éléments de la tribu qui contiennent w : ce sont les |J Ay ou T; est une famille de &?(N). Leur intersection est
ne Ti

B= U AjyouT estlintersection de tousles T; donc T € Z(N) avec de plus n € T car A, est dans tous les éléments de T qui contiennent

neT
w. Si B # Ay, alors on aurait une contradiction avec la définition de A, car pour tout ’ € B, on a wRw'. Finalement A, € T pour tout

neN.

3. D’apres ce qu'on vient de voir, une tribu sur Q est soit finie, soit en bijection avec & (N) non dénombrable.
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