SOLUTIONS

CHAPITRE 16 - NORMES, SUITES

Exercice 16.1

existence : la fonction ¢ — |P(f) — P'(#)| est continue et positive sur [0, 1], donc elle est majorée et || P|| existe et est positive.

définie : soit P de norme nulle. La fonction polynomiale P — P’ est nulle sur [0, 1], donc le polynome P — P’ est le polyndme nul. On a donc
P =P/, ce qui est impossible pour des raisons de degré si P n’est pas le polynome nul. Ainsi || P|| = 0 entraine P = 0.

— homogénéité:sileR,ona

!

l

sup [AP()—AP'(®)|= sup |MIP(t)-P' ()] =|Al sup |P(8)-P' (1),
te(0,1] te[0,1] te(0,1]

puisque |A]| = 0. Cela donne [|AP]| = |A] || P]l.
— inégalité triangulaire : soit P, Q € E. Pour tout ¢ € [0, 1],

I(P+Q)(H) - (P+Q(I<IP®)-P' 0I+1Q(1) - Q" (DI < IPI+1QIl.

On a donc un majorant, si bien que [P+ Q| < [Pl + QI

Exercice 16.2

— l'application est la norme associée au produit scalaire usuel sur My (R), c’est-a-dire celui qui a (A, B) associe tr (‘A.B).
— On effectue le calcul directement :

" 2
> AikBkj) )

k=1

n n n n
I1ABI®= )" )" (AB)}; = Zl Zl
i=1j=

i=1j=1

et I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

n 2
> AikBij| <
k=1

On obtient alors

n n n
Y A% Y Y B | =147 18I,

IABI>< ).
i=1j k=1

n
i=1j=

l_ilBil) = (i i Ay

1

Exercice 16.3

1. On prouve les différents points :
— existence : la fonction ¢ — x + ¢y est continue sur [0, 1] et est donc bornée. Cela donne l'existence de N((x, y))
— positivité : immédiat
— caracteére défini : si N((x, y)) = 0 alors pour tout ¢ € [0,1], 0 < |x + ¢y| < 0. Ainsi la fonction affine t — x+ ¢ty est nulle est x = y =0 (on
peut prendre des valeurs pour ¢, par exemple 0 et 1).
— homogénéité :si 1 e R,
sup |[Ax+tAyl= sup |Allx+tyl=I|Al sup |x+tyl,
t€[0,1] t€[0,1] t€(0,1
puisque |A| = 0.
— inégalité triangulaire : soit (x, y) et (x', ') deux éléments de R?. Pour tout € [0,1], on a

|+ x") + t(y+ Y < |x+ eyl +|x + ty'| < N((x, ) + N((x', y)).
Cela étant valable pour tout ¢ € [0, 1], on a bien N((x, ) + (x', ")) < N((x, y)) + N((x', y")).
Lapplication est bien une norme.

2. On détermine la boule fermée (plus facile avec les bornes supérieures) unité. On a N((x,y)) < 1 si et seulement si, pour tout ¢ € [0, 1],
|x+ tyl < 1. Les valeurs extrémes de x + ty sont en 0 et 1 si bien que N((x, y)) = max(|x|,|x + y|). Ainsi (x, y) est dans la boule fermée unité
si et seulementsi |x| < 1et|x+ y| <1.On trace les bords du domaine x = +1 et x+ y = 1. La boule est a I'intérieur.

3. Pour se donner une idée des constantes, on essaie de placer les différentes boules unités les unes dans les autres. Si on a deux normes N}
et Ny :larelation N1 < a N, donne que B, (0,1) < By, (0, @) et réciproquement. On cherche le plus petit a > 0 tel que B, (0,1) < B, (0, @)
ce qui donnera la meilleure constante telle que N1 < N». Il n'y a alors plus qu’a le démontrer...

Exercice 16.4

1
1. Onintroduit ®: (f,g) € B2 — f(0)g(0)+ f f'(0g'(t) dt. Nest clair que ® est une forme bilinéaire symétrique et positive. Montrons qu’elle
0

1
est définie. Soit f un élément de E tel que ®(f, f) = 0. On a alors ®(f, f) = f(0)2 +f f’z(t) dt = 0. Cela donne f(0) = 0 et, puisque f’2
0

est continue et positive sur [0,1], f " = 0. Ainsi f est constante, et donc nulle puisque f(0) = 0. Ainsi, ® est un produit scalaire et N est la
norme euclidienne associée.
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t
2. On écrit que pour tout £ € [0,1], f(#) :f(0)+f f’(u)du, ce qui donne
0

t 1
|f(t)|s|f(0)|+f0 |f’(u)|dus|f(0)|+f0 |f'w)| du.

On sait que pour a et b réels, ona ab < %(a2 +b?), et on en déduit que (a + b)? < 2(a? + b?). 1l vient alors

fol If’(t)ldt)z).

1 2
(If(O)I +f0 If’(t)ldt) <2(|f(0)|2 +

D’autre part on a, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1 2 1 1 1
(f |f’(t)|dt) s[ dt~f f’(t)zdt:f ()% dt.
0 0 0 0

1 1
D'ott | £(0)| +f |f'(n]dr< \/E\/|f(0)|2 +f |f'0)? dt, et donc pour tout £ € [0, 1] | £(1)| < VZN(f), d'ott || f] o, < VZN(f).
0 0

N n
3. Utilisons la suite de fonctions de I'énoncé : pour n> 1, on a | ||, = 1 et N(fn) = —=2—=.0Ona (Un) _

lim = —
va2n-1 n=ieo | fulloo  Van-1

= 400. Les

normes ne sont pas équivalentes.

Exercice 16.5

On vérifie assez facilement l'existence, la positivité, 'homogénéité et I'inégalité triangulaire. Il reste le caractere défini. On a N(Q) = 0 si et
seulement si Q s’annule en chacun des xj.

— sip+1>n(oup=n)alors N(Q) =0 entraine Q = 0. On a bien une norme,
p
— si p < n:onconsidere le polynéme Q = H (X —xp). llest de degré p + 1 < n, non nul et N(Q) = 0. On n’a donc pas une norme.
k=0

Exercice 16.6

Supposons qu'il existe x € E, non nul, tel que N (x) < N2(x). On note y = x/ N2 (x). On a alors N1 (y) < N2(y) =1donc y€ By =B dout Na(y) < 1
ce qui donne une contradiction. On fait de méme si N (x) < N7 ().

Exercice 16.7

1 1
— existence : pour tout n eN les intégrales I, = f f@ t"dt existent (fonctions continues sur [0,1] et, pour tout 7 € N, 'f f(t)t”dt <
0 0

1
f | f(#)|dt. La borne supérieure existe.
0

— Ona, pour LeR,

1 1
N(/lf)zsup{U(; Af(t)t”dt;nel\l}zsupl/ll{'/(; f(t)t"dt;neN}zl?LlN(f).

— sineNet f,g€E,

1 1 1
U A(f+g)(0)t"de| < f Af(nitde +[ Ag(nt"dt| < N(f) + N(g)
0

Cela étant vrai pour tout n € N, 0naN(f+g) S N(f)+N(g).

— SiN(f) =0, alors, pour tout n €N, f /lf(t)t”dt—OetpourtoutpolynomePE[R[X],f Af(®)P(r)dt = 0. Il existe une suite de polyndome

P;, qui converge vers f pour la norme infinie, alors

<[ Flloo I1f = Prllo»

1 1
U fz(t)dt—f F(OPy(n)dt
0 0
1
de limite nulle lorsque 7 tend vers +oo. Cela donnef fz(t)dt =0et f=0.
0

Exercice 16.8

1. Pour la premiére norme, c’est du cours. La norme N est bien définie (la suite (u,,+1 — uy) est bornée) et positive. Si N(u) = 0 alors la suite
u est constante. Puisque ug = 0, la suite est nulle. Chomogénéité et I'inégalité triangulaire se montrent de facon standard.

2. Pourtout n €N, |uy+1 — Ul < 2Noo(u), donc N(u) < 2Noo (u).

3. On cherche a montrer que Noo/N n’est pas bornée : par exemple un cherche une suite de suites w®) telle que N @®) =1 et Noo(u®)

(k) (k) _

tend vers +oo lorsque k tend vers +oo. On considere la suite u® telle que u;’ =nsin<ketu,’ =ksin=k(elle montedelenl et

année 2025/2026



SOLUTIONS

(k))

Noo(u
s’arréte au rang k). Alors N(u(k)) =let Noo(u(k)) =k, si bien que lim ool = +00. Les normes ne sont pas équivalentes.

Exercice 16.9

Pour tout X € M1 (C) \ {0}, grace a l'inégalité triangulaire, pour k € [1; n],

max. Z la; ;| ) I Xlloo-

[(AX)g| < (Z lay;| ) 1Xlloo <

p
En passant au maximum, il vient || A X[l oo < max Z |cl,]|)||X||Oo d’ou |||All| € max Y |al-j|:M
1< 1<isnj=]
J

P
Construisons un vecteur X unitaire tel que || A X |loo = M : soit ip tel que M = Z laj, ]I Ecrivons le nombre complexe a;, j sous laforme |ato j) 6
im1
Posons X = {(e7/01 ... e~i0n) Ona (AX);, = M et | Xloo = 1. Donc ||| All| = | AX [0 = M et finalement || Al = M = max Z |ajjl.

\l\n] 1

Il reste a montrer que c’est une norme. Lapplication est bien définie pour toute matrice, elle est a valeurs positives.

p
— si || Alll = 0. On peut utiliser les deux expressions pour ||| Al|l. Avec les coefficient, on a, pour tout i € [1;n], Z Ia,-jl = 0 donc pour tout
j=1
i €[1;n], on a, pour tout j € [1;n], a; j = 0. La matrice A est nulle. Ou bien, par définition de la borne supérieure, pour tout vecteur
colonne X,ona0< % < ||l Alll donc | AX |loo = 0 pour tout vecteur X non nul. Ainsi AX = 0 pour tout vecteur X non nul donc A=0
(o 0]

(on peut prendre pour X les vecteurs de la base canonique et ainsi chaque colonne de A est nulle).
— Pour 'homogénéité, de méme, les deux expressions permettent de |'obtenir facilement.
— De méme pour l'inégalité triangulaire... Si A et B sont deux matrices alors, pour tout i € [1; n],

n n
Y lajj+bijl< Y lajjl+1bjjl < ZI%,HZIb”I (LAl -+ 111 BIII-
=1 j=1 j=1

Cela étant vrai pour tout i € [1;n], onalllA+ Bll < [l All + I BIl.
Ou bien : pour tout X vecteur colonne non nul, on a

[(A+B)Xlloo _ IAX+BXlloo _ 1AXlloo | 1BXlloo

= < + < [IAll + 1IIBIII.
1 Xl oo 1 Xlloo I Xlloo I Xlloo
De nouveau, on obtient ||| A+ BJ| < || All + || BIll.
Si M € M, (C) et X un vecteur colonne non nul, on a ”fl\gf)ﬁ” < [[IM]]l, c’'est-a-dire [ MX|loo < [IM]]l | X]loo- C’est également vrai si X = 0. Cela

permet d’écrire
IABXlloo = IA(BX)lloo < AN BX lloo < AN BIIN X oo

et ainsi, pour tout vecteur X non nul, % WAIILIIBII ot 1 ABII < Il AlllI BII.

Exercice 16.10

1. On propose deux méthodes :
— l'inégalité est vraie sil'un des réels est nul. On suppose que les deux sont strictement positifs. On écrit alors

En prenant le logarithme, on a
1 1
In(aB) = — In(aP) + —In(B7).
p q

=1 (avec des termes positifs), on a

Ql'—‘

Puisque la fonction logarithme est concave sur R} et que %

In

o, ﬁ_) > Lint@?) + Linp9).
p q) p q

Cela donne le résultat par composition par la fonction croissante exponentielle.
p . e - .
— on fixe > 0. On pose f(a) =af — % pour a = 0. La fonction est de classe € sur R%, de dérivée f'(a) = f—a” 1, La fonction est

1
nulle en 0, de limite —oco en +oo et posséde un maximum global lorsque a = 7. On calcule la valeur en ce point :

_P_
p-1

FBTT) = BT - BT =BT )= 2,

=

1
p
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2. On se place dans le cas indiqué. Pour tout ¢ € [a, b], on a
1 1
If@lg®l < Zlf(t)lp + ;Ig(t)lq.

En intégrant entre a et b, on obtient

b 1 1
sf Ifllgldr<s —+—=1.
a

b
(ngde
IR aF

b Up b lq
De le cas général, on note I = ( f IfPd t) etlh = ( f lg®19d t) . Si 'une de ces intégrales est nulle, alors la fonction corres-
a a

pondante est nulle et 'inégalité est vraie. Sinon on consideére f = I_]; On a

b _ 1 b
f |f(t)|pdt=b—. |f(t)|pdt=l.
“ flf(t)l”dt ¢
a

On a le méme résultat pour la fonction g = g/I>. On applique le résultat précédent, ce qui donne

b _ 1 b
U f(ngumr‘:-‘f Fgdt
a 1112 a

<1,

b
f Fognde
a

3. On utilise I'écriture conseillée, on obtient alors

ce qui donne < I1 I, c’est-a-dire le résultat.

b b b
f|f+g|”<f |f|.|f+g|”_1+f glIf +glP L.
a a a

On applique I'inégalité de Holder a chacune des deux intégrales. La premiére donne

b b b
f|f|.|f+g|”‘1s(f If(t)lpdt) (f If(t)+g(t)|(p‘1)‘7dt)
a a a

Puisque 1/p+1/g=1,soitpg=p+q,ona(p—1)q=pq— q=p.Celadonne la majoration

fab IfIIf +gIP ! < (fab |f)1P dt) (Lb If()+g@l” dz)llq.

1/p 1/q

1/p

De méme,
1/q

b b Up  op
f|g|.|f+g|’7*1<(f Ig(t)lpdt) (f If(t)+g(t)|pdt) ,
a a a

R N RN N

1/q
1

, ce qui donne, en utilisant 1 — G- %

ce qui donne en ajoutant,

b b
Si f |f+glP = 0l'inégalité cherchée est vraie, sinon, on peut diviser par ( f If +gl? ,larelation.
a a

b
4. Lapplication est bien définie et positive. Chomogénéité est immédiate. Si f |fIP = 0, puisque | f| est continue et positive, alors f est
a

nulle. L'inégalité triangulaire est prouvée au dessus.

Exercice 16.11

1. (@) Sixp converge simplement vers x et x". Soit y € E.On a nlinolo<xn -x,y)=0et nlingo(xn —x', ) = 0. Par différence, nlingo(x' -x,y)=0
donc {x' - x,y) =0. Cela étant vrai pour tout y € E,onax - x' =0et x=x'.

(b) Par inégalité de Cauchy-Schwarz, |<xn - X, y>| < llxp—x| || y|| Par majoration, la convergence forte entraine la convergence faible
(vers la méme limite).

2. — si (x) converge fortement vers x : on a déja la convergence faible. On a ensuite |||x; || — |x|l| < llx; — x| (inégalité triangulaire) donc
lim |xull — x|l =0, c’est-a-dire lim | x| = llx|.
n—+oo n—oo

— Réciproquement, on a liIP (Xn — x,x) =0 ce qui donne lir_{l (xn, X) = (x, x) = | x]1. Alors
n—+oo n—+o00

2 2 2
X = xII7 =l xnl” + 1 x17 = 2{xpn, x)

Avec les différentes limites, on obtient lim__[lx, - %2 = 1xl2 + Ixl2 = 21xI% = 0.
nt0+00
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3. Comme d’habitude, la dimension finie apporte I'existence d’'une base et méme ici d’'une base orthonormée. Soit (e1,...,ep) une base

p p
orthonormée de E. On a ||x|? = ) <x,ei>2 et de méme ||x,)%> = ) <xn,e,->2. La convergence faible donne, pour tout i € [1;p],
i=1 i=1
lim (xp,e;)={(x,e;)dott lim [lx,l? = llxI?. $"il y a convergence faible, on a donc la propriété lim |xy| = llx| et ainsi la conver-
n—+oo n—+oo n—+oo
gence forte.

Exercice 16.13

1. La fonction ¢ — |P(#)Q(#)| est continue et positive sur [-1,1] d’ou I'existence et la positivité de Ng(P). Une fois cela fait, on utilise les
propriétés de la norme infinie sur [-1, 1] pour obtenir :
— No(P)=0¢ ||PQls =0« PQ=0< P=0puisque Q n'est pas le polynéme nul,
— NoAP) =lIAPQl = 1A IPQllo = [AING (P),
— No(P1+P2) =1IP1Q+ P2Qlloo < I1P1Qllog + 1P2Qlloo = N (P1) + N (P2).

2. Supposons que Q ne s’annule pas sur [—1,1]. Il existe m, M > 0 tels que, pour tout ¢ € [-1,1], m < |Q(#)| < M et ainsi m|P(#)| < |PQ(?)| <
M|P(1)|
— pour tout £ € [-1,1], |[PQ(#)| < M|P(t)| < MN; (P) donc No(P) < MN1(P)
— pour tout £ € [-1,1], m|P(8)| < |PQ(¥)| < NQ(P) donc mNj (P) < NQ(P)
Dans ce cas les normes sont équivalentes.
Supposons maintenant que Q s’annule en a €] — 1,1[ (le principe est le méme si c’est en +1 avec une gestion du coté). On a toujours
N@(P) < MN;(P). On va construite un polynéme P telle que Nj(P) = ||Plloo = 1 et Nq(P) aussi proche de 0 que souhaité. On se donne
€ > 0. Puisque Q(a) =0, il existe > 0 tel que I = [a—n,a+n] < [-1,1] et, pour tout £ € I, |Q(£)| <&.Soit R=1-A(X — @)% avec 1 >0.0On a
R(a) =1 et R< 1. On prend A suffisamment petit de sorte que R(1) = 1 — A(1 — a)? et R(~1) soient positifs. On a alors pour tout £ € [-1,1]
avec t # a, 0 < R(#) < 1. On note alors P;; = R". On a alors

No(Pp) <  sup IPnQ(t)|+sup|PnQ(t)|sM(l—/lnz)”+£.
te[-1,11\1 tel

NA(P}'ZO)

sur [-1,1]\], R et P, sont maximaux en a + 1. Il existe donc ng tel que NQ (Ppy <2e et w75
N1(Ppy

normes.

< 2¢. On a donc la non-équivalence des
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