SOLUTIONS

CHAPITRE 18 - SERIES ENTIERES

Exercice 18.2

Puisque (a,1™) converge vers 0, le rayon de converge est au moins 1. Puisque Z an1" diverge, le rayon de convergence est au plus 1. Finalement
R=1.

Exercice 18.3

1. OnaA"apz" = an(A2)". Si |Az| < R (soit |z| < R/|Al) alors ) A" a,z" converge, etsi |Az| > R (soit |z| > R/|A|) alors ) A" a,z" diverge.
On en déduit que la nouvelle série entiére a un rayon de convergence R/|A[.

2. — Soit R’ le rayon de convergence de Y _ a2 z". On remarque que |a2z"| = (Ianl(\/E)”)z.

— Si/[z] < R (C’est-a-dire |z| < R?), alors (an \/|7|n) est bornée, donc (Ia%z”I) est bornée. On en déduit que R' = R? (tout z de la boule
B(0, R?) vérifie (a2 z™) est bornée, elle est donc contenue dans B(0, R') et R? < R').

— Réciproquement, si |z| < R, alors (a,%z”) est bornée, donc la suite (aj, \/mn) est bornée. On a donc v/z] < R, et cela, pour tout z tel
que |z|2< R'. Pour tout z tel que |z| < R', on a |z| < R, on en déduit que R’ = R? (pour tout r < R/, on a B(0, r) < B(0, R?), si bien que
R'<R?).

Exercice 18.4

n
— Soient @ € Rtel que 0 < @ < R, et z € C. La suite (|ay|a™) est bornée. Soit M un majorant de cette suite. On a alors %lzl” < M% (%) ,

n
et comme la série de terme général % (%] est une série convergente, on en déduit que la série de terme général a,z"/n! converge

£ .s an . .
absolument. La série entiere Z — z" a donc un rayon de convergence infini.
n

— Lorsque R =0, on ne peut pas dire grand chose. 1l suffit de prendre a, = (n)* ol @ > 0. Si a = 1, le nouveau rayon est 1, si & > 1, il est nul
etsia €]0, 1], il est infini.

Exercice 18.5

1= 2: ilexiste unentier ng et M € R™ tels que, pour tout = ng, ¥/Jan| < 1\_’14,
n

. . M . ! . . .
est donc supérieur ou égal a celui de )| nl—z". Soit uy = 2L M™2z" (on suppose M > 0 sinon tous les coefficients a,, sont nuls a partir
n n

n
cequidonne |ay| < % Le rayon de convergence de Z nla,z"

d’un certain rang). Les termes u; sont non nuls, et

(n+1n" no\n
= M|z| = M]|z|.
(n+1" Il (n+1) Il

Un+1
Un

Ce quotient tend vers @ lorsque 7 tend vers +oo, et la série entiere a un rayon de convergence égale a e/ M. On en déduit que la série
entiere de départ a un rayon de convergence strictement positif. Plus simplement, il suffit de constater que |uy| < (M|z|)" et la série
converge lorsque |z| > 1/M (ona n!/n" < 1).
2=1: Soit R le rayon de convergence de la série entiére et soit M € [0, R[. La suite (n!a, M™) est bornée. 1l existe K = 0 tel que, pour tout
n Kl/n
Vn M
Kl/n
s n n oo . n e L . P .
Striling, ona vn! ~ . Finalement lim ———— = —.Lasuite étant convergente, elle est bornée. On en déduit par conséquent
n—-+oo n—+oo /i M M
que (nv/lay|) est bornée, ce qui signifie bien que V[anl= O (%)
n—+oo

neN,|nla,M"| < K.Celadonne |a;,| < n'_I]\</[” etnVlanl < . La suite (K””) converge vers 1. Par la forme faible de la formule de

Exercice 18.7

1. Exprimons sin x sous la forme (eix + e_ix)/(Zi). On a alors pour tout x réel

1 . .
f(x) — Z(e(wl)x_e( l+1)x) —

% | &

n=0 n! n=0 n!

1 (+°° A+ " 1P (1 )%
On obtient alors
+o00 nn nn n
a+H"-0-0" x
X) = - - - vz
f&) ,lz::() 2i n!
i”/4, \/En sin(nm/4), et finalement

et, puisque 1+i = V2e

ona (1+i)”2—'(1—i)" _

i
+00 n xn

f@ =Y V2 sin(nw/4) —.

n=0 n!

La série entiere est donc de rayon infini (puisque la relation précédente est vraie pour tout x € R).
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2. Appliquons la formule du produit de Cauchy a e* sin x. Si I’on note ay, les coefficients de la série de sin x, le coefficient b, de x™ dans le

n
1
produit est alors by, = ) ap o Or ap estnul si p est pair et dyp,1 = (-1)%/(2k +1)!. On obtient donc
p=0 = (m=p)!

by = .
" o<zz§1sn @k+Dl(n—2k-1)!

Par unicité du développement en série entiére, on obtient 1'égalité avec la premiere question.

Exercice 18.8

Pour x<2,0na f(x) =v2 (1- %)1/ 2. On se raméne a une série connue et on obtient une série de rayon de convergence 2.

oo L1 1)L
o - 1+Zz( 1)+ (3 -n+1)

n! on S

+00 1.
\/5(1_2 1-3---2n- S)x”)

= 22n )

En multipliant le numérateur et le dénominateur par le produit
4---2n-2)2n-1)(2n) =2"n!(2n - 1), on peut encore écrire

f(x):\/i(l—f&x”).

=1 2n—1)231(n))2

Exercice 18.9

2 . .s
1. La série entiere de I exponentlelle étant de rayon infini, les fonctions x — e ~ et x— e sont développables en série entiére de rayon
infini. Alors la fonction x — f el d t 'est aussi comme primitive d'une fonction développable en série entiére de rayon infini. Enfin f
I'est également comme produit de deux fonctions développables en série entiere de rayon infini.

2. Lafonction f est dérivable et, pour tout x réel, on a f’(x) =1-2xf(x) avec de plus f(0) =

+00 +00
3. Pour tout x€ R, on pose f(x) = Y anx". Alors f'(x)= Y (n+1)ay+1x". On obtient
n=0 n=0

+oo +00
o) +2xf(x) = Z (n+Dape1x"+ Z 2a,x™1

n=0 n=0
ce qui donne par changement d’indice
+00 400
fl+2xfx) = Y (n+Dapmx"+ Y 2ap1x"

n=0 n=1

+00
= a+ Z (n+Dape1 +2an_1)x".

n=1

Comme cette série doit étre égale a la série constante 1, 1'égalité précédente implique I'égalité des coefficients des deux séries. On a donc
ay =1, et, pour tout n = 1, on trouve (n+ 1)ap+1 +2a,—-1 =0, avec de plus la condition initiale ag = f(0) = 0. Il résulte immédiatement
par récurrence que les termes de rang pair sont nuls (ce qui était prévisible puisque la fonction f est impaire). Pour les termes de rang
(=2
Cp+Dx@2p—Dx--x

impair, on a la relation azp+1 = Zp_% azp-1, d'ott'on déduit, également par récurrence, que azp+] = T Donc,

pour tout x€ R, ona

+00 _o)P2p+l
f(x)z Z ( 2) X _ Z (_ )p ' 2p+l.
Sy@prDx@p-Dx—x1 =) (2p+1)

Exercice 18.10

t

1. Le dénominateur s’annule lorsque e’ = —x. Si x > —1, le dénominateur ne s’annule pas sur R*. La fonction ¢ — est continue sur R*
7
X+e

et négligeable devant 1/¢2 en +oo. Pour x = —1, on a la continuité sur ]0, +oo| et ; L T o % = 1. Lintégrale est faussement impropre en 0.
e — —
Le comportement en +oo est le méme. Si x < —1, le dénominateur s’annule dans ]0, +oo[ et I'intégrale n’existe pas. Finalement I'ensemble

de définition est [—1, +ool.
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2. Onapourt=0et|x|<1

—t +00
t te -
- = — = Z(—l)nxnte (n+1)t
x+e 1+ xe n=0
+00 +00 1 |x” +00
On note f,(f) = (-1)"x"te~(M+DI_On af |fn(t)dt = |x"|f te~ M+ Digy = 5. La série Z[ | fn(£)|dt converge. On a évi-
0 0 (n+1) 0
dement converge simple de la série de fonctions sur [0, +oo[ et la fonction somme est continue sur cet intervalle (elle vaut +t 7).Ona
X+e
par conséquent
S G
pour tout x €] — 1,1[, f(x) = Z 5 X
n=0(mn+1)
p!

On a notamment, pour tout p €N, f(p) (0)=(-1)P 5.
(p+1)
Exercice 18.12

On vérifie que le rayon de convergence est 1 (régle de d’Alembert) et que la série converge absolument en +1. La fonction f est donc définie
sur [—1,1]. Elle est de classe ¥"*° sur ] — 1,1[. On peut décomposer m en éléments simples ou d’abord calculer f’(x) (pour profiter de la

+00 (x3)7l 3
simplification). Pour x €] - 1,1, f’(x) = Z P =—In(1-x"). On a alors pour |x]| <1,
n=1

X x 43
—f 1n(1—t3)dt=-[t1n(1—t3)]x—3f S dt
0 0 0 1-¢

fx)-fO)

3141 x
= —xln(l—xg)—Sf —3dt:—xln(l—x3)+3x—3f zdl
0 1-1 0 1-7¢
On effectue la décomposition en éléments simples :
-3 3 1 t+2 1 t+1/2 3/2

1-8  t-DA+t+62) -1 2Zyre1 -1 2yl (t+1/2%+3/4

et on termine le calcul des primitives avec ¢a :

1 2x+1
fx) =3x—xln(l—x3)+ln|x—l|—Eln(x2+x+ l)—\/garctan( X

1
+ v 3arctan (—)
V3

Exercice 18.13

n

1 1
1 n n ) s s 1 1 .
— Par encadrement, on a ?f t"dt<ap sf t"dt, c'est-a-dire 5y < an < 757 Puisque Y

X
a un rayon de convergence égal a
0 n+1
1, on en déduit que le rayon de convergence cherché est 1 également.
n n n n
— Lorsque r € [0,1] et |x| <1, on a 4 lez < |x|™. La série de fonctions t — tl |x|2
+1 1

converge donc normalement sur [0,1], et I'on peut

intervertir les signes [ et Y. On obtient

o] 1 1 t© 1 dt
> anx"=f 3 Z(rx)"dt=f -
n=0 0 1+t % 0 1+9)(1-tx)
On décompose en éléments simples
1 1 1+1x x?
2 =L 2 2t ’
Q+t990-tx) 14x°\1+¢ 1-tx

ce qui permet de calculer I'intégrale. Pour |x| < 1,

x 1 X 2 1
Y apx" = 5 [arctant+—ln(r +1)—xln(1—tx)]
n=0 1+x 2 0
1 7 In2
= —+—x—xIln(1-x)].
1+x2\4 2

Exercice 18.14

1. — Lesdeuxséries ont méme rayon de convergence que leur série dérivée Z cos((n+1)a)x" et Z sin((n+1)a)x". Puisque | cos((n+1)a)| <
let|sin((n+1)a)| < 1, on obtient que dans les deux cas la série est de rayon supérieur ou égal a 1.
— Del'égalité cos2(n+1)a) = 2cos?((n+1)a) — 1, on déduit que la suite (cos((n+ 1)a)) ne peut converger vers 0 (sinon on obtiendrait
0 = —1 par passage a la limite). La série de terme général x" cos((n + 1)a) est donc de rayon 1, ainsi que la série de terme général
x" cos(na)
. .
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— Del'égalité sin((n+1)@) = sin(na) cos a + cos(na) sin a, on déduit que si la suite (sin(na)) converge vers 0, alors la suite (cos(na) sin a)
converge vers 0, et puisque la suite (cos(na)) ne converge pas vers 0, on a sina = 0, soit @ = k7, avec k entier. Réciproquement, si
«a = km avec k entier, alors la suite (sin(z + 1) @) est la suite nulle.
n

x
— Conclusion :la série entiere Z — sin(na) est de rayon 1 lorsque a n’est pas un multiple entier de 7 et est de rayon infini sinon.
n

+00 eina
2. Lorsque |x| < 1, on peut calculer la somme des deux séries simultanément en posant f(x) = Z x" . On obtient en dérivant
n=1 n
+o00 eia eia l—e_i“x
flag= Y eltrbayn - e )2.
=0 1-e!®x 1-2xcosa+x
e ) — cosa—x ; sina Lo _ 1 _ 2
Ainsi f'(x) = T 2xcosa+ 22 i cosar a2 . Alors A est la primitive nulle en 0 de  f. Donc A(x) = 3 In(1 -2xcosa + x).
+00 N .
- _ . . - . . xsina .
3. Sil'on pose B(x) = nz_:l o sin(na), alors B est la primitive nulle en 0 de S f. En dérivant la fonction h : x — arctan [m), qui est nulle
en 0, on obtient bien 4’ (x) = Im f, d’ot1 le résultat.
Exercice 18.15
1. On note uy = apx™. Ce terme est non nul pour x # 0 et n € N*. On a alors, pour n € N*,
Up+1 2n—-1 (2n+2)! (n!)2 2n—-12n+2)2n+1) 22n-1)
- _ = — X=- X
Un 2n+1 (n+1)H2 2n)! 2n+1 (n+1)2 n+1
u
On en déduit que nlirf UaRY J 4|x|. Le rayon de convergence de la série entiére est %
=¥oo| up
2. Onreprend le calcul précédent qui donne (n+1)ay+1 = —(4n—2)a, pour n € N*. Pour tout x €] — A—{; %1[, ona
+00 +00 +00o +00
=Y napx™ =Y m+Dapmx"=ar+ Y (n+Dagnx"=ar+ Y. dn-2)apx"
n=1 n=0 n=1 n=1
Avec a; = -2, cela donne, f'(x) = -2 +4xf'(x) — 2f(x) soit encore (1 —4x)f’'(x) +2f(x) = —2. On résout cette équation différentielle

sur ] — ;

[. Une solution particuliére est la fonction constante égale a 1. Les solutions de I'équation homogene sont les multiples de
X— exp(% Inl4x—1)) =v1-4x.Onadonc f(x) =1+ Av1—4x. Puisque f(0) =0, on a finalement

i
RN

VxE]—;}:;l[,f(x)zl—\/l—@c.

Exercice 18.16

2n
1. La fonction f est la somme d’une série entiere. On calcule le rayon de convergence de cette série entiere. Soit u,(x) = (-1)" (2)’6‘ 0z Si
n!

2
x#Z0etneN, uy(x) #0et ‘ Un+1(X) = X 5 de limite nulle lorsque 7n tend vers +oco. Donc le rayon est infinie et f est définie et
un (%) 4(n+1)

continue sur R.

2. On peut écrire f(x), f’'(x) et f”(x) et essayer de trouver une combinaison entre ces fonctions. Plus généralement, on peut partir du

quotient ”{;;1 et reconstituer les fonctions. On pose uy (x) = anx®". On a, pour tout n €N, uy41(x) = _(zx—Z)Z
n+
2n+2 _ _ 2

—X“an x2" et pour x #0, (2n +2)2an+1x2” = —aan”. On somme ces relations (toujours pour x # 0) et on reconstitue les

uy(x) c’'est-a-dire 2n +

2)%ap41x

+00
fonctions. On atoutd’abord, )_ (2n +2)% a1 8% = — f(x). Pour faire apparaitre £ (x), on décompose 2n+2)2 = 2n+2)2n+1)+(2n+2)

n=0
cela donne
+0o +00
[0 =) @n+2)@n+Dag x>+ Y. @n+2)ans K"
n=0 n=0

en multipliant par x (pour faire apparaitre f’(x) dans la derniére somme), on obtient finalement —x f(x) = xf” (x) + f'(x) donc f est
solution de xy”" +y'+xy =0.

+00 [ +oo -1 n 1\
3. Pour x > 1, F(x) =f Y D7 2"e™*!| d¢. On définit la fonction v,, sur R* par v, (1) = =1) > 21 e=Xt 14 fonction v, est conti-
0 \=o @"nn? @"nY

nue sur Ry, intégrable sur R, (puisque v,(f) = o(1/£%)) et, a I'aide du changement de variable u = xt, puis d’intégrations par parties

SuCCeSSiVeS, on montre que
too -n" 1 +oo 2n)!
[ vn(fydt= (n ) 2 2n+1f we™du=(-1)"— ( 2)2n+1'
0 2"n)" x 0 2 nhx

(2n)!

On+l
" n,)2x2n+1

_ (2n+2)2n+1) _
an |~ -

@n+2)°x?

+00
Puisque vy, est de signe fixe, on af lvp(B)dt = . On note aj ce dernier réel. Pour n € N, ’
0
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2”—+12. Cette suite tend vers 1/x2 lorsque n tend vers +oco. Puisque Lz €]0,1J, la série }_ a; converge. De plus }_ v, converge sim-
x

2n+2)x
+00
plement sur R} et la somme Z vy, est la fonction continue ¢ — f(x)e *!. Le théoréme d’intégration terme a terme donne F(x) =
n=0
@n)! 1

+00
Z -n" . Il reste a prouver que cette somme vaut ————. Pour x > 1,
n=0 V1+x

(Znn,)2x2n+1
1 1 1 1 o 1 +oo 1
= =% L P = L P

V1+x2 x\/ 1 *n=0

ou g =1 et, pour n € N*,

~ . oal3.@n-n o, @n)!
B = p =N s

La formule générale est valable pour n = 0. Si x > 1, on trouve la formule demandée

+00 i
S e | L

/_1+x2 - ngo (znn!)2x2n+1

Exercice 18.17

+00 .
La série de fonctions ¢ — Z apr'te'™ t converge normalement sur [0, 277]. On peut donc inverser les sommations et

n=0

2n , , +oo k 21 ik
f farethe Mar=Y" (akr f ell _”)tdt).
0 k=0 0

2,
Lintégale [ e'P! dt est nulle lorsque p est non nul, et vaut 27 lorsque p est nul. Dans la série précédente, toutes les intégrales son nulles sauf

lorsque n = k, et on obtient donc

n e2m

anr

An(r)=—2 f dr=aur”.
2n Jo

Si, pour tout z complexe, on a | f(z)| < M, alors

L | (27" . ity —int 1 2m
[An(N)| < — f fre'Ye dt s—f Mdt=M,
2 |Jo 21 Jo

et ’on en déduit que pour tout entier n > 0 et tout réel r > 0, on a I'inégalité |a, ™| < M, ou encore |a,| < M/r". En faisant tendre r vers I'infini,
on en déduit que |ay| <0, etdonc a, = 0. On aalors f(z) = ap etlafonction f est constante. La fonction sinus donne un exemple de fonction qui
est développable en série entiere de rayon infini, et bornée sur R mais non constante.

Exercice 18.18

M
On commence par remarquer qu'il existe M tel que [a,| < M pour tout n € N. La série entiére ) —'x” a un rayon de convergence infini donc f
n!
est bien définie sur R.
1. Soit € > 0.1l existe ng € N tel que, pour n = ng, |ay| < €. On découpe la somme en passant par ng :

no—1 an n +00 an n
f(x) = Z ? X + Z ? X
k=0 " n=ng "

ce qui donne la majoration, pour x =0,

no—1 an +00 1 no—1 an
fals| ). —x"|+e Y —=x"<| ) —x"|+ee".
n! S 1! n!
k=0 n=ng k=0
no—1 an no—1 an
Cela donne |f(x)|le”* < Z —x"|e™* + £. Par croissances comparées, lim Z —x"|e™* =0, donc il existe A > 0 tel que, pour
k=o ™ x=too| ;T !
no—1 an
x=A | ) —x"|e*<e Pourtoutx> A onalf(x)le* <2¢. Celadonne lim f(x)e”™ =0cest-a-dire f(x)= o (e¥).
k=0 ™ X—+00 x—+00
2. On écrit a, = ¢ + by, avec by, de limite nulle. On a alors
too g4 bn +
— n_ p,x n.n
fo=73 ki et + ) X
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+00 b
D’apreés la question précédente, Z Lxt= 0 (eY).Ainsi flx) ~ e~
=0 n! X—+00 X—+00

Exercice 18.19
1. Le critere de d’Alembert peut s’appliquer et le rayon de convergence est 1.

+00 n
2. On note g(#) = L(zt). La fonction est définie lorsque |z¢| < 1. Si on note R = 1/|z|, alors pour tout t €] — R, R[, g(t) = Z (—1)”_1 G t" et
n

g est somme d’une série entiére de rayon de convergence strictement supérieur 2 1, donc est notamment de classe %! sur [0, 1], avec de
plus,

! gy n lzn n-1 g n-1_n.n-1 g n
1) = - —nt" = D" =2 —zt)" = .
gn=3 (0" P = o

On note alors h(#) = exp(g(t)). On justifie que h est de classe &1 sur [0,1] et K/ (¢t) = g'(t) exp(g(t)) - ce n'est a priori pas immédiat car
g est a valeurs complexes. On le montre de facon générale en écrivant g(t) = a(t) + ib(¢) avec a, b a valeurs réelles. On a alors h(?) =

ed(t) (cos(b(1)) +isin(b(1))) qu’on peut dériver et dont la dérivée donnera bien ce que 1'on souhaite (a écrire en vrai).

—1 2 (&' (0 exp(g(1)(1+zt) — zexp(g(r))) = 0. La fonction u est donc constante sur

1+zt
[0,1]. On a donc u(1) = u(0) = 1, ce qui donne exp(L(z)) =1+ z (si |z] < 1).

Finalement, u est de classe %1 sur [0,1] et &/ (t) =

3. On trigonalise la matrice A dans My (C) et on note 11,..., 1, les valeurs propres de A (pas forcément distinctes). On a alors det(I; + zA) =
n
H (14 Ag2). Onnote M le module maximal des valeurs propres. Pour |z| < 1/M, on a alors 1 + 1z = exp (L(Ax2)) et
k=1
n +oo (—l)n_l +00 (—l)n_l n +00 (—l)n_l
det(Iy + zA) = exp Z LAkz)|=exp| ). ) ———Afz"|=exp| ), ——— ) Af2"|=exp| ) ————tr(A"z2"
k=1n=1 n n=1 n k=1 n=1 n

Remarque : 1a permutation entre les deux sommes utilise seulement la linéarité (on a une somme de 7 séries convergentes)

Exercice 18.20

On exprime les coefficients de la série entiére a I'aide des intégrales, pour tout r >0

ap =

f f(relt)e—lntdl,

2mr™

En majorant, on obtient

1
lanl < —; (Ard+B)
r

n
et ce terme tend vers 0 lorsque r tend vers +oo si n > d. On a donc a, =0 pour tout n > d et f(z) = Z akzk.

Exercice 18.21

En utilisant le DSE de la fonction sinus (valable sur R), on a, pour n € N,

2k+1 2k+1
Sin(qnx)z,g(_ )k(c(lzlfll)l zo( Dk nmﬁnm
On cherche donc a permuter les deux sommes pour écrire
%osm(qnx) +Z°°+Z( Pk gneken X xH _*Z"‘”f’( Pk gk X Z( H (an(zkﬂ))ﬂ
n=0 n=0k=0 @K+l (5% (2k+1)' k=0 n=0 @k+1)!
) ) +00 r 1 x2k+1
ce qui donnerait, pour tout x € R, f(x) = 1;0(_1) 1= g2k 2k

Pour justifier la permutation, on applique le théoréeme de Fubini. Il suffit de justifier la convergence d’'une des sommes doubles avec la valeur
absolue des termes : on a

2k+ 2k
+Z (—pkgneken X ' Z g2k +D) |xI°F _+°° |q" x***! —sh(q"x))
= ck+1!l| & Ck+1! & @k+ !

et puisque sh (g™ x|) et |xI.1g1"™, la série Y _sh(lg" x|) converge ce qui justifie la sommabilité et la permutation précédente.
—+00
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Exercice 18.22
1. 1-1In2
1
2. arctan g
3 fl L Y
“Jo B+1 3v3 3
Exercice 18.23
+00 2n+1
Pour tout x € [0,1], arctanx = Z (-n" Snrl (la relation est également vraie en 1 d’apres le théoréme d’Abel radial) et, pour tout x €]0,1[,
n=0

2n

2n
arctanx = Z (- 1)” (l’égalité est vraie en 0 en prolongeant par continuité par la valeur 1). On note f;(x) = (-1)" 2% - La série de

1 1
fonctions an converge simplement sur 10, 1[, la somme est la fonction x — arcgcﬂ, continue sur ]0,1[ et f | frn(x)|dx = —_—. La série
0 2n+1)
b2 @2n+1)2

Remarque : si on note f(x) = % pour x €]0,1] et £(0) = 1, la fonction est continue en 0, DSE avec un rayon de convergence 1. On peut
intégrer :

converge donc le théoréme d’intégration terme a terme s’applique, ce qui donne le résultat.

arctan ¢ +oo X271
Vxe]O,l[.f ——dt=) -D'——
¢ n=0 2n+1)
+00 2n+1
Puisque Z(— " ——— converge absolument, fonctions x — Z (-n" —— estcontinue en 1, ce qui permet de faire tendre x vers 1 dans
2n+1) n=0 2n+1)

I’égalité précédente et ainsi d’obtenir le résultat d’'une autre maniere

Exercice 18.24
n
l.ona hmf apn = 0 donc, pour tout x € R, ‘ an "‘ =,0 (lfll ) et la série converge. Le rayon de convergence est donc infini et la
n—+elty —too :
fonction S est définie et contlnue sur R.
2. On note g(x) = S(x)e™* = Z fn(x) o fu(x) = x "e~*, La série de fonctions an converge simplement sur R et sa somme g est

+oo +00
continue sur R*. On a f t"e"ldr = n! (par récurrence) donc f | fn(®)ldt = |ay|. Puisque Z ap converge absolument, le théoreme
0 0

d’intégration terme a terme s’applique et on obtient

+00o +oo ap [To° +oo
f S(e tdr=Y — t"e”tdt=Y ap.
0 n=0 1 Jo n=0
Exercice 18.25
1. Onnote I =] -m,0[n]0, [ et J=]—m,n[. Pourtout x€ I,on a

Xx—sinx x-sinx x

fR=——=—

xsinx X sinx’

3
Puisque x —sinx ~ %, on en déduit f(x) ~ % et f tend vers 0 en 0.
x—0 x—0

2. Soit h(x) = w prolongé par 0 en 0. Pour tout x€ I, ona
x?

2n+1 +00 2n—-1 +00 2n+1

_ _n\n - = )
hix) = - xznzl( D G~ 2! v LV oy

n= n

L'égalité est vraie également en 0. Ainsi h est la somme d’une série entiére sur J, donc & est indéfiniment dérivable sur J. On montre de

méme que x — M , prolongée par 1 en 0, est indéfiniment dérivable sur J. Ne s’annulant pas sur J sont inverse l'est aussi. Finalement

f estde classe (/"O sur J.

Exercice 18.27

1. Ona uj = up =1 (une seule fagon de calculer le produit). Pour un produit a; x az x a3, on a 2 facons de faire le calcul.

2. Pour effectuer un produit de n termes avec n au moins égal a 2, on termine par un dernier produit entre un produit avec les k premiers
termes (avec k = 1) et les n — k derniers (avec k au plus égal a n—1). Pour ce type de produit, on a u; fagons de calculer le produit des k
premiers termes et u,_j pour les n — k derniers. Le nombre total de fagons est donc uy u,,_ et cela pour k allant de 1 a n— 1. On obtient
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n-1
larelation voulue: uy = Y ugty_.
k=1

+00
3. On note donc S(x) = Z unxn. On a, pour |x| <R,

n=1
+00 +oo (n-1
S =x+ Y upx"=x+ Y | Y upup_|x"
n=2 n=2\k=1
+00
On retrouve exactement le produit de Cauchy de Z unx" avec elle-méme (on peut retrouver la formule usuelle en posant par exemple
n=1

up = 0. Le premier terme de S2(x) est bien un terme en x2. Finalement, pour |x| <R, on a
S(x) = x+ S%(x).
1+v1-4x
2

redévelopper en série entiere pour trouver les coefficients uj, par unicité : pour |x| < %1,

On résout cette équation du second degré pour trouver S(x) = . Puisque S(0) =0, on a S(x) = 1=vl-dx ”21_4x On n'a plus qu’a

+00 1 (—1)...(— _ n +00 N — n
VITdx=(1-40l2=1+ 1.(-1)---(-2n+3) (-4x) “1+ Z(—l)n_l 2n-2)!  (-4x)

s 2" n! =1 (n-12"2"1 n

donc

1%®  2n-2)!

Sw=2 ) 0, 172!
2,1 nln=-1!
N
ce qui donne, pour n =1, uy = % On vérifie pour les premiéres valeurs de n : pour n = 1, on trouve 1, pour n = 2, %—: =1let
4! _
ugz = w =2.
L. . 1 2n—2

Remarque : on peut écrire aussi u, = ; w1l

Exercice 18.28

1. On vérifie par récurrence que la suite (ay,) est bien définie et a valeurs non nulles. De plus ag—;;l tend vers 0 donc le rayon de convergence
de la série entiere est +oco et sa somme totale f est de classe C* sur R.
2. PourxeRetneN,onaa;+] (0x)"+ - an+1x”+1 ={a,x". En sommant ces égalités on obtient la relation f(£x) — f(x) = £xf(x) c'est-a-
dire
fx)=Q1+¢x)f(x).
Soit Z I'’ensemble des x tels que f(x) = 0. Larelation (*) montre
) —-1eZ
ii) six estdans Z,¢x est aussi dans Z
iii) six # —1 estdans Z alors % estdans Z.
On en déduit Z = {-¢",neN}. En effet, de i) et ii) on déduit que {-¢",neN} c Z. Inversement supposons par I'absurde I'existence
de x € Z\{-¢",neN}. Alors, d’aprés iii), Z contiendrait tous les réels -%; pour n € N. C’est absurde car par continuité de f on aurait

i
. X
I:aozf(O)zlllglf(ﬁ)zo.
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