SOLUTIONS

CHAPITRE 1 - VARIABLES ALEATOIRES

Exercice 1.1

1. (@) Les 5 épreuves sont indépendantes. Chaque épreuve n’a que deux issues possibles : le joueur tire une boule blanche (succes avec la
probabilité p = % = %) ou le joueur tire une boule noire (échec avec la probabilité %). La variable X considérée représente donc le

nombre de succes au cours de I'expérience et suit donc une loi binomiale de parametre (5, %) 1 X(Q)=[0,5] et, Vke[0,5],P(X=k) =

5| 1k 45k P | 1)_4 _
k)(g) ) .Donc,rE(X)_5x5_1etV(X)_5x5x(1—5]_5_0,8.

(b

=

D’apres les hypothéses, ona Y = 2X -3(5- X), c'est-a-dire Y = 5X —15. On en déduit que Y (Q) = {5k — 15aveck € [0,5])}, etona Vke

[0,5],P (Y =5k—15)=P (X = k) =

5| Lk 45—k
L] ()27  Enfin ¥ = 5X - 15, donc E(¥) = 5E(X) ~ 15 =515 = ~10 et V() = 25V (X) = 20.

2. (a) Comme les tirages se font sans remise, on peut supposer que le joueur tire les 5 boules dans I'urne en une seule fois au lieu de les tirer
successivement. On a X (Q2) = [0,2]. Notons Al'ensemble dont les éléments sont les 10 boules initialement dans I'urne. Q est constitué
de toutes les parties a 5 éléments de A. Donc cardQ = (150). Soit k € [0,2]. Lévénement (X = k) est réalisé lorsque le joueur tire k boules

8
k) possibilités pour le

2
blanches et (5 — k) boules noires dans I'urne. Il a donc ( k) possibilités pour le choix des boules blanches et (5

choix des boules noires :V k € [0,2],

(b) Onatoujours Y =5X-15.0naVke[0,2],P (Y =5k-15) =P (X =k).

Exercice 1.2

On note A; (B;) I'évéenement « on tire un jeton blanc (noir) au iéme tirage ». Puisque au i-iéme tirage 'urne contient n+1i jetons et n+i—1 jetons
blancs,
n+i—-1 1
= - P
n+i

P (4;)

et comme
PX=k=P(A1n-nA_1nBc)= [ P(A;)xP (B
I<isk-1
n n+l n+k-2 1 n 1 1

P(X=k)= = = —
¢ 2 n+ln+2 n+k-1n+k m+k-1)(n+k) n+k-1 n+k

et avec le télescopage, on vérifie que

+00
Y P(X=k=1
k=1

La variable aléatoire X n’est pas d’espérance finie puisque la série de terme général kP (X = k) diverge.

Exercice 1.3

1. on développe pour faire apparaitre une fonction du second degré : x> — 2E (X) x + E (Xz) Son minimum est obtenu en E (X) et vaut V(X).

2. Avec la question précédente, pour tout x € R, E (X — x)?) = V(X), c’est-a-dire V(X) < E ((X — x)?). On cherche la bonne valeur de x. On a

a—b a+b b-a 2 (b—a)2 a+b
(asX<b)= <X- < =[(X-x)°< 1 avecx:T

2 2 2

2 2 2
On a donc presque slirement, pour x = ‘Hz' b, (X -x2< (b —4a) et ainsi E((X — x)z) < [E( (b —4a) ) -0 _4“) . Cela donne finalement

V(X) < M.

Exercice 1.4

1.

(a) On écrit, pour k = 1, 'événement (L = k) al’aide des tirages :
(L1=k=(PinPen...nPpnFr)H(FinF2n...nFrNPyyq)

cela donne, par indépendance des tirages, P (L1 = k) = pk q+ qk p.
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t t
(b) G, (0= Z (p q+q p)t - P4t + &. On a plusieurs expressions possibles :

-1 1-pt 1-qt

2—-1t pt—1+1 qt—1+1 q p q p
G, (1) =pqgt = + =—qg+ — = + -1
L =P a0 " 1= P icgr T P g T e Tt

On dérive : pour tout £ €] - 1,1[, G, (£) = Pq > + Pq - . Puisque la limite en 1 existe, on a
1-pn* (A-q1v

pq pa__P. 4
5+
a-p? a-g? 6] P

E(L) =

(c) On sait décrire les événements (L1 =netLy =/¢):

(Li=petly=0=(FINEn..0FpNPpi1N...0 Py pnFpioi) W (P1NPaN...n PN Fpp1 N0 Fpyyp N Pyypin)

ce qui donne (comme précédemment), P (Ly = nnLy = 0) = p" ¢ p+q"p’q = p"*' g’ + ¢ p’. Puisque la famille (L} = 1)) pery*
est un systéme complet d’événements (enfin pas exactement, il y a 'événement (L] = +o00) de probabilité nulle), on obtient

+00 +00 p2 2
Plz=0=Y Pli=nnly=0=) p""lq'+q" p’ = =g+ 7op = pta T+ a?p" T

n=1 n=1
ce qui ne donne pas la méme loi que L.

2. c'estassez proche...
(@) P(Ly=n)= pn + q” (que des piles ou que des faces) et si k < n, alors on retrouve I'expression précédente, P (L) = k) = pkq + qkp.
1-x"

n
(b) On dérive Z xk = , ce qui donne

k=0
n-1

—ax" M- +1-x" (-Dx"-nx""1+1

o
kx" ' = =
Z (1-x)? (1-x)?

(c) calcul d'une somme finie :
n n-1 n-1
E(L) =) kP(Li=k=np"+q"+q Y kp*+p Y kg
k=1 k=1 k=1
plus qu’a remplacer et simplifier... ce qui donne (enfin j'espére)

q n
1+(n-2)q").
p( )

E(Ly) = (1+ (n-2)p")+
q
Lorsque 7 tend vers +oo, on retrouve 1’espérance de la question 1.

Exercice 1.5

k! ok
1. Ona Z =p! > ( ) On doit donc montrer que

»k=pt TS, \p
n | n |
py (k) S ) L ou encore que Y (k) ___tDt (n+1)
k=p\P (p+1D(n-p)! k=p\P (p+Dln-p)! |\p+1

Cela se montre par exemple par récurrence sur n = p. La relation est immédiate si n = p (on a1 = 1). Si elle est vraie a I'indice n, alors
’il kY n+1+ n+1| [n+2
k=p\P p+1 p p+1

2. (a) le tirage étant simultanée, on a (Z) tirages possibles.
(b) I'événement X = k est réalisé si on a tiré le jeton numéroté k et p — 1 jetons parmi les jetons de 1 a k — 1. Le nombre de tels tirages est

(k 1). Cela donne (chaque tirage étant équiprobable),

p-1
k-1
P(X=k = (P—l) _ k-1 pn-p)_ (k=Din-p)p _Kn-p)p
n (p—Dlk—-p)! n! (k—p)n! (k—p)nlk
)
() On aalors, puisque X(Q) = [p; n]
0 kz::l? == kgpkfk(np)ii;k . nl') ip k k'P)' . _nl!])!p (P"'(?)-'(-fi)—! ! - p;’n:ll)
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3. On peut refaire tous les calculs précédents dans 'autre sens ou simplement « symétriser » la question : on renumérote le jeton k avec un
second numéro quivaut n+1—k.

(@) Avoir Y = k estla méme chose qu'avoir X =n+1-k.OnadoncP (Y =k)=P(X=n+1-k).

(b)
n+l-p n+l-p n p n+1
EY)= ) kPY=k= ) kP(X:n+1—k):Z(n+1—i)[P’(X:i):n+1—[E(X):(n+1)(1——):
k=1 k=1 i=p p+1) p+1

On trouve bien que E(X) = pE(Y)

remarque : pour p=1,onaE(X) =E(Y) = ngl (valeur moyenne des jetons). Pour p = n, on a X qui vaut toujours n et Y qui vaut
toujours 1 Aol E(X)=netE(Y)=1

Exercice 1.6

1. Avant de commencer, on se trouve dans la situation A = (0,0) et B = (1,1). Aprés un échange, ona A= (0,1) et B=(0,1). On a donc Xj qui
apourseulevaleur 1etP (X; =1)=1.

2. Lavariable aléatoire peut prendre les valeurs 0, 1 et 2. On utilise le systeme complet d’événements X;; =0, X;; =l et X, =2.0n a
S PXp+1=0)=P (Xp41=01Xn =0)P (X =0) +P (Xp+1 =01Xp = DP X =1) +P (X;51 = 01Xy = 0P (X, = 2) si Xp, = 0 alors Xj,41 ne
sera pas nulle, de méme si X;; = 2. On a donc P (Xj;;+1 =0) = P (Xj,4+1 =01X;, = )P (X, =1). Si X;;, = 1 alors on est dans la situation

(0,1) pour A et B. On aboutit a la situation (0,0) dans A si on a choisi le jeton 1 dans A et 0 dans B. Ainsi P (X;;+1 =0|X;=1) = e
Finalement P (X;+1 =0) = i[P> Xp=1.

— Exactement de la méme maniére, onalP (X4 =2) = i[F" (Xp=1).

— EnfinP(X;41=1)=1-P (X341 =0)-P (Xp41=2) =1—%[P(Xn: 1).

3. Onnote a; =P (X; =1). On alarelation de récurrence a;+1 =1— %an avec a; = 1. On peut poser agy = 0 pour que la relation soit valable

a partir du rang 0. On détermine la solution de cette récurrence. Si £ =1 - %[ ,alors ¢ = % et by, = ap — ¢ est géométrique de raison —%.

_nn 1
On a par conséquent by, = zlnbo etay = %(1— ( 21,1) ).OnaalorsP (X; =0)=P (X, =2) = é_lan_l sin=1.

1 1
4. On peut effectuer le calcul ou utiliser E (X, 4+1) =P (X =1)+2P (X, =2)=1—- E[FD Xp=1+ EP Xp=1)=1sineN.

Exercice 1.7
1. Ennotant p; =P (X=i)=P (Y =),

+00 oo
PU=Kk=2 )Y P(X=On¥=))+P(X=knY=k=2 Y pipi+p;
i=k+1 i=k+1

P(V=k=2) k-1pp;+p:
i=0
2. Dansle casou X ~ §(p),

+o0
P U=k =2p?qk! y Gt pP Ak = pe— p)(gP k!
i=k+1

P(V=j) —2p?qk! Y k=1g""1 4 p2(D* L =2pgF ! - p2 = p)(gD) k!
i=1

Onremarque que P (U=k)+P(V=k=PX=k+P(Y=k) = quk_l et que U suit une loi géométrique de paramétre p; = (1 - g%) =
p(2—p) donc
1 1
EU)=—=——
p1 p2-p)
1o _ 2 1 3-2
EV)=2p Y kv ' -EUy=S-— =P
k=1 p p2-p) p2-p)
Exercice 1.8

Pourk=2,P(X=k) =P (X <k)-P (X <k-1).lestfacile de calculer P (X < k) en comptant le nombre de tirages de n boules dans [1; k] d’olt
n
P(X<k= (E)
N
D’oulaloide X :

k\" (k-1\"
poc=n=(y] ()
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Ensuite
> Y e vy (£
EX)=Y koo ¥ (k4 1) = N - (_)
= NS N" =1 \V
Donc
EXO) _, 1N—1(k)"
N N N
et on reconnait une somme de Riemann,
1 N-1 1 1
— (kin)" fx" x=
Nk:l N—+oo Jo n+1
d’ ol
E(X) 1 n
N N—+oo n+l n+l

Exercice 1.9

1. Onnote G; I'événement «le jour i a gagné». On a
n e — — —
Va=U (GIn...nGr1nGLn Gyt -G -
k=1

La réunion est disjointe et par symétrie, la probabilité de chacun des événements de la réunion est la méme. On a alors
P (Vn) = nP (Gl mG_zm...nG_n)

On filtre alors suivant le nombre de points de Gj :

+00 - o
> P((GlﬂGzﬁ...ﬂGn)ﬁ(Xl =k)]

P (Gl mG_gm...mG_n)
k=1

+00
= YPXi=knXa<k-Dn...n(Xp<k-1)
k=1

+00
= Y Fk-D" Py =k

k=1
Cela donne le résultat.
N
2. Onnote N le plus grand entier tel que P (X; = N) >0.0Onaalors F(IN-1)=1-P(X; =N)<letP (Vy) = Z nF(k— 1)"71|P (X7 = k). Pour
k=1

tout k€ [1;N],ona nlir}fl nF (k- l)n_1 =0 (croissances comparées avec 0 < F(k—1) < F(N—-1) < 1). Ainsi nlir}fl P (V) =0:le nombre
—+00 —+00
de points est borné et le nombre de joueurs grands. Il y a de moins en moins de chance pour qu’il y ait un unique gagnant.

1
3. OnalP(X;=k) = 1 etF(k—l):%.Celadonne
m k n-1 1 n m
P(Vp)=) n = k"1
(V) kgl (m+1) m+1 (m+1)",§1
m m m" m+1)"
Par comparaison série-intégrale (cas croissant), on montre que Z Ko~ f ldr ~ — -~ ; On en déduit
m—+oo m—+oo n m—+oco  n

k=1
que mlirrrl P (Vi) =1 (le nombre de joueur est fixé et le nombre de points possibles devient grand - les joueurs vont avoir de plus en plus
—+00

tendance a avoir un nombre de points distinct).

Exercice 1.10

On a tout d’abord X(Q) = [[2; +oo[. On note A; I'événement «on a tiré i au premier tirage ». Une fois le premier tirage obtenu, le temps d’attente

pour avoir un nouveau numéro suit une loi géométrique de parametre p = 22 7 L ce temps d’attente est X—1.OnadoncP (X — 1= k|4;) = qu_l
On a ainsi

- 1

n k—l

n-1 1
k-1"

n
P(X=k= ZIPX 1=k-1]4;) Z

1
i=1 n

n n

En fait la valeur du premier tirage importe peu et on pourrait dire simplement que X — 1 suit une loi géométrique de parametre p = n
déduit que E(X —-1) = donC E(X) = =2n-

- 1 n-—
67 n

Enfin V(0 X-1)= V(()X) — .
P2 (n-1)2

(ce qui semble logique, plus n est grand est plus X a des chances de valoir 2).
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Exercice 1.11

On décrit les tirages correspondant a 'événement (X = n) pour 7 = 2. On note F;. I'événement : « on obtient face au tirage k », et Py = Fj. (on
obtient pile). Lévénement (X = n) est la réunion des événements F1 N F> N...NF;NP; 1 N...NPy_1 N Fy pour i allant de 0 (que des piles et un

premier face) a n—2 (il faut une pile au tirage n —1). Chacun de ces événements élémentaires a une probabilité ZL” etainsiP (X =n) = o7

pour tout n = 2. On détermine I'espérance (termes positifs donc on calcule la somme méme si elle est infinie) :

+oo O pmn-1) 1t nmn-1)
EX) =) nP(X=m=y —Z-_y 20"~
ngz n;z 2" 4 r12=:2 2n—2
+00
Onnote f(x) = lTlx = Z x" pour x€]—-1,1[. Ona,
n=0
+00
Vxel-1,11 f(x) = 5= nn-1x"2
1-x° n=2
+00 _1
etainsi f(1/2)= ) % = 16. On en déduit E (X) = 4.
n=2 2

Exercice 1.12

1. Quelles que soient les rangs d’obtention des k — 1 premieres vignettes, I’expérience aléatoire pour obtenir une k-iéme vignette est la
méme : c’est le temps du premier succes pour une succession d’épreuve de Bernoulli indépendantes de méme parametre. La variable
aléatoire Y7 est constante égale a 1 (la seule valeur prise par Y7 est1etP (Y =1) =1.

2. Y} suit une loi géométrique de parametre p = 2 7 k (on a n— k + 1 vignettes possibles non obtenues sur les n).
- n-—k+1 1 n
(@ OnaX= ,;1 Yj. Puisque Y — G(py) avec py = ~——,——,ona [E(Yk) iy oy (larelation est vraie pour k = 1). Ainsi

E0=Y n—" =y "_np
= T U=

(b) onaH, ~ Inn
n—+o0

(c) FinalementE(X) ~ nlnn.
n—+00

Exercice 1.13

1. onregarde les dés séparément - au lieu d’arréter lorsqu'un dé a donné 6, on continue de le lancer et on remplace I'événement « on obtient
un 6 et on s’arréte pour ce dé » par « on a obtenu au moins un 6 lors des n lancers ». Au bout de n lancers d'un dé, soit il n’a jamais eu de 6

n
- avec une probabilité g = (%) , soitil y a eu au moins un 6 avec une probabilité 1 — g = p. Le nombre de succés suit une loi binomiale de
parametre N (nombre de dés) et p =1 - (5/6)" probabilité d’'un succes (avoir obtenu au moins un 6)
2. On note A = U;ZOI (Sn = N) (cet événement correspond a dire que il existe un moment ou tous les dés auront donné un 6). On peut

regarder I'événement complémentaire. On a w € A si et seulement si il existe k € N* tel que Si.(w) = N et w € A si et seulement si, pour
tout k € N*, Si.(w) # N, ce qui revient a Sy.(w) < N—1. On a donc

A= ) Sp<sN-1)

neN*
par continuité décroissante,
. p
= i $ -
P (4) Jim P (nr]l(sn N 1))
etsi Sy < N—1alors, pour tout n < p, Sp < N—1. Cela donne

P(4)= im P (Sp<N=1)= lim 1-P(s)=N)

OrP(OSp=N)=01- (5/6)P)N tend vers 1 lorsque p tend vers +oo. Finalement P (Z] =0etP(A)=1.

3. (T = k) revient a dire qu’on a obtenu 6 avec les N dés au bout d’exactement k lancers - ce n’est pas simple a déterminer directement. Il
est plus simple de regarder (T < k) qui revient a dire que chaque dé a donné au moins un 6 lors des k premiers lancers. Pour chaque dé,
la probabilité d’obtenir au moins un 6 lors des k premiers lancers est 1 — (5/ 6)k (contraire de I'événement « aucun 6 »). Ainsi, puisque les

dés sont «indépendants »,
k N
5
IP(TNsk):(l—(g) )
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Pourk=z1l,onaP(In<sk)=P(Ty=k)+P (Tny < k-1) (si k—1=0, cette derniére proba est nulle et correspond a la valeur précédente

pour k = 0). Cela donne
516\ Y 5 k-1\V
P(TN:k):(l—(g) ) _(1_(6) )

+00
4. on utilise la relation E (Ty) = Z P (Tn = k) avec
k=0
N ki N ‘ kj
P(Ty=k)= 1—(1—(5/6)k)N Z ( )( 1)] (5) = Z (]\.[)(—1)]_1 (?)
J=0 =1\ 6

ce qui donne
1

1-(5/6))

N (N )
E(Ty) =Y, (j)(—nfl

]:

—

Exercice 1.14

k+1)_( k k)_(k+1) [ k

1. On peut le montrer par récurrence sur g. Plus directement avec (p+1 = p+1) + (];), ona (p = (p+1) = (1

) si k= p (la formule est vrai sui
k = p car dans ce cas (p 1) =0). On obtient

i k_zq: k+1 k|| _[g+1 p | (a+1
k=p\P _k:p p+1 p+1 - p+1 p+1 - p+1
2. La variable aléatoire X prend des valeurs entre b et a + b. Le tirage revient a ordonner les a + b boules, c’est-a-dire fixer la position des

boules blanches parmi les a + b positions possibles. Il y a donc (“zb] tirages. On peut regarder I'événement (X < k) qui correspond a

placer toutes les boules blanches dans les k premiers tirages (pour k € [b; a+ b]. On a alors

k

b

a+b)
b

k k-1 k-1
b b b-1
a+b a+b\ [(a+b
b b b
On peut aussi voir I'événement (X = k) comme l'intersection des événements « on a tiré une boule blanche a I'instant k » et «on a tiré
b —1 boule blanche avant I'instant k—1»

Vke[b;a+b],P(X<k) =

Onaenfin (X <k)=(X=k)w (X <k-1), ce qui permet d’écrire

PX=k=PX<k-PXs<sk-1)=

3. On calcule I'espérance

a+b 1 b (k-1 atb b (a+b+1) bla+b+1)

EX)= Y P(X=k)=——) &k b _parb+l)

5, (m)k% (b—l) (M)z () (b)( b+1) be1
b

b b
On calcule ensuite la variance en commengant par E (X?)...

Exercice 1.15

1. On étudie la fonction polynomiale associée f(x) = x3—x%—x—1.0n f’(x) = 3x>—2x—1 = (x—1)(3x+1). La fonction est d’abord croissante
jusqu'a—1/3 avec f(—1/3) <0, puis décroissante jusqu’en 1 avec f(1) = —2, puis croissante vers +oo. Ona f(2) = 1 donc f admet une seule
racine réelle a €]1,2[ et deux racines complexes conjuguées b et b. On a f(x) = (x—a)(x—b)(x—b) et abb =1, ce qui donne bl2=1/a<]1.

2. Laséquence fait apparaitre PPP aux rangs n+ 1, n+2, n+ 3 mais sans PPP avant. Elle s’écrit

— F———olu ——— estune séquence de taille n + 2 qui se termine pour la premiere fois par FFF,
— PF——— ol ——— estune séquence de taille n+ 1 qui se termine pour la premiére fois par FFF,
— PPF——— ol —— — est une séquence de taille n qui se termine pour la premiere fois par FFF

On en déduit (formule des probabilités totales avec la filtration par les 3 situations disjointes précédentes) :

1 1 1
Pn+3 = Epm—z + an+1 + gpn
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3. On a une suite linéaire récurrence d’ordre 3 a coefficients constants. L'ensemble des solutions est de dimension 3. On cherche des solu-
tions géométrique et (A™),cn est solution si et seulement si A3 - %/12 - %/1 - % = 0. En multipliant par 8, cela revient a (21)3 — (21)2 —
(21) —1 =0, c’est-a-dire que 21 est racine de f. Les solutions sont donc de la forme

ayn b\" b\"
Vn??:,pn:a(z] +ﬁ z +Y E .

n

Puisque |a/2| > 1/2 et |b| < 1/2, on a py et a(%) - si on justifie que a # 0. Il «suffit» de déterminer les constantes a partir des
—+00

premiers termes de la suite (attention, ca ne commence qu’a n = 3 pour la relation de récurrence. On a p3 = 1/8 (FFF), py = 1/16 (PFFF),

ps =1/16 (PPFFF, FPFFF); on peut aussi déterminer py, p1 et po pour que la relation soit valable a partir de n = 0 - c’est plus facile

pour trouver a. On a
1 1 1 1 1 1

1
= — + - + - = — = — 4 =
pPs5 2P4 4173 8P2 6 32 32 8P2

et on continue ainsi (mais ce n'est pas passionnant s’il faut vraiment aller jusqu’au bout).

Exercice 1.16

1. Lavariable X suit une loi bindmiale de parametres (1, p). C’est-a-dire X(Q) = [0;n] et Vke [0;n] P (X = k) = (Z)pk(l —p)k,

2. (a) Soiti € [0;n]. Sous la condition (X = i), la secrétaire rappelle n — i correspondants lors de la seconde série d’appels et

n—i| _oyn—i—k o s
P(Y=klX=0)= ( k )p a-p) SIke[[O’n lﬂ
0 sinon

(b) Z(Q)=[0;n] et
k k

vke[o;n],P(Z=k=) P(X=inY=k-i)=) P(Y=k-ilX=)P(X=1i).
i=0 i=0

Soit k € [0; n]). D’aprés les questions précédentes,

Y

Pz=k= Z( )( )p (1-p)?" L

|

k k . i
AinsiP (Z=k) = Z ( _)(n)pk(l - p)zn‘k" = (n)pk(l )2” k Z ( )( ) . D’apres le binbme de Newton,
izo\iJ\k k izo\i)\1-p

n-il|(n| _ (n—1)! n! _ n! B k! n! B k
k=illi]| m=-kk=-)iln—0)! (k=D'n=k)'i' (k=i kl(n—-k)! |i

2-p\k -k
P(Z=k = ()p (- )Zn‘k(ﬁ) =(Z)(p(2—p))"((1—p)2)"

On vérifie que 1 — p(2— p) = (1 — p)? et donc on peut conclure que Z suit une loi binomiale de paramétre (1, p(2 — p)).
(c) D’apresle cours, comme Z suit une loi binomiale de paramétre (n, p(2— p)), alors E(Z) = np(2—p) et V(Z) = np2-p) (1 - p2-p)) =
np2-p)(p-172.

Exercice 1.17
p" +00
1. Par récurrence simple, onaP (X = n) = —[FD (X =0). Pour que X soit une variable aléatoire on doit avoir Z P (X =n) =1, ce qui donne
n! n=0

n
P (X =0) e” = 1. Finalement, pour tout e N, P (X = n) = p—'e_” (X suit une loi de Poisson de parametre p).
n!

2.(a) Onnote Y = ﬁ Puisque 0 < Y <1, Y est d’espérance finie et

400 ] +oo Ak A PR /1k1 e M 1 l—e
EYV)=Y —PX =k 2 h 2 gl e M - 1_q)=lze
M= 2 TP d=h= 2 1 Z (k+1)' k; KA (¢ -1) Py

(b) X1 + X» suit une loi de Poisson de parametre A1 + 1> (voir cours)

(c) On calcule:
PXi=kX1+Xo=n) _ PXi=kXo=n-k) _ PXy=kP(X,=n-k)

P(X1+X2=n) T PX +Xo=n) P(X1+X2=n)

IPX1+X2:n (Xl = k) =
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Cette probabilité est nulle si k > n. Lorsque k € [0; n], ona

e M e_;LZAIf/lg_k

n! 1 n _
PX,+X=n (X1 =k) = ( )AW ¢

k!'(n—k)! A +,12)”e‘(11+l2) - A1+2A2)" \k

A1 +A2)" _
(A1 +A2)"
3. OnaE(U)=V(U)=A1+ A2, E(V) =V (V) = A2 + A3. Par bilinéarité de la covariance et puisque les variables sont indépendantes,

remarque : la somme de ces probas donne

Cov(X+Y,Y+Z)=Cov(X,Y)+Cov(X,Z)+Cov(Y,Y)+Cov(Y,Z)=Cov(Y,Y)=V(Y)= A,

Ainsi
A2

VA1 +12\/ﬂz+/13

pWU, V)= €[0,1]

Exercice 1.19

1. Laloi conditionnelle de X sachant N = k est une loi binomiale #(n, p). On a alors, pouri < k:

K\ ;i ;AR
P(X:imN:k):IF’(X:iIN:k)[P’(N:k):(i)p’qk_’xFe_’l.
On en déduit la loi de X :
+oo (k) . .ok . +00 . Ak
P(X=i) = ik—i 2 A i A k—i
e = Bt Bl

PV e @ et g,
i S AT k-
i
(pA) o P

il

Ainsi X suit une loi de Poisson de parameétre pA. On a E (X) =V (X) = pA.
2. Dela méme maniere, on montre que Y suit une loi de Poisson de parameétre gA. On détermine alors

P(X=inY=j) = P(X=inX+Y=i+j)=P(X=inN=i+j)
i+j

S Y
_ (l'fj])pijx e

i i+ )
piqj AHj

il G+ !
= PX=pP(Y=})

e—(p+q)/1

Les variables aléatoires sont indépendantes.
3. OnaCov(X,N)=Cov(X,X+Y)=Cov(X,X)+Cov(X,Y)=Cov(X,X)=V(X)puisque X et Y sontindépendantes. On a donc Cov (X, N) =
pA.Onaoy =V (X) = /pAetoy = VA Finalement PX,N= % =P

Exercice 1.21

— 1)
(=1 _ %.Ainsi[E(Xk) = Letv(x) =251,
n

1. X est une variable aléatoire qui suit une loi de Bernoulli. Ona P (X =1) = —
n!

2. sii = j alors Cov(X;, X;) = V(X;). Sinon X;Xj prend uniquement les valeurs 0 et 1 donc suit une loi de Bernoulli avec P (Xl-Xj = 1) =

P [Xi =1,X;= 1). Le nombre de permutation qui ont i et j comme point fixe est (n —2)!, donc P (Xin = 1) = TR On a alors
n(n-
CovlX;, X)) = E(X; X} ) ~E (X, )E(x;) = L -1
nn-1 p n“(n-1)
n
3. N= ) Xi
k=1
n
4. On adirectement E (N) = Z E(Xg) = 1. On a ensuite (avec XIZC =Xy)
k=1
> X o 1 n+l1
VIN) =Cov(Y. Xpo Y- Xp) = Y. E(XE)+ ¥ Cov(X;, Xp) =1+ n(n-1)——— =
=1 k=1 =1 iz n(n-1 n
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Exercice 1.22

1. On écrit formellement :

+00 +00 +00
E(Y) = Zk[P’(Y:k):Zk(ZIP(Y:kIN:n)IP(N:n)

k=0 k=0 \n=0
+00 [+00

= Z(ZkP(Y:kIN:n))[P’(N:n)
n=0\k=0
+o0 [+o0

= Z(Zk[P(X1+...+Xn:k))[P>(N:n)
n=0\k=0
+00

= YEX+...+Xp)P(N=n)
n=0

+00
= nE(X)P (N =n)=E(X)E(N)

n=0

la convergence étant assurée en partant de la fin (tous les termes sont positifs alors il suffit de pouvoir calculer la somme double d'une
certaine facon).
+00

2. Avec les mémes calculs, on a E(Y?) = ) [E((Xl ot Xn)z) P (N = n). Pour Z une variable aléatoire réelle, on a V(2) = E(Z?) -E(2)?,
n=0
ainsi
[E((X1+...+Xn)2) SVX] 4t X)) +E(X] +... 4+ Xp)2.

Puisque les variables aléatoires sont mutuellement indépendantes, onaV(Xj +...+ X) = nV(X) etE ((Xl +...+ Xn)z) = nV(X)+n2E(X)2.

Cela donne
+00

E(v?)= X (nV00+nECO2)P (N = m) =E(N) VOO +ECOPE(N?),
n=0
3. On simplifie
V) =E(Y?)-EM? =E(N VOO +ECOPE (N2 —ECOPEN? =E(N) V(0 +ECO?V(N).
2
4. On utilise le résultat précédent avec N suivant la loi uniforme sur [1;n] (donc E(N) = "T“ etV(N) =L A L) et tous les X; suivant une
loi de Bernoulli de parametre p (avec E(X) = p et V(X) = p(1 - p)). La variable aléatoire Y correspond au nombre de piles obtenus. On a

etV(Y)=p(l- )”+1+ 2m =1 _ n+1(6+ n-7)
TPUTPT TP T TP TR :

n+1
EW)=p

Exercice 1.23

1. Soit (x1,...,Xx,—1, F) un mot ne contenant pas deux piles consécutifs, le mot (xi,...,x;—1) ne contient pas deux piles consécutifs et se
terminer par P ou F, d'olut ay, = ap—1 + by—1. De méme si m = (x1,...,Xp-1,P), xp—1 = F d'ol by, = ap—1. On en déduit que a, = ap-1 +
ap—» et comme ap = 2, az = 3, en posant ag = a; = 1, on reconnait la suite de fibonacci. Lévénement X = 0 correspond a un mot
(x1,...,Xp-2, B P)ou (x1,...,Xp—2, P) ne contient pas deux Pile. Cela donne

bp-1 _ ap-
P(X=n)= = =

Fn=Ap" + By

0u¢:1+2\/§et¢2:1_2\/§d’0ﬁan1 A(/)”etRZII(/).
—+00

+00
FO=1+x+ Y (Fpo1+Fpop)x" =1+ x+x(f(0) - 1) + x> f(x)
n=2
d’ ot
flx)= ;
1-x-x%
et donc
+00 +00 Fn—2 1 +00 1
PX=n=) —===3 F,(1/2)"=-f(1/2)=1
n=2 n=2 2 4n:0 4
+00 +00
Fn—2 1 Fn
E(X) = n =- n+2
(X) nZ::z o7 8 n;o( )2”_1
Mais
2x+1 +oo 1
fl=—"—==) nFux""
(1-x-xH% ;20
d'ou E(X)=6.
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Exercice 1.24

1. Lasérie ) P (X = n) doit converger donc |a/(a+1)| < 1 et comme une probabilité est positive, a = 0. De plus,
n=0

400
1=) PX=n)=kla+1)

n=0
) s __1
doua>0etk—a+1.
+00 n
at 1
Gx() =k =
x(0 ngo a+1) a+1-at

2. Comme les variables sont indépendantes,
Gs(1)=Gx()" =

T (a+1-an”
et on calcule
s (H= L
G @+ 1-ap"t!
n(n+l)a2
Sl = —— 7%
G (ar1-ant?

E(S) =G5 =an V(S)=Gel)+Gs1) - G5(D? = na(a+1)

3. EnposantY = X +1, Y(Q) =N* et
P(Y=m=PX=n-1)=—— (2 )"_1— n-1
SWETAEET U= o e —r

avec p = ﬁ. La variable Y suit donc une loi géométrique Y — G(p) d’or
EX)=E(XY)-1=a

V) =V(Y) = L = aa+1)
p

Ensuite, par linéarité de la variance et comme les variables sont indépendantes,
n
ES) =) E(X¢)=na
k=1

n
V(S) =) V(Xi)=na(a+1)
k=1

Exercice 1.25

1. on note f,(t) = elt*np (X = x5). Chaque fonction f;; est continue sur R et |f;(#)| = P (X = x5). Puisque ZIP’ (X = xp) converge, an
converge normalement sur R et ¢px est définie et continue sur R.

2. Ona, pour tout f € R,

An +00 (Aeit)n

2 oA AN

- =t exp()le”) = exp(/l(eit -1)

+oo |
dx (1) = Z emte—/l

|
n=0 n:

n=0

3. puisque X admet un moment d’ordre 2, elle admet aussi un moment d’ordre 1 et les deux familles (x;P (X = x5)) nen €t (x%,l]ﬂ> (X = xn)) neN
sont sommables. On a, pour tout n €N, £ € R,

Fa@) = ixn fu(0), 1 (8) = = fa (D) et | f (D] = 1xnIP (X = xp), | f) (D] = | X |P (X = xp).
Les séries de fonctions }_ f;, et ) £/ converge normalement sur R et ¢px est de classe €2 sur R avec, pour tout € R,
+00 . +oo :
(=Y ixne P (X = xp) et Pl () ==Y x5 P (X = xp)
n=0 n=0

Notamment ¢y (0) = iE (X) et ¢'y (0) = —E(X?). Cela permet de retrouver E (X) = —i¢ (0) et V(X) = E(X?)-E(X)? = ~ 5 (0) + (([)’X(O))Z.

Exercice 1.26

1. Soit a € ]0, +oo[. Pour toute variable aléatoire X admettant un moment d’ordre 2, on a:

V(X)

PP(IX-E(X)|=za)< —
a

2. Onpose X = ST" Par linéarité de 'espérance et comme toutes les variables Y; ont la méme espérance, on a E (X) = E(Y7). De plus, comme
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les variables sont mutuellement indépendantes, ona V(X) = LZV(S n) = %V(Yl). En appliquant 1. a X, on obtient le résultat souhaité.
n

3. Pour tout i € N*, on considere la variable aléatoire Y; valant 1 si la i®Me hoyle tirée est rouge et 0 sinon. Elle suit une loi de Bernoulli de
parametre p avec p = % =0,4. Les variables Y; suivent la méme loi, sont mutuellement indépendantes et admettent des moments d’ordre

n
2.0na,VieN,E(Y;) =0,4etV(Y;) =0,4(1-0,4) =0,24. On pose S, = Y_ Y;. Sy, représente le nombre de boules rouges obtenues au
=
n 1
>
cours de n tirages. Alors Ty = lzil représente la proportion de boules rouges obtenues au cours de n tirages. On cherche a partir de
combien de tirageson a P (0,35 < T, <0,45) >0,95. Or

S S
P(0,35< T;; <0,45) =P (0,35 << 0,45) =p (‘—” —E())| < 0,05).
n n
IR . - Sn 0,24 0,24 3
D’apres la question précédente, P ||— —E(Y7)|=0,05| < —— etP(0,35< T, <0,45) =21 - ———. 11 suffit alors pour répondre au
n n(0,05) n(0,05)
probleme de chercher a partir de quel rang n,ona 1 - % = 0,95. La résolution de cette inéquation donne n = 00’02:3 c’est-a-dire
n\, y
n =1920.
Exercice 1.27

1. soit t > 0 et Y = exp(¢X). La variable aléatoire Y est bornée donc d’espérance finie et positive. On peut appliquer I'inégalité de Mar-

E(Y
kov: P [Y = etd) < % Or, la fonction x — exp(tx) est croissante puisque ¢ > 0. On a donc (X = d) = (exp(tX) = exp(td)) et ainsi
e
P (Y = e[d) =P (X = d). Tout cela donne,
E etX)
Vi>0,P(X=d)<
etd
et donc
[E(etX]
P (X =d) < inf
>0 ptd

2. Ona(enposantg=1-p):

eant at

[E(etX) = Xn: ekt(Z)pkan =(pe' +q)" et [E(etx) = (pe%q)" = (Pe(ka)“fﬁlefm)n
k=0 e

Puisque pel=®7 1 ge~%! > 0 et que u — u” est croissante sur R*, la borne inférieure est 87 o1 § = in(fJ (pe(l_“)t
>

(1I-a)t

+ qe_‘”]. On étudie

a

donc f:t— pe +qe *"surR%.Ona

fl=0-apet™" —a(-ple =e (1 -a)pe’ —a(l - p))

— sia > 1, alors la fonction f est décroissante sur [Rj‘r et sa limite en +oo est nulle donc P (X;; = an) = 0 (c’est assez normal, on n’avait
pas besoin de tout ca pour le dire)
— sia =1, alors la fonction f est décroissante sur [R’fr et sa limite en +oo est p donc P (X, = n) < p" (onaP(Xp=zn)=PX,=n)= p")
a(l-p)

— sia€lo,1[: f'(t) = 0 si et seulement si e’ > T-ap Il reste a savoir si cette valeur est supérieure a 1 (pour savoir si £ >0). Ona

WP eal-psU-apoasp
1-ap

— sia€]0, pl, le minimum est en 0, ce qui donne P (X, = an) <1

— sia €]p, 1], alors on obtient le cas intéressant, P (X, = an) < f(ty)" ot1e® = %. Apres simplification, on trouve
1- 1- a\n
|]:D(Xn =an) < (_P (u) )
l-a\(Q-pa

remarque : on peut faire le lien avec la loi faible des grands nombres. Si a > p, on peut écrire a« = p+ € avec € >0, on a
S
IP’(SnZna):IP((Sn—np)zne)slP’(ISn—nplzne):P(I—n—plze)
n

avec l'inégalité de Markov, on a obtenu une majoration en L. Ici on a amélioré en une majoration géométrique (S, /n se concentre
2 n
n

rapidement autour de I'espérance).
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Exercice 1.28

+00
1. OnaP (Y= k)= ) P(Y = j).On calcule alors
=k

+00 +00 +00 +o0 J +00
L POE0= 2 S P(r=))= 1 RP( =)= L (Y =)=EW
k=1 j=lk=1 j=1
le calcul étant licite puisque la somme double finale existe (termes tous positifs ou nuls et théoréme de sommation par paquets).
n n n
2. OnréécritSp= Y P(X<k)=) 1-P(Xzk=n-) PX=k.
k=1 k=1 k=1

(a) puisque Z P (X = k) admet une limite finie E (X) lorsque n tend vers +oo, on en déduit que Sy, ~ n, puis S, —n et E(X) (qui
k 1 n—+o00 —+00
est non nulle).

+00 n +o00
(b) On aalors S —n+E(X) = Z PX=k) - Z PX=k) = Z P (X = k). On doit majorer le reste d'une série convergente. D’apres
= = k=n+1
E(x?)
I'inégalité de Markov,onaP (X = k) =P (X2 = k2) < Z Cela donne
+00 9 +00 1
0< Y PX=R<E(X}) ¥ =z
k=n+1 k=n+1

Pour majorer ce reste, on peut utiliser une comparaison série-intégrale ou plus simplement I'inégalité # <z F-D-F
qui permet de majorer le reste par % Finalement

2
0<S,-n+EX) < [E(X ]

Onabien S, = n—[E[X2)+O(%).

Exercice 1.31
1. lafonction y est continue, paire, négligeable devant x — LZ en +oo donc intégrable sur R.
X

2. On note Uy, = Sz. Si x € Uy (Q) alors on vérifie que P (U, = x) = P (Up =-x) = P (-Uy = x). On aura alors Uy et —Uj, qui suivent la
méme loi donc ont méme espérance ce qui donnera E(Uy) = —E(Uy) donc E(Uy) = 0 (ce qui revient dans le calcul de 'espérance a
regrouper les termes opposés xP (Uy = x) et —xP (U, = —x) = —xP (Uy = x)) et obtenir une somme nulle. Puisque p est impair, cela re-
vient & montrer que P (S, = y) =P (S = -y) =P (-Sp = y), c'est-a-dire que Sy, et —S,, ont méme loi. Les vecteurs aléatoires (X, ..., Xn)

1
et (—-Xi,...,—Xp) ont méme loi puisque pour (g1,...,&,) € [-1,1]", P (X; =¢1,...,Xp=¢€p) = 2_” =P(-Xy=¢€1,...,— X5 =€p). Avec
fx1,...,xp) = \/_ Z Xg,ona f(Xy,...,Xn) =Sy de méme loi que f(-Xj,...,—Xn) =-Sp

Finalement on a bien E (SZ ] =0 si p est impair. Puisque ¢ — tPy(t) est intégrable sur R et impaire, on a également f tPy(t)=0
R

3. il suffit de le prouver lorsque Q = X 2k (puis utiliser la linéarité et la question précédente).
+00

2k+1
— on note Ij =f ?ky(ndr. On a Iy = [2k+17m + 2k1+1fma 2K 2y(1dt donc I,y = 2k + DI avec Iy = 1. Cela donne I =
—0o0
- (2k)!
@k-1)...3.1= 50
— onregardele cas Q= X?:onaS2 = % Y XiXjetE(S3) = % > [E(X,-Xj). Lorsque i # j, X; et X; sont indépendantes donc
1<i,jsn 1<i,j<n

E(Xi X;) =E(X;)E(X;) = 0. De plus £ (X?) =E(1) = 1. Finalement E ($3) = §.n=1et I = 1.
— cas Q= X*. Ona I = 3. On a besoin de déterminer E(S4). On note Ty, = /Sy = X1 +... Xp. On a E(S%) = L E(T2). On détermine
n

cette espérance par récurrence sur n. On a Tj+1 = T, + X471 avec Ty, et X471 indépendantes. Cela donne

4 4
T = Th+4Xp 1 T +6X2, T2 +4X0,  Tn+ Xi oy

n+1

onak(Xp+1T3) =E(Xp+1)E(T3) =0 et de méme E (X3

3.1 Tn) =0.0Onaégalement X2, =1.Il reste

E(Thi

) =E(T3) +6E(73) + 1=E(77) +6n+1

année 2025/2026



SOLUTIONS

avec E(T}) = 1, par télescopage,
n-1
[E(Té)—l =) 6k+1)=3(n-n+n-1 =3n®-2n+1
k=1

: 4y _ 5,2 _ 4y _o_2 : 4)_o_ [ 4
FinalementE(T;;) =3n” —2netE(S;) =3 n.Onanl_lgloo[E(Sn)—IS—ﬁQt y()dt.

— cas général avec Q = X2k :on peut essayer de généraliser le calcul précédent ou développer (Xj +...+ Xn)2k, regrouper les termes, se
dire que I'espérance d'un terme X{l ...X}" est nulle dés que I'un des exposants est impair et simplifier les Xi2 en 1... il faut compter
combien de termes restent

Exercice 1.32
1. Ona (ISyl>a) = (S%l = az). Linégalité de Markov peut s’appliquer a S%l qui est positive (et d’espérance finie). Cela donne P (|S;| > a) <
£(s3)
5— Il reste a calculer E (§2).0na
a

ft)-e(( £ 1) )5, o)

1<i,jsn

BN

Onalk (Xi Xj) =E(X;) [E( ] 0 (indépendance et variables aléatoires centrées). On adonc E(S3) = Y E (Xlz] < 0. Finalement
i=1

N

g

P(Snl>a) < —
a

2. (a) les événements Aj,..., Ay sont deux a deux disjoints : sii > jetw € A; nAj alorsonaw € A; donc |S;| > a et |Sj| <aetonaweE Aj

n
donc |S| > a. Une seule des variables aléatoires T; peut prendre la valeur 1. On a donc Z T; qui ne prend que les valeurs 0 et 1 et
i=1
n
elle vaut 1 en w lorsqu'il existe i € [1; n] telle T;(w) = 1. La somme est donc la fonction indicatrice de 'union disjointe A= |+ A;. On
i=1
vérifie que A est bien 'événement : B = (il existe k € [1;7],|Sg| > a). Chaque A; est inclus dans B donc A < B. Réciproquement, si

w € B, en prenant le plus petit entier k € [1; n] tel que |Si(w)| > @, onaw € A donc B c A.
n

(b) Sionnote T=) T;ona
i=1
n
Y E(1;8%) =E(TS%) <E[s%)<0?,
3 e{rist) =e(rst) <5
puisque T <1 et 2 = 0 donc TS% < S% (la majoration de [E(S%] est faite en premiere question).
(c) Onregarde Tk(S,% - Si). On a

2~ 82 = 2(Xpp1 et Xp) St + (Xpps1 +ovvt Xn)? € T(S2 = S2) = 28 T (Xpy 1 + oo+ Xn) + T (Xpi1 +-. 4 X))

Ainsi E (T S2) - [E(Tksi) = 2F (S T (Xpeq1 ...+ Xn)) + [E(Tk (X1 +...+ Xn)z). Les variables aléatoires S et T ne dépendent que
de Xj,..., X} et donc sont indépendantes de Xj1,..., X, (en vrai c’est pénible a rédiger). On a donc E(Sg T (Xgy1 +...+Xn)) =
E(SkTk)E(Xpp + ..+ Xn) = 0. Finalement E (T.53) ~E (7552 > 0.
3. on remarque tout d’abord que P’ (B) = E(T). On essaie d’enchainer les différentes inégalités obtenues : en sommant les inégalités précé-
dentes, on obtient

n n
Y (782 < Y E(TiSh) <0?
k=1 k=1

De plus Tksi > a? Ty : si Ty (w) = 0, c’est immédiat et si Ti.(w) = 1 alors w € Ay donc |Sy (w)| > a et Si(w) > a?. Onadonc

r'1=

E(7ca?) < <3 E E(752) < 0?

k=1 k=1

02

donc @E(T) < 0? et P (B) < — - Sion note By, I'événement (3k € [1;n],ISk| > a) alors la suite est une suite croissante d’événement. La
o

2
o
réunion des Bj, est1’événement (sup |1Sul > a) et hm P (Bp) < —2
n=1
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Exercice 1.33

on commence par remplacer chaque X; par X; — m = X; —E(X;). Les variables deviennent centrées, on a V, = [E(Xiz) etVy = [E(Xl‘.l) pour tout
entier i.Onnote S;, = X7 +...+ X,
E(s)

ntet

. Il reste

1. ona A%, = (‘%Sn

> 6) = (8% = (ne)*) et ainsi, par 'inégalité de Markov (S% est positive et d’espérance finie), on a P (A%) <
donc a calculer I'espérance de S%, ce qu'on fait par récurrence sur 7 :
4 _ 4 3 2 Q2 3 4
Spi1=Sn+4Xn+18,+6X;,, 157 +4X,, 1Sn+ X,
Puisque Xj;+1 et Sy, sont indépendantes et que Xj,+1 est centrée, on obtient

[E[S4 ) = [E(S;l’) +6[E(Xr21+1] E(S%L) +[E(Xn+1)4

n+1

Onak(s2)= Y E(X;X;)etE(X;X;) =E(X;)E(X;) =0sii# j.NvientdoncE(3) = nVs et

1<i,j<n
4 4 2
E(Sho1) =E(s)+6nvE+ V4
Onak(S}) = Vj. Par télescopage,
n-1
[E[S‘,‘l) V= kz (6kVZ + V) =3n(n-1DVZ +(n-1)Vy
=1

et finalement E(S) = 3n(n— 1)VZ + nVj. Tout cela donne

2
In-1DVy+Vy
P(AS) s ———=—
n-e
2. On a une majoration par un terme équivalenta C/ n®. La série converge.

3. Onnote Bz = U;g"p AS,. C’est une suite décroissante d’événement donc P

+00 . e
p[;]l By|= lim P (Bp). or

+00

P(BS)< Y P(45)

n=p

+00 +00 +00
en tant que reste d’une série convergente, lim Y P (A%)=0etfinalementP | (] |J A%]|=0.
p=+e0n=p p=1n=p

Exercice 1.34

1. SikeN*
P(L12k)=P(X;=1,..., X =1)+P(X; =0,..., X =0) = pF + 1 - p)F

Par continuité décroissante, P (L] = k) k—» P(L; = +00),donc P (L] = +00) = 0. Si ke N*,
—+00

PLi=k)=PL12k-PL>k+1)=1-pp~+pa-pF

On en déduit N
= - - p 1-p
E(L)) = A-pkpFlepa-pmka-pk1)=L_"F
1121(17!7!7 pd-p p)l_pp
Ona
+00
E(Li(Li-1) = Y (p20 - plktk=Dp =2+ p(1 - pPktk- 11 - p)*2)
k=2
2p21-p) 2p-p?  2p* 20-p)?
= E 3 - )
1-p) p 1-p) p
donc

V(L)) =E(L1 (L1 —1)+E(Ly) —E(L1)2
2 2 _
__r 2+(1 f) L_P 1-p
(1-p) p I-p p
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2. Soit/eN*.Ona

+00
P(Lp=20)=) Py={,Li =k
k=1

+00
=Y PU2=2l,L1=kX1=0+PLy2¢,L1 =k X =1)
k=1

= (P(Xl:0,...,Xk=0,Xk+1=1,...,Xk+g=l)
k=1

+P(X1=1,..., X =1,Xp31=0,..., Xgyr =0))

=) (a=-pfplepra-pf)=pa-ptra-pp!
k=1

Par continuité décroissante P (Lp = ¢) ’ — P(L» = +00), donc P(Ly = +00) =0.
—+00
Si ¢ eN*,
PLy=0)=P(Ly=0)-PLy=l+1)=p*(1-p) L +a-p?p’!

Ona

(2 -1 2,0
E(lp)=Y (p a-p) v a-p2ep ‘1):2
+o00 =1
E(L2(La-1) = Y (PP -pe@-100-p) 7 +0-pPpe-1p'?)
=2
_2-p  2p
=T fi-p
ot 20 2
( —p)+ p

V(L) = -

-2
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