SOLUTIONS

CHAPITRE 23 - ESPACES PREHILBERTIENS
Exercice 23.1

1. ona (x,y,z) € F si et seulement si

- - = -3
x+y+z = 0 - x+y+z = 0 - X 32
x-2y+3z = 0 —-3y+2z

|
o

Une base de F est f = (-5,2,3).

2. Ona | f|| = vV25+9+4=38. Si u est un vecteur de E alors p(u) = <u, ﬁ> IGE soit

f —-5x+2y+3z 1
(u, f (=5,2,3) = —(25x—-10y —152z,-10x+ 4y +62,—15x+ 6y + 92).
||f|| 38 38
25 -10 -15
La matrice de la projection dans la base canonique est donc % -10 4 6
-15 6 9

3. ona pley) = 35(25,-10,-15), e1 - ple1) = 35(13,48,53) et d(e1, F)? = e — plen)|* = 15
Exercice 23.2
0 1
1. Ona.Z =Vect(I,K) ou K = ( 1 0) donc .# est un sous-espace vectoriel (de dimension 2) de E.
2. Une matrice M = (Lcl Z) est orthogonale a .7 si et seulement si elle est orthogonale a I» et K (famille génératrice de .#). On a
oM, D)=a+detp(M,K)=b-
La matrice M est dans .Z = si et seulement si a = —d et b = ¢, c'est-a-dire si il existe a, b € R tels que M(Z _ba). Une base de .Z 1 est

flo S ot

3. on note M et M ces deux derniéres matrices. On remarque que ces matrices sont orthogales et de norme /2. Si p est la projection
orthogonale sur .# 1, alors

pU) = UMy 2Ly My
=/, 1 y VI
ik M2 117

cela donne p(M) =0 +2M2 =M = ((l) (1)) (on peut remarquer que J— M = b € & = F11),

4. Onad=|J-pzW| =|pW|=v2

Exercice 23.4
1. On commence par le cas Ry [X]. Le plus simple ici est de déterminer une base de E; et d’écrire que P L Ej si et seulement si P est

n .
orthogonal 2 une base de E;. Une base possible est X, X2,...,X"".Si P = Z aka alors <P, X’> = a; =0.Si P convient alors P est constant.
k=0
Réciproquement ces polynémes conviennent (on peut aussi remarquer que Ej est un hyperplan de R, [X] et que son orthogonal est par

conséquent une droite). Pour le cas de R[X], P doit étr eorthogonal a tous les X! pour i € N*. Cela donne de nouveau E =Ro[X].
2. Méme principe avec la base (X - 1xk pour k € [0;n—1]. On obtient <P, Xk—k+1> =ay—ap,q =0. Si P convient alors P = ap(1+ X +
X2 +...+ X" et réciproquement ces polyndomes conviennent. Dans le cas de R[X]. Si P € Ef- est de degré exactement d (avec d € N), alors

<P. x4- Xd+1> =ag—ag4, = ag =0 d’ott une contradiction. Seul le polyné6me nul convient.

n n

On peut, dans le cas de Ry [X] écrire également que Ep = {P =) ap X, Y ar= 0} ={PeRy[X],(PQ)=0} o Q=1+X+...+X". Ainsi
k=0 k=0

Ey=Qlet

E3 = QY = ((vecr)* ) = (Vect(Q)) - = Vect(Q).

Ej estI'hyperplan orthogonal a Q, donc E, L est la droite dirigée par Q. Cela ne fonctionne plus aussi simplement dans R[X].

k

1 X
———ay = 0. Ainsi E3” = Vect(R) ou R = Z ——. Comme

3. Méme principe... en déterminant une base ou a partir d'une équation de E3 : Z kel

o k+1
pour E>, dans R[X], on a E§- = {0}.
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Exercice 23.5

On note F = Vect(vy,..., ). Cet espace est de dimension k.
1. Le plus simple est de déterminer le noyau. En effet, x € ker f si et seulement si pour tout i € [1;k], (Ui,x> = 0 puisque {vy,..., vg} est
libre. Cela équivaut a dire que x € FL. On en déduit que ker f=F L, puis par le théoreme du rang, querg f = n— (n—k) = k. Puisqu'il est
immédiat que Im f c F, par dimension on obtient Im f = F.

2. Lapplication f est alors bijective puisque ker f = {0} ou que Im f = F = E. Si (a; ..., an) est donné, il existe un unique x € E tel que

n
f(x) =) a;v;, Cest-a-dire tel que Vi € [1; 1], (v;|x) = a;.
i=1

Exercice 23.6

— Si tous les termes sont nuls a partir d'un certain rang, la série est évidemment convergente.

— Soit v € FL. Pour toute suite « de F, on doit avoir («, v) = 0. En prenant la suite « nulle sur tous les termes sauf en un certain rang np pour
lequel up, =1, on a bien u dans F et (u, v) = vy,. Si v est dans Fl, alors v est nulle. la réciproque étant vraie, on a Fl= {0}.

— Soit uunesuitede F.Onay u% convergente. Soit p € N et considérons la suite #P) obtenue en tronquant la suite « 2 partir du rang p+1:

ona u(np) =uylorsquen<pet uﬁl’” =0sin>p.Lasuite u— ulP est nulle jusqu’au rang p puis, pour n> p,ona (1 — uP),, = uy. Ainsi

2 14 9 +00 2
Hu—u(’”)" =Y 07+ > up,
n=0 n=p+1

et puisque Z u,21 converge, la suite des restes de cette série est de limite nulle. On a, par conséquent, liril u'P) = y (au sens de la norme
p—+oo

utilisée). Puisque pour tout p € N, uP estdans F, ona F = ¢2(R).
— On considere vP la suite vérifiant vﬁlp V=6 n,p (tous les termes sont nuls sauf au rang p). La famille .7 = P peN est une base de F :
toute suite de F se décompose en tant que somme finie de ces suites. Puisque F est dense dans ¢ (R), la famille est totale.

Exercice 23.7

1. Puisque R;[X] est de dimension finie, I'application A — (A, -) est un isomorphisme de R, [X] sur son dual, or I'application § : P — P(0) est
une forme linéaire sur Ry [X], donc il existe un unique polynéme A, € Ry, [X] tel que § = (Ay,-), c'est-a-dire VP e R, [X], P(0) = (A, P).

2. Le polyndme Aj; n'est pas nul car la forme linéaire § n’est pas nulle. Notons r le nombre de racines d’ordre de multiplicité impaire de A,

appartenant a l'intervalle ]0, 1[ et supposons r < n— 1. Si on note ay,..., ar ces racines, alors on peut écrire A, = ﬁ (X —ay) B, ou B est
un polyndme non nul de signe constant sur ]0, 1[. Par définition de A, on a pour tout P € R,,_1 [X], (XPB, Ap) =0, dlcc)?li: en particulier pour
P= k]jl (X —ay), ce qui donne fol tkljl(t_ ak)2 B(t)dt = 0. Or la fonction intégrée est continue sur ]0, 1] et garde un signe constant, donc
elle est nulle sur 10,1[, ce qui signifie que le polyndome ﬁ (X — ak)zB possede une infinité de racines, donc c’est le polynéme nul, d’out
B =0 ce qui est absurde. On en déduit que r = n, donc jlif;ladmet nracines d’ordre impair dans 10, 1[, or il est de degré inférieur ou égal a
n, il est donc exactement de degré n et posséde n racines simples dans l'intervalle 10, 1[.

Exercice 23.8

1. cours.

2. Posons G={f € E|VYx€[-1,0], f(x) =0}. On remarque que si f € F et g € G, alors le produit fg est nul donc {f,g) =0, dou G FL.
Soit g ¢ G, quitte a changer g en —g, il existe a € [-1,0] tel que g(a) > 0. Comme g est continue, il existe un intervalle [b, c] c [-1,0] tel
que b < c et g > 0 sur [b, c]. On définit alors f € E continue affine par morceaux par Vx € [-1,1]\ [b,c], f(x) =0, f(%) =1, f affine sur
(b, %] et sur [%, c]. On observe que f € F et que le produit fg est nul sur [-1,1]\ [b, c] et strictement positif sur | b, c[, donc (f, g) >0,
d’ot1 g ¢ FL. Finalement, on a montré que F- = G.

3. Soit f € E telle que f(0) = 0. On construit deux fonctions g et hen posant g = fet h=0sur [-1,0] et g=0et h = f sur [0, 1]. Les fonctions
g et h sont continues sur [-1,1] car f est continue et f(0) =0, donc g € F et h € F- et f = g+ h. Inversement si g € F et h € F+, alors
g(0) =0 et h(0) = 0 donc (g + h)(0) = 0. Il en résulte que F + FL = {f € E| f(0) = 0}. On observe que F + F- #E.

4. Soit 2 I'ensemble des fonctions polynomiales, et f € L. Par théoréme de Weierstrass, il existe une suite (P,) de fonctions po-

1

f [Prf00 - f?) dx

lynomiales qui converge uniformément vers f sur [1,1]. Or |Pnf = f?||o < || flloo |Pn = fllo donc <

1 1
2| flloo 1P = £ 0. Or f_l Py(x)f(x)dx = 0, d’ol en faisant tendre n vers I'infini, on obtient que fo f)?dx=0dou f=0

par continuité de f. On en déduit que 7L =0y

X p—+oo
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Exercice 23.9

2 2
— en appliquant la relation au vecteur e;, on obtient |[e; |* = ||e;||* + 3 <ei, ej> ,etainsi ) <ei, ej> = 0. Tous les produits scalaires sont
J#i J#i

donc nuls et la famille est orthogonale, et ainsi orthonormale. Notamment, la famille est libre et p < n.
— Soit F = Vect(ey,...,ep) et x € FL. La relation de 'énoncé donne [ x||? = 0. Ainsi x = 0, F = {0} et F = E. La famille (e, .. .,ep) est donc
génératrice si bien que p = n.
On a bien montré que p = n et que (e1,..., ey) est une base orthonormée de E.

Exercice 23.10

1. Soit F = Vect(ey,...,ep). Six € FL, alors || x| = Z (x, ek) = 0. Ainsi F- = {0} et F = E. La famille est donc génératrice et p = n. Puisque
p<n,ona p=n.Onapplique encore la relatlon al un des vecteurs e;. Cela donne

p
lesl> = Y (erex)® = (eser)” = |les]|*.

On obtient ||e; ||4 <|e; ||2 Puisque e; # 0 (la famille est une base de E d’apres les résultats précédents), on a ||e; ||2 <1

2. Soit F; = Vect(ey,...,€j_1,€j+1,---,€n), sSous-espace de dimension n—1 de E et u un vecteur de FiL. On applique encore la relation; cela

donne ||u?| = (e;,u)* < |le;||* lull2. Ainsi |le;]| = 1 et le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne e; et u colinéaires. On a
bien e; orthogonal aux autres ey et unitaire. On en déduit bien que la famille est orthonormée.

Exercice 23.11
2 ~ B _ .
1. Ona ||p(x) || ={px),p(x)) ={px), p(x) —x+x) =(px), p(x) — x) +{p(x), x) = { p(x), x) puisque p(x) et p(x) — x sont orthogonaux.

2. Ona Z Iple; NI = Z (pley),e;). Or{ple;), e;) estle coefficient d’indice (i, i) de la matrice de p dans %, donc Z lple; Nk =trp=1gp=
i=1 i=1 i=1
q.

Exercice 23.12
1. On vérifie qu’on a bien un produit scalaire. On a (Xkll) =T(k+1)=k!

n
2. — Le polyndme Q appartient a F ce qui donne l'existence de réels a1, ..., a, tels que Q = Z ochl. Avec a; = —aj, on obtient le résultat.
=1
— Le polyndme Q est le projeté orthogonale de 1 sur F donc 1-Q L F. Pour tout k € [1;n],ona (1- QIX* =0.0n explicite cette égalité.
Soit k€ [[1;n],ona

n
ke tdr=ki+ Y as(k+0)!=0.
/=1

+00 n
a-0ix% :f (1+ Y att
0 =1

. & o (k+O)
Or pour un tel entier k, ona P(k) =1+ Y ap(k+1)...(k+0) =1+ ) ay

/=1 /=1

et k!P(k) = (1 - Q|X¥) = 0. Ainsi pour tout k € [1; 7],

onaP(k)=
— Le polynome P est de degré n, de coefficient dominant a, et admet 1,2,..., n pour racine. Ainsi P = a; (X —1)(X -2)...(X — n). Il reste
a déterminer le coefficient dominant a;. Pour cela on calcule P( 1) (car 1 est racine de tous les polyndmes (X +1)...(X + k)). Cela

donne P(-1) =1 = a,(-1)"*(n +1)!. On obtient finalement P = (n+ 1), H (X-k).

3. En remplacant aj par —f, on montrer que I = r}?in [1— R|%2. Ce minimum est atteint lorsque R est le projeté orthogonal de 1 sur F,

c’est-a-dire Q. Onadonc I = |1-Q|% = (1- Qll Q)= (1—Q|1)—(1—Q|Q).OrQEFetl—QeFLdoncI:(l—QIl).Enreprenantlecalcul

(=n" 1
(n+1)! n+1-

de la question 2.b, on trouve (1-Q|1) =1+ Z ap?! = P(0). Puisque P(0) =
(=1

((-1)"n!), on obtient I =

Exercice 23.13

1. on vérifie...

2. Des deux espaces, le plus petit est W puisque c’est un espace de dimension 2. Si on note fy: x— e* et f; : x — e %, alors W = Vect(fp, f1).
En revanche V l'intersection de deux hyperplans (noyau de deux formes linéaires f — f(0) et f — f(1)), donc trés gros (et au passage
c’est un sous-espace vectoriel de E).

— V et W sont orthogonaux : soit f € V et ge W, alors

1 1
<f,g>=f0 f(t)g(r)+f’(t)g’(r)dt=f0 Fg"m+f g wde=[fng' 1]y =0.
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Puisque les deux sous-espaces sont orthogonaus, ils sont en somme directe.
— Par analyse synthése, on prouve que E < V + W. Soit h € E et supposons que h = f + g avec f(0) = f(1) =0 et g’ = g. On peut écrite
g=afo+pBf1.Enévaluanten 0 eten 1, cela donne

h(0)=a+Beth(l) = ae+ et

La résolution de ce systeme donne (1 — e?)a = h(0) — eh(1), soit a = w puis = h(0) - M . Finalement
_e _
h(0) - eh(l) PO eh(O) .
1-¢2 1-

et f(x) = h(x) — g(x) - les deux fonctions sont entierement déterminées a partir de h.

Récipoquement, soit # € E. On note g = h(Oi — e?(l) fote h(li — e?(O) fietf=h—-g.Onabien f+g=h, ge W.1lsuffit de calculer
—e —e
f(0) et f(1) pour obtenir 0, si bien que la décomposition convient.

— Pour finir, f est la composante sur V et g la composante sur W de h dans la décomposition E = V& W. De plus V L W donc la
projection orthogonale de & sur W est cette composante sur W, donc la fonction g obtenue.

3. Lensemble E, g n'est pas un sous-espace vectoriel mais un sous-espace affine de E. Considérons f une fonction de Eq,p (par exemple la
fonction affine x — a + (6 — a)x). Alors f € E, g si et seulementsi f — f € V.Onnote ||| la norme associée au produit scalaire. On a donc

1 B _ 2 _ 2
e [ 7 s it U = g Ve I = (o Ik 71 = (jng D7)

fEEa,ﬁ 0

cest-a-dire d*(f, V) = || f - pv(f) || oll pv(f) estle projeté orthogonal defsur V.0r f-py(f) = pw(f). Ona ce projeté dans la question
précédente - et puisqu’il ne dépend que de £(0) et f(1), I'expression de f n’est méme pas utile. Finalement

. (L) ke L)

1-¢2
puisque fp et f1 sont orthogonaux. Il n'y a plus qu’a finir les calculs.

5 fo+
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