SOLUTIONS

CHAPITRE 24 - ENDOMORPHISMES DES ESPACES EUCLIDIENS

Exercice 24.1

1
1. rotationd’axe | 1| d’angle +7/6.
0
2. réflexion orthogonale par rapport au plan d’équation x —2y+3z=0

1
3. rotation d’axe | 1 | d’angle +7/6.
1

0

4. rélexion-rotation autour de | 1 | d’angle 6 avec cosf = %
1

Exercice 24.2

Deux possibilités pour cet exercice :
1 1
— on se place dans une base adaptée : on fixe u = % 1|, on complete en une base orthonormée (u, v, w) avec v = % -lletw=unv.
1 0
Dans cette base, la matrice de r est sous la forme standard. On détermine les coordonnées de e» et e3 dans cette base afin d’écrire la
relation r(e2) = e3. On obtient alors cos# et sinf puis avec un changement de bases, la matrice de r dans la base canonique.
— On travaille directement dans la base canonique. La matrice de r est A avec

/

a 0 a
A=|b 0 V.
c 1 ¢
On ecrit le fait que A est orthogonale: ¢/ = c=0, a? +b?> =1, a2 + b'> =1 et aa’ + bb’ = 0. On a alors a = cos, b =sinb, a’ = —sind’ et

b’ = cosf’ (par exemple, c’est pour simplifier) avec sin(0’ —0) = 0. Ainsi 0’ =0 oud’' =0 +7.Ona

cos§ 0 —sinf’
A=|sinf 0 cosf’
0 1 0

Le déterminant de A doit étre égal a 1, ce qui nous place dans la situation 8’ = 6 + 7.

cosf 0 sinf
A=|sinf 0 —cosf].
0 1 0

Enfin le vecteur d’axe doit étre invariant, ce qui donne cos +sinf =1 et —cosf +sinf = 1. Ainsi cosf = 0 et sinf = 1. Finalement
0 0 1
A=|1 0 O0].
0 1 0
C’est une rotation d’angle +2m/3 autour de I'axe dirigé par (1,1,1).

Exercice 24.3

i=1
sur j variantdelan,ona Z a? j=n On peut le voir en écrivant que le carré de la norme de chacune des colonnes de A vaut 1. En
1<i,j<n
ajoutant ces normés au carré, on trouve la somme des carrés des coefficients de A, et également n.

n n
1. Le coefficient (j, j) de la matrice AT Aest égal a Z alz-j. Comme AT A = I,,, on en déduit que vje[1;n], Z a?j =1, donc en sommant
’ i=1

n
2. Soit V le ecteur colonne ’(1,...,1). La i coordonnée de AV est égalea ) a; j,donc Y a; ;= (AV|V). Par I'inégalité de Cauchy-
j=1 1<i,j<n
Schwarz,

<IAVIIVI=IVI*=n.

Y 4

1<i,jsn

3. Comme a; ; € [-1,1], on sait al%j <laj, jl. En sommant pour / et j variant de 1 & n, on obtient Z laj il = Z al?,j = n d’apres la

1<i,j<n 1<i,jsn
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premiére question. Par inégalité de Cauchy-Schwarz dans R(”Z), ona

Y lajjls Y al%j Y 1=n/ Y alg,jzn\/ﬁ.

1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,jsn 1<i,jsn

Exercice 24.4

La matrice A est symétrique car AT = In—Z(UUT)T = A.Onadonc AT A= A2. Parailleurs, ona A% = (I,-2UUT)? = I,,—-4UUT +4auUTUUT. Or
UTuU =1, sibien que uUTUUT = uwWTU)UT = UUT. Finalement AT A = I,,. La matrice A est donc orthogonale, mais également symétrique.
C’est donc la matrice d’'une symétrie orthogonale. Il reste a déterminer les vecteurs invariants par A. Soit X € M;, 1 (R) tel que AX = X. Cela

n
équivaut a I'équation (E) : 2uUT X = 0. Si U estle vecteur (uy,..., un) | et Slevecteur (x1,...,x,) T, 'équation (E) est équivalente 2 (Z u;xj)u=0.
i=1

n
Comme le vecteur u est non nul, I'espace invariant est 'hyperplan d’équation »_ u;x; = 0. La matrice A est donc une réflexion orthogonale par

i=1
rapport a ’hyperplan orthogonal au vecteur U.

Exercice 24.6
La matrice M est diagonalisable donc il existe P € O, (R) et des réels A1,..., 1, tels que M = Pdiag(1y,..., /1,,)P‘1. Légalité MP = I, entraine que

Vi,/lf =1,donc A; € {-1,1},d’out l% =1, ce qui donne immédiatement que M? = PInP_1 =1Ip.

Exercice 24.7

On utilise la relation Z a? i= tr (ATA) =tr (A2) (car A estsymétrique). La matrice A est symétrique et réelle, elle est donc diagonalisable dans

1<i,j<n !
une base orthonormale. Il existe une matrice orthogonale P telle que P~1 AP = D o1 D = diag(A1,...,A,). Onaalors A= PDP 1 et A> = pD?p~1,
En passant a la trace, on obtient tr (A2) = tr (PD?P~1) = tr (D2 P71 P) = tr (D?), d’ol1 le résultat.

Exercice 24.8

Lamatrice AT A est symétrique réelle. Elle est donc diagonalisable. Il existe P inversible (et méme orthogonale) telle que AT A= PDP~! o1 D est
diagonale de diagonale 11,..., ;. Alors

n
det(I, + AT A) = det(I,, + PDP™Y) = det(P) det(I, + D)det(P™1) = [] (1 + Ap).
k=1

Puisque les valeurs propres sont 4 peu prés quelconques, on s'intéresse a chaque facteur 1+ A;. La matrice AT A est positive : si AT AX = AX
pour X # 0, on obtient en multipliant par XT, IIAXII2 =1 ||X||2. Ainsi Sp(A) c R™. On obtient det(I, + ATA) =1.
Exercice 24.9

Soit (x, y) € E2. En appliquant 'hypothése en x, y et x+ y, on obtient

(u(x) +u(y)x+y) = Wx)|x) + (Wwx)|y) + (xlu(y) + @y
0+ (u(x)y) + (xlu(y) +0.

Ainsi, pour tout x, y € E, (x|u*(y)) = —(x|u(y)). Par unicité de 'adjoint, on en déduit que u* = —u. On a alors ker u = keru* = (Im u)i.

Exercice 24.10

Linclusion ker f n ker f* < ker(f + f*) est évidente. Soit x € ker(f + f*) : ona f(x) + f*(x) = 0. Puisque Im f c ker f, on a f(f(x)) =0, d’ou
f(f*(x)) = 0. En faisant le produit scalaire par x, on obtient que (f* (x)|f*(x)) =0, d’ou f*(x) =0, puis f(x) = 0 en reportant dans la relation de
départ. On en déduit par double inclusion que ker(f + f*) =ker f n ker f*.

Exercice 24.11

— Supposons que Im u = ker u. Soit x € E tel que u(x)+u* (x) = 0. En prenant 'image par u on obtient u(u* (x)) = 0, d’ol1 en faisant le produit
scalaire par x, on obtient (1* (x)|u* (x)) = 0, d'olt u* (x) = 0 et en reportant u(x) = 0. Par conséquent, x € keru* = (Im )1 = (keru)®, or
x € keru, d’ot1 x = 0. On en déduit que 'endomorphisme u + u* est injectif, donc bijectif.

— Supposons u+ u* bijectif. Comme u2 = 0, on a déja Im u < ker u. Soit x € ker u. Par hypothése, il existe y € E tel que x = u(y) + u*(y). En
prenant I'image par u, on obtient u(u* (y)) = 0, d’ott u* (y) = 0 en faisant le produit scalaire par y, ce qui donne x = u(y) € Im u. On a bien
montré que Im u = ker u.
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Exercice 24.12

Il existe un unique endomorphisme v de E tel que v(e;) = f; pour tout i € [1; n]. Comme ces deux bases sont orthonormales, v est orthogonal .
Soit S= Z (u(ei)lfj)Z.OnaS= Z (u(ei)lv(ej))2 = Z (v* ou)(ei)lej)z.NotonsM=(miyj)lsi,jén la matrice de v* o u dans la base
1<i,js<n 1<i,j<n 1<i,j<sn

(e1,...,en). Pour tout couple (i, j) € [1;n]%, ona mj ;= ((v* ou)(e;)lej), donc

s= Y m?i =turMTM)=tr((v* ow*ov ow=tr(u* ovov*ou) =tr(u*ou
1<i,j<n

carvov* =Idg.

Exercice 24.13

Considérons I'application ¢ : V — (cos8)V + (sinf)e A V + (1 — cos6) (e| V) e. On veut montrer que p = ¢.
— Premiere méthode : il suffit de le vérifier sur une base de E, de préférence une base adaptée dans laquelle les calculs sont faciles, c’est-a-
dire une base orthonormale dont le premier vecteur est e. On note cette base (e, e1, e2). Alors

@e) = (cosB)e+ (sinf)ene+ (1—-cosO)(ele)e
= (cosB)e+(1—-cosBle=e=p(e)
@(e;) = (cosB)e; +(sinB)ene; +0=(cosO)e; + (sinf)ex = p(ey)
@(e2) = (cosB)es+ (sinfB)en ez +0=(cosO)ey + (sinf)(—e1) = p(e2).

Comme p et ¢ coincident sur une base, elles sont donc égales.
— Deuxiéme méthode : on note D = Vect(e) et P le plan orthogonal & D. Soit V € E. On écrit V = (e|V)e+ (V —(e|V)e). Onnote w = V —(e|V)e
—_— ——

sur D sur P
la composante sur P. On remarque que e A w = e A V — 0. Ce vecteur est orthogonal a e et 2 w. Comme e et w sont orthogonaux, il est

de méme norme que w (e est unitaire). La base (e, w, e A w) est directe et p(V) = (e|V)e + (cosO w +sinf e A w). En remplacant e A w par
e AV, on obtient

(e]V)e+cosO(V —(e|V)e)+sinf enV
= cosOV +sinf eA V(1 —cosB)(e|V)e.

p(V)

Exercice 24.14
— On note e'? et e~ les deux valeurs propres (elles sont conjuguées car le polyndme caractéristique de A est a coefficients réels). Soit X
un vecteur propre de A pour la valeur propre ¢ Onnote X=Y+iZavecY,Z¢ M 1(R).Ona AX = e X (en conjugant) si bien de X
est vecteur propre pour la valeur propre e~ .
— On développe AX = efx:
AY +iAZ = (Y cosO— ZsinO) +i(Y sinf + Z cos0).

On a par conséquent AY = Y cosf — Zsinf et AZ = Y sinf + Zcos#@. Si on prouve que (Z, Y) est une base de My 1 (R), alors la matrice,
dans cette nouvelle base, de I'endomorphisme canoniquement associé a A sera

cosf —sinf
sinf  cos@

— Silexiste L e Rtel que Z = 1Y, alors X = (1+i1)Y et X =(1-i))Y. Les vecteurs X et X sont alors colinéaires (dans C) et ne peuvent
former une base de vecteurs propres (on peut aussi le démontrer en utilisant le fait que ¥ = %(X +X)etZ= 2% (X — X) puis écrire une
combinaison aY + Z = 0 et prouver 'indépendance linéaire). Finalement (Z, Y) est libre donc est une base de Mz 1 (R). Cela termine la
démonstration.

Exercice 24.15

1. On peut le faire de plusieurs manieres :
— On adimker(Id — u)* = n—dim ker(Id - ) = dimIm (Id - »). Il suffit donc de prouver une inclusion. Soit x € Im (Id — u) qu’on écrit
x =y —u(y). On vérifie qu’il est orthogonal a ker(Id — u) : soit z € ker(Id — u) (c’est-a-dire tel que u(z) = z). Ona

(x,2) =(y—uy),z) =(y2) —(uy), z) =(3,2) = (uy), u(2)) =0

puisque u est un endomorphisme orthogonal. On a donc une inclusion et méme dimension.

— Onalm (Id — w)t = ker(Id — w)*. 1l suffit donc de montrer que ker(Id — u)* = ker(Id — &) : on a, puisque d’'une part u est bijective,
u*(x) = x © u(u*(x)) = u(x); d’autre part uou* =Id donc u*(x) = x © x = u(x) et ainsi ker(Id — u)* = ker(Id — u) (et toutes les
variations autour de la méme démonstration)

2. Puisque E = ker(Id — u) ® ker(Id — u)1, on décompose x = y+zavec z € ker(Id — u) et y € ker(Id - u)+ =Im (Id — u). Il existe ¢ € E tel que

y =t —u(t). Le vecteur z est bien le projeté orthogonal de x sur ker(Id — u) et est invariant par u (on a #(z) = z). On a alors

x=z+t—u;u) =z+ul®) -2 etVkeN,ukx) =z+uk@®-u* 1
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2|zl
n+1

1

Onadonc x; = z+ n_l'_l(t—u"“(t)) etllx,—z| = n-li-l ||t—u”+1(t)|| < n-le-l (el +||u"+1(t)||] =

orthogonaux et conservent la norme. On a finalement liril llxn — zll =0 et (x;,) converge vers z.
n—+o0

puisque u et donc u"*! sont

Exercice 24.16

On commence par réduire la matrice A (en base orthonormée mais ce n’est pas obligatoire). Elle est semblable a une matrice diagonale par blocs
D = (=Im,Ry,,..., Rg,) avec Ry, matrice d'une matrice d’angle ; et les 6; sont dans ] —,0[U]0, 7| : il existe Q € O, (R) telle que A= QDQ7!.0n
aalors AP = QDP Q™! et AP est convergente si et seulement si DP est convergente (puisqu’on a également D” = Q™1 AQ). Or DF est la matrice
diagonale (-1 %,Rpgl ,---»Rpg,) - elle ne converge jamais (pas si immédiat que ¢a, mais ¢a se fait avec des suites extraites par exemples). On
s’intéresse a la suite des moyennes.

— Sur la partie — I, on obtient, suivant la parité, 0 ou — 1

7ED! I, et cette partie tend vers 0.

i0
s ) . - . . . 0
— Ons’intéresse au cas d'une matrice Rg. Ona Ry = P ngP pour une certaine matrice de passage P € GL; (C) et Dg lamatrice ( 0 —ie)'
e

On calcule et simplifie la moyenne ce qui donne

S 0
Rp:P—l 9,}7 2
0 0 S-gp
r L 1 ipDo
N 1 i0\k
ouSy ,=—+7 ) €N)'=——o—
" p+1k§0 p+l 1-¢i

, de limite nulle lorsque p tend vers +oo. Finalement, la limite de By, est nulle.

Exercice 24.17

1. Soit y = XT AX, alors ye M1 1(R) et yT = y. Celadonne X7 AX = XT (- A) X, puis XT AX =0.
2. Soit X € My, (R) tel que (I + A)X = 0. En multipliant par X7, on obtient X7 X + XTAX =0 = XTX = | X|%. Ainsi X = 0 et I, + A est
inversible ('endomorphisme canoniquement associé est injectif).

”» < s -1, . _
3. Latransposition commute avec le passage al'inverse, donc BT = Ip—A) T ((In + A) T) ,douBT = In+A)UIn—-A) 1 or I+ Acommute
avec I, — A donc avec son inverse, d’ou BTB= Iy, donc B est orthogonale.

det(I, — A)

4. OnadetB = detly * A

ordet(I, + A) =det(I, + AT = det(I;; — A),d’ottdetB =1, donc B € O;(R).

Exercice 24.18

1. Si yIm p alors pq(y) = p(g(y)) € Im p. On note v 'endomorphisme induit par pg sur Im p. Soient x et y dans Im p. On a, puisque p et gq
sont symétriques (et que x et y sont invariants pas p) :

(v(x),y) =(pqax),y) =(qx), p(») = (q(x),y) = (x,g(¥)) = (p(x), g()) = {(x, pq(y))

2. Onaker g cker pq. Si x € Im (g) nker p, alors g(x) = x et p(x) =0; on a donc pg(x) = p(x) =0 et x € ker pq. De plus ker g n (Im g nker p) <
Im g nker g = {0}. On a donc ker g ® (Im g nker p) c ker pq. Soit x € ker pg. Puisque E = ker g & Im ¢, on peut décomposer x sous la forme
x =q(x)+ (x—qx)) (avec g(x) € Im g et x — g(x) € kerq. 1l suffit de prouver que g(x) € ker p pour avoir décomposé x dans la somme
directe ker g ® (Im g nker p). C'est immeédiat puisque p(g(x)) = 0 car x € ker pg. On a donc l'autre inclusion.

3. Puisqu’on est dans un espace euclidien,
(Im p +kerg)* = (Im p)J‘ N (kerq)l =kerp*nIimq* =kerpnimgq.

et ainsi (la somme est orthogonale)
E=(Imp+kerg)e (kerpnimq)

4. On décompose E:ona
E=(Imp+kerqg)e (kerpnImg) =Im p + (kerg + (kerpnIm g) = Im p +ker(pg)

Puisque pq induit un endomorphisme symétrique v sur Im p, il existe une base de Im p formée de vecteur propre pour pq. On peut alors
compléter cette famille libre en une base de E al’aide vecteur de ker pg (puisque la somme des espaces donne E). Ces nouveaux vecteurs
sont aussi des vecteurs propres pour pqg (pour la valeur propre 0). On a donc construit une base de vecteurs propres de pq et pq est donc
diagonalisable.

5. soit A une valeur propre non nulle de vecteurs propre x € Im p. On a pq(x) = Ax. On a alors (pq(x), x) = A1 x[I* = {g(x), p(x)) = (g (x), x).
Or {q(x),x) = {q(x), x— g(x)) +{g(x), q(x)) = (q(x), g(x)) puisque x — (x) L q(x). Cela donne A x]|? = |lax) ||2 Puisque ¢ est un projec-
teur orthogonal, ona 0 < || q(x) ||2 < ||x||2, ce qui donne bien A € [0, 1] pour les valeurs propres non nulles de pgq.

Exercice 24.19

1. Ona(uov)* =v*ou* =vou.Ainsi uov=vou<= uov=(uov)*.

2. S'il existe une base orthonormée de vecteurs propres communs alors les matrices de u et v dans cette base sont diagonales et commutent
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donc u et v commutent. Réciproquement, on suppose que u et v commutent. Puisque u est autoadjoint, il est diagonalisable et ses
sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux. On note A1,...,Ap les valeurs propres distinctes de u. Chaque espace propre Ey;
est stable par v puisque u et v commutent. Lendomorphisme v; induit par v sur Ey, est encore autoadjoint et est donc diagonalisable
dans une base orthonormée %; de E, . Les vecteurs de cette base sont des vecteurs propres pour u. On concaténant ces bases, puisque
les espaces propres £, sont orthogonaux, on obtient une base orthonormée de E formée de vecteurs propres a la fois pour u et pour v.

3. Soit § une telle symétrie orthogonale. Alors § est autoadjoint et commute avec s. Lespace propre E_j de s est une droite dirigée par

r_ 1 F L N . z 2 . 7 7 2
e; = E (1,1,1). Ce sera un vecteur propre pour § d’'apres la question précédente. Il existe alors une base (el, ez) de E; formée de vecteurs

propres pour §. Puisque § est une symétrie orthogonale, on a §(e;.) =€ ie;. avec €; = 1. On compte le nombre de 1 :

— 3:5§=Idet0:5=-1d

— 1:soitsur eé et § = s, soit sur I'un des vecteurs de E] et § est une réflexion selon un plan orthogonal & E_; (ou selon un plan qu’on dit
perpendiculaire a E;

— 2:symétrie axiale (rotation d’angle 7 selon une droite qui est soit E_1, soit une droite contenue dans Ej.

Exercice 24.20

1. si u est antisymétrique, alors (u(x),x) = (x, u*(x)) = — (x, u(x)) et donc (u(x), x) = 0 pour tout x € E (on peut méme montrer que c’est
équivalent a u* = —u).

2. ona |lu()|? = (u(x), u(x) = (u*ou(x),x) et || u*(x)”2 ={uou*(x),x).
— onen déduit que i) = iii),
— avec les formules de polarisation, on a iii) = ii) :

1
{u(x), u(y)) = n (|| uGx+ y)|? - lute-y ||2)

avec un résultat similaire avec u*
— pourtoutx,y€ E,ona
(ux), u(y)) ={(W* ou)(x),y) et (u™(x),u* () = ((wou™)(x),y)

on en déduit que, pour tout x € E, on a pour tout y € E, {(u* ou)(x),y) = {(wou*)(x),y) et ainsi (u* o u)(x) = (uo u*)(x) pour tout
x€E.

Exercice 24.21

1. ona llu)l? = ulx), u(x) = (u* o ulx), x) et |u* ()||* = (wou*(x),x) ainsi || u* (x)||* = normeu(x)? = A% |.x|1%. De plus det(u - Aldg) =
det(u—Aldg)* = det(u* — Aldg) donc yy, = x,+ et u et u* ont les mémes valeurs propres.

2. Enremplacant u par v = u— Aldg, on a v et v* qui commutent. Si x est un vecteur propre de u pour la valeur propre A alors x est vecteur
propre pour v pour la valeur propre 0 et || v* (x) ||2 =0 donc v*(x) = 0 et u*(x) = Ax. On a le méme résultat en remplacant u par u* (avec
u** =u).Onadonc Ej (u) = Ey (u™).

3. Soit A et u deux valeurs propres distinctes de u. On a (u(x),y) = {x,u*()). Or (u(x),y) = A1{x,y) et {x,u*(y)) = p{(x,y). On a donc
A{x,y) = p{x,y) et puisque A # 1, {x,y) = 0. Les espaces propres de u sont donc orthogonaux.

4. Siu est diagonalisable, il I'est en base orthonormée : on prend une base orthonormée de chaque espace propre et on les concaténe; cela
forme bien une base orthonormée de E puisque les espaces propres sont orthogonaux. La matrice de u dans cette base orthonormée est
diagonale donc symétrique et ainsi u est autoadjoint.

Exercice 24.22

1. Puisque a est unitaire (a, x) a est le projeté de x sur D = Vect(a). Un petit dessin et on se rend compte que f, est la symétrie orthogonale
par rapport a I'hyperplan orthogonal 2 a. On peut le montrer différemment. Soit e; = a et ey, ..., e, une base orthonormée de H = D
On a fy(e1) = —ej et fulex) = ey si k € [2;n]. La matrice de f, dans la base orthonormée & = (ey,...,ey) est diagonale de diagonale
(-1,1,...,1). On retrouve la symétrie orthogonale par rapport a H.

2. Soit h = go f;0 g~ ! En tant que composée d’endomorphismes orthogonaux, / est un endomorphisme orthogonaux. Si y = g(x) € g(H)
alors h(x) = g(fa(x)) = g(x) = y. Les éléments de g(H) sont invariants par h. De méme h(g(a)) = —g(a). Ainsi h estla symétrie orthogonale
par rapport a '’hyperplan g(H).

Exercice 24.23

Comme BT = AAT - AT A = B, la matrice B est symétrique et réelle. Elle est donc diagonalisable dans une base orthonormale avec, d’apres
I'énoncé, des valeurs propres toutes positives. Or tr B = tr(AAT) —tr (AT A) = 0 est la somme des valeurs propres. Les valeurs propres sont donc
toutes nulles et B est semblable a la matrice nulle donc B est nulle.

Exercice 24.24

1. voir cours

2. Pour tout vecteur x de norme 1, on a (f(x) + g(x)|x) = (f(x)|x) + (g(x)|x) = (f(x)|x) + A(g). On obtient ainsi, pour tout x de norme 1,
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(f()]x) + A(g) < u(f + g). On passe a la borne supérieure sur tous les vecteurs de norme 1, et on obtient u(f + g) = u(f) + A(g).

Exercice 24.25

1. Comme A commute avec sa transposée, on a (AT A)P = (AT)P AP = 0. On en déduit que toutes les valeurs propres de AT A sont nulles. Or
cette matrice est symétrique donc diagonalisable, on en déduit qu’elle est nulle.

2. Onsaitquetr(AT4) = Z alz. It donc cette somme est nulle, ce qui entraine que tous ses termes sont nuls, donc que A est nulle.
1<i,j<n

Exercice 24.26

1. Puisque u est un endomorphisme symetrlque d’un espace euchdlen il existe (eq, .. en) base orthonormale de vecteurs propres associées

aux valeurs propres Ay,...,A,. Si x = Z x;je;j, alors u(x) = Z Aix;e; et (xlu(x)) = Z A x . On remarque notamment (cela servira par la
i=1 i=1 z 1

suite), que pour tout x € E, on a (x|u(x)) < /1n||x||2 Enfin on a (x|u(x)) —/lnllxll2 Z A; /ln)x Pour touti € [1;n],ona(q; An)x <0.
i=1

La somme précédente est une somme de termes négatifs. Elle est nulle seulement lorsque, pour tout i € [1;1], on a (1; — )Ln)xl. =0.

Lorsque A; < Ay, cela donne x; = 0 et il ne reste plus que des coefficients sur les vecteurs propres associés a la valeur propre A,. Si x

vérifie (x|u(x)) = Ay ||x||2, alors x € ker(u — A,1dg). La réciproque est immédiate (et peut se faire en méme temps que le sens direct).

2. D’apres la question précédente, le vecteur x est un vecteur propre de u pour la valeur propre A, si et seulement si (x|u(x)) = Ayl x||2.

Notons a; ; les coefficients de la matrice de u dans labase %. Onaa (x|u(x)) = Z x;xj(e;lu(e;)) et puisque la base # est orthonormale,
1<i,j<n
on a (ejlu(ej)) = a;j. Ainsi (x|u(x)) = Z ajjx;x;j. De méme, on a (ylu(y)) = Z a;jjlxillxjl. Or tous les coefficients a;; sont
1<i,j<n 1<i,j<n

n
positifs, et on a Z a,-jlxillle = Z ajjxiXj = Anllxn ||2. On a également ||y||2 = Z le-l2 = ||x||2. Par conséquent, on obtient
1<i,js<n 1<i,j<n i=1
lu(y) =Ay ||y||2. Puisque A, est la plus grande des valeurs propres, on a, pour tout z € E, (z|u(z)) < Ay ||z||2 (voir au début). On adonc a
la fois (y|u(3)) = Anlly 12 et (¥1u(3)) < Anlyl2. Dot (ylu(y)) = Anlyl?, et, d’apres la premiére question, cela équivaut a y vecteur propre
pour la valeur propre A;,.
n

Soit x = Z x;e; un vecteur propre associé a la valeur propre Aj.. On a de nouveau (u(x)|x) = Al x| = Z a;jjx;xj. On obtient alors
i=1 i<i,j<n
2
[Aglllxll =|. Z aijxixj| < Z lajjxixjl = Z ajjlxillx;l,
i<i,jsn 1<i,jsn 1<i,jsn

- 2
puisque les coefficients a;jj sont positifs. Soit y = Z |x;le;. On a d'une part (u(y)|y) = Z aijlxillle = |Arlllx|*, et d’autre part,

i=1 1<i,j<n

w1y) < Anllyll%. On a également || y||2 = || x||% = Z x;. On obtient alors Alx12 < (w)y) < Anllxll? et finalement [Az] < Aj.
i=1

Exercice 24.27

Soit P une matrice orthogonale telle que P~1SP = PTSP = D est diagonale de diagonale A1,...,,. On a, si Q € O, (R), tr(QS) = tr(QPDPT) =
r(PTQP)D).
— lamatrice PTQP est orthogonale comme produit de 3 matrices orthogonales
— plus précisément, I'application Q — PTQP est une bijection de Oy (R) sur lui-méme (attention ce n’est pas un espace vectoriel) : on
vérifie que I'application réciproque est Q' — PQ'PT (qui va bien de O, (R) dans lui-méme). Ainsi les matrices PT QP décrivent Oy, (R), ce
qui donne
max{tr (Q2.5),Q € Oy, (R)} = maxi{tr (2.D),Q € O, (R)}

n n

— Onatr(Q.D) = ZA-Q” i< Z/l-avec égalité pour Q = I;,.
i=1 i=1

— On en déduit que max{tr (Q. S) €0uR)} =1rS.

Exercice 24.28

Notons Aj,...,A, les valeurs propres de A. On a 1+ (detA)”" =1+ (/11--~/1n)1/”. 11 existe P inversible telle que A = PDP~! avec D =
diag(A1,...,An). Alors I, + A= PCP~! avec C = diag(1+ A1,...,1+ Ap,). On est donc ramené 2 montrer que pour 7 réels positifs,

n
1+ A < TTa+ At
k=1
On se doute bien que cela revient & montrer une bonne inégalité de convexité... le tout est de trouver laquelle. On essaie de se rapprocher de

I'écriture classique. On remarque que dés que I'un des A; est nul alors l'inégalité est automatiquement vérifiée. On suppose qu'ils sont tous
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strictement positifs. Cela devient équivalent &

1 n
ln[1+(,11.../1n)1/”) <3 In(+p).
=1

Pour se ramener a une écriture usuelle, on utilise simplement exp(Inu) = u si u > 0. On note y; =In; et on se rameéne a montrer la propriété
équivalente suivante :

1 & 1 &
ln(1+exp(; Y Nk)) < )" In(1 +exp(ug)).
k=1 k=1

Onnote f: x— In(1 + ). Linégalité est alors
1 & 1 Z
f(— Z.Uk)<— 2 [
k=1 k=1
Il ne reste plus qu’a montrer que f est convexe. On dérive
X —X

Fo=——c 1 _ef'm=—-="_50

Exercice 24.29

1. La matrice A est orthogonalement semblable a une matrice diagonale D a diagonale strcitement positive. Il existe P orthonormale telle
que A=PDP~1=pppT,
— Si D=diag(A1,...,An), on note R la matrice R = diag(v/A1,..., VAn) (car les A; sont positifs). On a R = D. Alors

A=pPDPT = pR?'= (PRPT)(PRPT) = C?

avec C = PRPT. Cette matrice est symétrique et ses valeurs propres sont également strictement positives.
T T _ _ . P . . .
— OnaMT=c 1" BTc™ 1" =(ch)-lpic) =M puisque B et C sont symétriques. Soit X un vecteur colonne. On a, toujours puisque
C est symétrique,

xTmx=c'x"Bc'x) =y BY

avec Y = C~1X. Puisque B est symétrique positive, alors XTMmX = YTBY = 0, pour tout vecteur colonne X. On en déduit que la
matrice symétrique M est positive et que ses valeurs propres sont positives.

— OnaB=CMC,detB=detC?detM = det A.det M et A+B = C2+CMC = C(I,+M)C d’'ol1 det(A+B) = det C2.det(I,, + M). On est donc
ramené a montrer que 1+det M = det(I, + M) avec M symétrique positive. On diagonalise M. Si on note y;,..., i, les valeurs propres

n
de M (toutes positives),ona 1+detM =1+ pj...u, etdet(l + M) = H (1 + p;). Lorsqu’on développe ce produit, on fait apparaitre
k=1
1+ 1 ... uy et plein de termes tous positifs. On a donc le résultat.

2. Pour tout p € N*, la matrice Ap = A+ %In est symétrique définie positive. On a lors det(Ap + B) = det A + detB. Par continuité du

déterminant sur My (R), lorsque p tend vers +oo, on obtient det(A+ B) = det A+ det B.

Exercice 24.30

1. La matrice A est symétrique réelle définie positive, elle est donc diagonalisable et toutes ses valeurs propres sont strictement positives.

n n
Soient Ay,...,Ay les valeurs propres de A. On a detA = H A ettrA= ) Ag. Montrer que (det A" < %, revient a montrer que
k=1 k=1
1 n n 1 n
7 Z InA <Iln Z — A | (toutes les valeurs propres sont strictement positives). Puisque —=1etl/n>0,c’est une conséquence de
n n

-1 - k=1

la concavité de la fonction logarithme.

2. Soit E; le vecteur de My, 1 (R) dont la i-eme coordonnée est égale a 1, les autres coordonnées étant nulles. Alors E; T AE; = E;TC; ou1 C; est
la colonne i de A, et donc E; T AE; = a;;. Par conséquent a;; = E L AE; > 0, puisque A est définie positive.

3. Soit X un vecteur colonne non nul. On a X' BX = XTDADX = DXT A(DX) >0 puisque D est diagonale (donc symétrique) et que DX
n'est pas le vecteur nul. La matrice B est également symétrique (BT = DATD = B). La matrice B est donc symétrique réelle définie

positive. La multiplication de A par D a droite a pour effet de multiplier la colonne i par 1 = et la multiplication a gauche a pour effet
12}
de multiplier la ligne i par \/}z_” L'élément diagonal a;; est donc multiplié par 1/a;;. La diagonale de la matrice B est donc constituée de
n n
1. En appliquant la premiére formule de I'exercice, on obtient det B = det(D)? det A < (%J =1,etdoncdetA< m =] aii.
€ i=1

Exercice 24.31

1. — Existence Lamatrice A= M7 M est symétrique définie positive. Il existe S symétrique définie positive telle que A = $2. On pose alors
U=MS1desorteque M=USetUTU = ST MTMs ! =57 152571 = I, donc U est orthogonale.
— Unicité Supposons M =US=U'S avec U et U’ orthogonales, S et S’ symétriques définies positives. On a alors MT M = STUTUS =
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S% etde méme M1 M = §”2, d’ot1 S = §'2. On utilise la partie unicité de I'exercicesur la racine carrée pour obtenir S = S/, ce qui donne
en remplacant U = U’.
2. — Soit f: My (R) — My (R) définie par f(M) = MT M. Lapplication f est continue et O, (R) est 'image réciproque par f du singleton {I,,}
qui est fermé, donc Oy (R) est fermé dans My (R). Soit M € O, (R), alors VX € R”, ||MX| = || X||, donc la norme triple de M est égale a
1, donc Oy (R) est borné dans My, (R). On en déduit que c’est un compact.
— Soit (Ag) ke Une suite dans 83 qui converge vers A. Pour tout entier k et tout vecteur colonne X de R", on a AI{ =AretXTALX >0,
donc en faisant tendre k vers l'infini, on obtient AT =AetxTAX > 0,dou A€ S;. Il en résulte que S; est fermé dans My, (R).

3. Soit M € My (R) non inversible. Comme GL,(R) est dense dans M (R), il existe une suite (M) xen dans GLy, (R) qui converge vers M. En
appliquant la question 1), pour tout entier k, il existe Uy orthogonale et S;. symétrique définie positive telles que M. = Uy Si. Comme
On(R) est compact, on peut extraire de la suite (Uy) xen une sous-suite (Ugpk)) ken qui converge vers une matrice U € Op (R). Par consé-

quent, Sp(k) = U(;(lk) Mgy converge vers la matrice S = U~1M. Or S; estfermé, donc S€ S}, eton abien M = US.
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