SOLUTIONS

CHAPITRE 25 - REVISIONS : CONVEXITE

Exercice 25.1

b—

a—

b— a—-b

On cherche A tel que b= Aa+ (1 —A)c. On trouve A = a—g‘“' a—c

g.Onaalorsb=

C.

Exercice 25.2

— Onnote | M| = \/x2 + y2 si M(x,y). Soient A(x4,y4) et B(xp, yp) deux points delabouleet 1 € [0,1].Ona [[AA+ (1 —-A)B|l < |A| Al +|1-
AMIBl<sA+(1-1)=1.

— On doit justifier que I'inagélité reste stricte (attention lorsqu’on multiplie par 0). On a toujours [AA+ (1 —A)B|l < |A| | All + |1 - Al||B]|. Or
I'un des réels A ou 1 - A est non nul donc I'inégalité reste stricte et [AA+ (1 - 1)Bll <A+1—-A = 1. On peut aussi supposer que A €]0, 1[ (les
cas 0 et 1 sont immeédiats) pour écrire directement [[AA+ (1-A)B| <A+1-A1=1.

Exercice 25.3

— Si Epi(f) est convexe. Soient x,y € I et A € [0,1]. Le segment reliant (x, f(x)) a (y, f () est dans 'épigraphe de f. Onnote z=Ax+(1-A)y
ett=Af(x)+(1-A)f(y).Onaxelet(zt)estdans'épigraphe de f (barycentre de (A4, A) et (B,1— 1) ol A a pour coordonnées (x, f(x))
et B (y, f()). Onadonc t = f(z) ce qui correspond a la définition de la convexité de f.
— Si f est convexe. Soient A(x1,y1) et B(x2,y2) deux points de Epi(f) et A € [0,1]. On note C = AA+ (1 -A)B. On a C de coordonnées
(Ax1 +(Q - x2,Ay1 + (1 - A1) y2) dans I'épigraphe de f donc Ay; + (1 -A)y2 = f(Ax1 + (1 —A)x2). On y1 = f(x1) et y2 = f(x2). Pusique A et
1 - A sont positifs, on a
I+A=-Dy22A2Af(x1))+ Q- f(x2) = f(Ax1 + (1 -A)x2)

la derniere inégalité provenant de la convexité de f. Cela donne yc = f(x¢c) donc C est bien dans I'épigraphe de f.

Exercice 25.4

C’est la traduction directe de la formule des 3 pentes. Par exemple si z > b (avec z € I), on a f(bé:g(a) < f(zz) — g(a), ce qui donne, puisque
z—a>0,
fb) - fla)
= —-a)———.
f@z=fl@+(z-a b—a
La droite (D) a pour équation y = f(a) + (x— a) W
(D).

ainsi si z > b, le point (z, f(z)) est au dessus du point de méme abscisse sur la droite

Exercice 25.5

— on commence par étudier la position du graphe par rapport a la droite passant par deux points. Soient b > a et A(a, f(a)), B(b, f(b)). On
sait que le segment [AB]est dans I'épigraphe de f. On va étudier au dela de b. Soit x > b > a. On a la croissance du taux d’accroissement

fx)-fla) _ fb)-f(a) fla)
T =

ena: = — , ce qui se traduit par f(x) = f(a) + m(x— a) avec m = f(b%
dessus de la droite (AB) au gela de B. De méme avant A (faire un dessin pour bien comprendre).
— Supposons qu'il existe b > a avec f(b) > f(a) alors th f(x) = +o0. Supposons qu’il existe b > a avec f(a) > f(b) alors xlimoof(x) = +o00.
— Yoo S
La fonction f est donc constante.

lorsque x > b. Le graphe est donc au

Exercice 25.6

La fonction x — % est convexe sur R}, cela donne

c’est-a-dire

ce qui donne le résultat en récrivant I'inégalité.

Exercice 25.7
On note h =sup(f, g).Soient x,yeletA€[0,1]etz=Ax+(1-A)y.Ona
fR=fAx+1A-DY<Af)+A-ADf() <Ah(x)+Q-Vh(y).

De méme g(z) < Ah(x) + (1 — A)h(y) et finalement, h(z) = sup(f(2), g(z)) < Ah(x) + (1 — 1) h(y). La fonction h est convexe.
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Exercice 25.8

Plusieurs facons de le montrer avec les différentes caractérisations. Par exemple, on peut fixer a € I. La fonction x — [ - (@) (x f (@ est a la fois
croissante et décroissante sur I\{a}. Elle est donc constante. Il existe a € R tel que, pour tout x € I\{a}, f(x) — f(a) = a(x a) donc f(x) =
f(a) + a(x— a). Larelation est en encore vraie en a. La fonction est affine.

Exercice 25.9

1. La fonction est de classe €2. On calcule f" et on vérifie que £ = 0.

2. Soit y; tel que x; = exp(y;). On utilise la convexité précédente sur les y;. Cela donne

)" In(1+exp(yg)).

ln((l +exp( "
k=1

n
y1+...+yn))$l
n

En composant par la fonction croissante exponentielle et en simplifiant avec x; = exp(yy), il vient

1/n

n 1/n n
1+(Hxi) <(H(1+xi))
i=1 i=1
n 1/n
3. On simplifie I'inégalité qu’on veut prouver par ( H al-) . Cela devient
i=1

nog. 1/n n ) 1/n
1+(]‘[ ﬁ) s(]‘[l(1+Z—;)) ,
1=

i=1 4

ce qui est 'inégalité de la question précédente appliquée aux réels b;/ a;

Exercice 25.10

Soit g(x) = f(x) = M(x —a)(b—x). On a g de classe € sur [a,b], g"" = f" + M = 0 donc g est convexe sur [a, b]. De plus g(a) = g(b) = 0 et par
convexité, g(x) <0 pour tout x € [a, b] (courbe sous sa corde). Ainsi, pour tout x € [a, b], f(x) < M(x— a)(b - x). On effectue la méme chose avec
h(x) = f(x)+ M(x— a)(b— x) pour obtenir & = 0 par concavité. Finalement, pour tout x € [a, b],

-Mx-a)(b-x)< f(x) <M(x—-a)(b-x),

ce qui donne le résultat.

Exercice 25.11
Soit G un point du plan. On a MA? = (MG + GA)? = MG? + 2MG.GA + GA?. Ainsi
2MA% +3MB? = 5MG? + 2MG.(2GA +3GB) + 2GA% + 3G B2

Si on choisit G barycentre de (A,2) et (B,3), alors 2M A2 + 3MB2 5MG? + 2G A2 +3GB2. On a également, pour tout M, 2MA+3MB = 5MG,
notamment 3AB = 5AG et 2BA = 5BG. Cela donne GA? = 9 2 et GB2 = 25 A 42.0Onaainsi 2MA? + I-SMB2 5MG? + 30 a® . Léquation revient a

5MG? = 20 a? = =5 az ou encore MG? = AS a“. Uensemble des points est le cercle de centre G et de rayon £ a (et B est sur ce cercle).

Exercice 25.12

1. Supposons qu'’il existe a tel que f(a) < 0. On ne peut pas avoir f(x) < f(a) pour tout x = a (sinon le limite ne serait pas nulle). Il existe

donc b > a tel que f(b) > f(a). En utilisant la croissance du taux d’accroissement en a, on vérifie que f(x) = f(b) + —F—— f(b f(a) (x=Db) si

f() f(a)

x> b. Puisque =————= >0, on aurait lim f(x) = +oo.
X—+00

2. Soit y = mx+ p une equatlon de I'asymptote. On pose g(x) = f(x) — (mx + p). On vérifie facilement que g est encore convexe. De plus la
limite de g en +oco est nulle. On a par conséquent g =0, ce qui donne f(x) = mx+ psi xeR.
Exercice 25.13
1. Nl suffit de I'écrire. Soit x,ye I et L €10,1].0Ona g(Ax+ (1 -1)y) < Ag(x) + (1 — 1) g(y). Puisque f est croissante, on a
(foAx+(1-AMY<fAgX)+A-Dg) < Afo @) +1A-N(fog) ),

la derniére inégalité s’obtenant par convexité de f.

2. Lesens direct est simple : la fonction In f est convexe, la fonction g : x — exp(ax) est convexe croissante sur R car @ > 0, donc la composée
f% est convexe. Réciproquement, on écrit la convexité de f%. On fixe x,y € R et A € [0,1]. On a, aprés avoir composer par la fonction
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logarithme qui est croissante
aln fAx+(1-)y) <InAf%x) + 1 -1 FE ).

Onnote u(a) = aln f(Ax+(1-A1)y) et v(a) =In(Af*(x)+(1-1) f¥(y)) pour a = 0 (les fonctions sont bien définies en 0 avec u(0) = v(0) = 0.
On a pour tout @ = 0, (v — u)(a) = 0. Les deux fonctions sont de classe %! sur R* et, puisque (v — u)(0) = 0, on doit avoir (v — )’ (0) = 0. On
au'(0)=Inf(Ax+(1-2A)y) et v'(0) = Aln f(x) + (1 — 1) In f(3). En écrivant u’(0) < v'(0), on obtient

InfAx+A-Dy)<Alnf(x)+ 1 -N)Inf(y).
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