SOLUTIONS

CHAPITRE 27 - FONCTIONS DE PLUSIEURS
VARIABLES

Exercice 27.1
Onnote f:x— (fi(x),..., fu(x) et g: (x1,..., Xp) — (&1(X1,..., Xp), ..., &p(x1,..., Xp)). On a alors

R — RP

g°f:{ x = (G D), 8 (AR, ()

D’apres la regle de la chaine, on a, pour tout i € [1; k],
/ L, 08i
(g N;) =3 [ 2= (fix),..., falx)
k=1 axk
ol (go f); désigne la i-eme composante de go f.

Exercice 27.2

1. les fonctions polynomiales (x, y) — 4xy(x%—y?) et (x, y) — x*+y? sont de classe € sur R?\ (0, 0) et x> +y® ne s’y annule pas. Par opérations
usuelles, f est de classe €2 sur le domaine.

2. Pour tout (x, y) # (0,0),ona

f( = @x3 —12xy%) (2% + y?) - 8xy* (% - y?)
Xy (x2 +y2)2
f (x, 0) = = 4x. Par définition,
9 (0,0 = 1im L@ =TSO0 _ 5 0
oy h—0 h h—0h
3. Onaalors of o
—(h,0) - =(0,0
o’/ (0,0) = lim u— jim 21—y
0xdy  h—0 h Th—0 h

2
66 gx (0,0) = —4. La fonction n’est donc pas de classe €2 sur R? (sinon on pourrait permuter 'ordre de dériva-

Un calcul similaire donne
tion).
Exercice 27.3
1. Lapplication va bien de U dans U et elle est de classe °. Soit (¢, v) € U. On résout ¢(x, y) = (u, v) :

x = v

y _ - 2
L = u y = ux 1+u
X o =

{ 2y = v { PA+u?) = N

y 1+u

|
<
|

2

les équivalences sont obtenues puisque tous les termes sont strictement positifs. Lapplication est bijective, sa réciproque est

2R I e

Lapplication ¢! est également de classe € sur U.

2. Ona
af 6g6u+6g6v_ y 0g Zag
0x  dudx 0dvidx  x20u ov
of 6g6u 6g6v lf?g+2 og
oy ou 6y ov dy xou ov
ce qui donne
of  of 2,08 _, 08
— + =2(x"+y)—=2v—
xax y@y S )01/ Uav
On est donc amené 2 résoudre 212 gg g soit gg = Zig sur U. Cela donne g(u, v) = A(u) exp(2 Inv) = A(w)v}2. Cela donne

flx,y) = A(;) 2 +y)3.

Si f est €2 sur U,alors y— f(1,y) = A(y)Q + yz)’l/2 est de classe €2 sur [Rii et Ay)=fL, A+ yz)_’/‘”/2 donc A est de classe €2 sur [Rfr.
Réciproquement sur A est de classe €2 sur R alors fl'est sur U.
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Exercice 27.4

1. Sur les ouverts définis par les relations |x| < |y| et |x| > |y| la fonction est continue. Soit a € R. On s’intéresse a la continuité de f en (a, a).

On a f(a,a) = a®. On propose deux solutions (on peut mélanger leurs idées) I'une basée sur les suites, I'autre sur des majorations :

— Soit (xy, yn) une suite qui converge vers (a,a). On a f(xp, yn) = xgl si x?l < y’21 et f(xp,yn) = y%l si y,21 < x%. On peut remarquer que
fxn,yn) = min(x%,y%). Puisque min(x, y) = Hy_Tlx_yl, ona f(xp,yn) = M
tend vers +oo.

— Soit (x, y) proche de (a, a). On peut supposer que |x| < 1+ |al et de méme pour y. Si |x| < |y|, alorson a | f(x,y) — f(a,a)| = Ix2 - azl =
|x —allx + al < (1+2]al)|x — al. On a une majoration similaire pour f(x,y) si|x| <|y|. On a alors |f(x,y) — f(a,a)| < (1 +2|al) max(|x —
al,|ly—al) < (1+2lal)(Ix—al + |y — al) et ainsi la limite est nulle en (a, a).

of

2. Ona f de classe €1 sur R? privé des droites y = +x. On a ﬁ(x, y)=2xsilx|<l|ylet %(x,y) =0si|x| = |y|. Notamment en (a,a) on

qui tend vers 2a2/2 = a® lorsque n

obtient des limites différentes suivant comment on se rapproche de a. Par exemple si a > 0, on a % (a+h,a)=0sih>0et2(a+h)si
h> 0. Les limites en 0 a doite et a gauche (par rapport a h) sont différentes.

X 0.60 -1.20

Exercice 27.5

On pose ¥(x) = | x||12 et ¢(x) = 1/p(x). Comme (x + k) = w(x) + 2{x, hy + | k2, v est différentiable, et dy (x)(h) = 2(x, h). 1l en résulte que ¢ est

différentiable, et on a pour tout x non nul et h € E, do(x)(h) = — dz((x))(zh) =- 2"(x|,|£z) .
X X

fx+h) = @x+h) (x+h)=(@kx)+dex)(h)+o(h)(x+h)
f@X)+ dox)(Wx+@x)h +o(h)
—

linéaire par rapporta h
Il en résulte que f est différentiable et d f(x)(h) = de(x)(h)x + @(x)h, d' ol
_ 2(x,h)x h

VxeE\{0}, VheE, df(x)(h) = .
lel® fx?

Exercice 27.7

2n

0
1. On applique le théoréme de dérivabilité sous le signe somme pour obtenir M’(r) = f a—f (r,0)do.

2. dérivation composée
2n

0
3. Onnote h(r) =rM'(r) = f ra—‘f (r,0) d6. On montre comme a la premiére question que
0

2n

1 27 52
g o

2n 9 ( og 1[og
! = —_— P = —— —_— = ——= | —
h (r)_fO P (rar)(r,e)de rfo Sg2 "0)dO=—2 [660,9)

par périodicité des fonctions de 6.

0

4. Ainsi h est constante. Puisque f est continue en 0, on a rM’(r) = h(0) = 0 pour tout r. On en déduit que M est constante. Or M(0) =
27 £(0,0). On trouve notamment, pour tout r > 0,

1 2n 1 2n .
f©0,0)= Efo g(r,0)do = Efo f(rcos6,rsinf) do.
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Exercice 27.8

k-1 | .
1. Ondémontre par récurrence sur k que (M+H)k = Mk+ Z M HEMRIL +O(]| H||2). On utilise ensuite lalinéarité de la trace et la propriété
i=0
tr (AB) = tr (BA) pour en déduire que 'application fj : M — tr (Mk) est différentiable et que d fi. (M) (H) = ktr (HMk_l). 11 en résulte que
f estdifférentiable, et que VM, H,d f (M) (H) = (ktr(HMk_l))lsksn.
2. Soit p le degré du polynome minimal de M (noté pjps). On sait par le théoréme de Cayley-Hamilton que p < n et que Yk = p, Mk e
Vect(I,...,MP~1). On pose ¢i(H) = ktr (HM*~1). Les formes linéaires @p+1,---,@n sont donc combinaisons linéaires de (¢1,...,¢p).

p p .
Supposons une relation de liaison de la forme Z a;p; =0.0naalors VH e My (R),tr (H( Z a; M’_l)) = 0. En choisissant successivement
i=1 i=1
p .
pour H les matrices €lémentaires E;j, on en déduit que Z a;M =1 = 0 donc tous les a; sont nuls, car le polyndme minimal de M est
i=1
de degré p. On sait que si les formes linéaires (¢1,...,¢p) sont indépendantes, alors I'application H — (@1 (H),...,¢p(H)) est surjective,
donc de rang p, donc son noyau est de dimension 12 — p. Or son noyau est le méme que celui de d f(M), donc d f(M) est également de

rang p.

Exercice 27.9

1. Soit (x,y) € U. On pose (1, v) = ¢(x,¥), de sorte que x et y sont les racines du trindme X? — vX + u, dont le discriminant v? — 4u est
strictement positif. On pose V = {(u, v) € R2, v —4u > 0}. 1l s'agit de I'extérieur de la parabole d’équation v2 —4u = 0.

5
4
3
2
L

-3 2 -1

Soit (1, v) € V. On note x et y les racines (distinctes) du trindme précédent, x étant la plus grande, ce qui entraine que (u, v) = ¢(x,y). On

en déduit que ¢ est une bijection de U sur V. Le jacobien de ¢ en (x, y) est égal a Jl/

ch =y —x<0.Il ne sannule pas sur U, donc ¢ est

un ¢! difféomorphisme de U sur V.

2. Onpose g = fo¢p~1, de sorte que g est de classe €1 sur V si, et seulement si, [ est de classe ¢! sur U. On aalors f(x, y) = g(xy, x+y). Par
la formule de dérivation composée, on obtient pour (x, y) € U,

of _ . 0g g
ax(x,y) = yau(xy,x+y)+av(xy,x+y)
%(x,y) = x%(xy,x+y)+%(xy,x+y)

g—i =3g.

3. On résout I'équation ci-dessus 2 v fixé : il existe un réel A(v) tel que pour tout réel u tel que (,v) € V, on a g(u, v) = A(v)e3*. Pour
montrer que A est bien de classe 4!, on écrit la relation précédente pour u = —1 (ce qui permet d’obtenir toutes les valeurs de v - voir
dessin ci-dessus), ce qui donne, pour tout v € R, g(—1,v) = A(v)e3, c’est-a-dire A(v) = g(—1,v)e3. La fonction A est donc 4! sur R. On

en déduit que les solutions de (*) sont les fonctions de la forme

L'équation (%) équivaut a (y — x) g—i +3(x-y)g=0,dou

(x,y) — A(x +y)e>*Y ot A décrit €' R, R).

Exercice 27.10

1. on vérifie les différentes propriétés nécessaires :
— les ensembles sont ouverts en tant qu'image réciproque de I'ouvert R} par les applications continues sur R2, (x,y) — y—x et (u,v) —
u+212,
Lapplication est définie et de classe €1 sur U.
elle est a valeurs dans V : soit (i, v) = @(x, y), ona u+2v? = x> = 2xy - y* + 2y% = (x — )% > 0.
I'application est bijective : soit (1, v) € V, on cherche (x, y) € U tel que (¢, v) = ¢(x, y). Cela revient a résoudre

l

!

l

{xz—ny—y2 = u (:){ ¥ —2xv- (v +u)
y = y = v

On résout 'équation du second degré. Son discriminant est A = 4v% + 4(v% + u) = 4(u+2v2) > 0. On obtient deux solutions x =
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v+V u+2v2. Puisque y = v, il 'y a qu'une seule solution avec x < y, a savoir x = v—v u+2v2. Onadonc ¢ (u, v) = (v—Vu+2v2, v).
Cette application est ¢! sur V (puisque u +2v? y est strictement positif).

2. Onposeg=fop lsurV.Ona f=gogsurU.Onaalors

of 0g og of o0g og og
___ 2x—2 - 2 =) ___ 2x—2 2 x1=-2 =)
o ( ¥) + x0=2(x— y) e dy ( )+ F X (x+y) + T

On a ensuite (x+ y) gf +(x— y) f =(x— y)ay c’est-a-dire, pour tout (x,y) € U,

af of _ .. 0g
(x4 )50+ (x y)ay(x,y)—(x y)av(t,o(x,y)).

L'équation est équivalente a, pour tout (u,v) € V, —5 = 0. Pour finir la résolution, on regarde le domaine V - son intersection avec u =
updonne soit une droite si u = 0, soit deux demi-droites si u < 0 - cela donne une solution sous la forme g(u, v) = A (u) avec différentes
fonctions Ay suivant les domaines.

Exercice 27.12

— On s’intéresse a ¢ : (4, v) — (x = u® + vz,y =u+v):ona?2x-— y2 = u? + 12 - 2uv = (u-v)? et cette quantité est strictement posi-

tive (pour étre dans V) si u # v. On cherche un antécédent a (x, y) € V. On résout (x = u? + vz,y =u+v)soit(v=y- u,2u2 —-2uy+
y2 — x =0). Le discriminant est A = 4(2x — y2) > 0 ce qui donne deux solutions pour u et deux couples possibles pour (u, v) : 'un est

+1/2x-y% y—/2x—y? —1/2x +1/2x—y?
4 \/2 J ,y \/2 4 et l'autre est le couple symétrique y \/2 4 ,y \/2 y . Par rapport a la conditon u # v, on se

rend compte que l'un des couples est dans le domaine u > v et!’autre dans le domaine u > v. On choisit 'un des deux (les calculs suivants
seront les mémes) par exemple U = {(1, v) € R?, u > v}. Les applications ¢ et ¢! sont de classe €2 sur U et V (respectivement).

— Onpose g = fog. Afin de déterminer les dérivées partielles g—;‘ et autres, on utilise la matrice jacobienne et surtout son inverse. On a

et

On calcule les dérivées :
of 0g 1 og 1 Of 0g -v 0g u

=—. -—. t .
0x Ou 2(u—-v) O0v 2(u—-v) ¢ Oy T ouu-v v u-v

puis

az_fa(agl_a_gl)l+i(6_gl_0_gl)—l
92 oul\du 2(u—-v) ov2u-v))2u—-v) ov\du2w-v) dv 2(u-v))2u-v)

u
g 1 dg -1 g -1 oag 1 ) 1
2

- (_2 2(u—-1) +£.2(u— )2 * oudv 2(u—- ) +6_U.2(u—y)2 2(u—-1v)

g 1 og 1 dg o°g -1 L8 -1 -1
0udv 2(u—-v) 0u 2u—v)2 o0v? 2u-v) v 2u-v)?|2w-v)

1 d%g L1 g d°g 1 1 9, 1 og
du-v)?ou?  Au-v)?av: wovwu-v)? 2w-vP0u 2w-v)dov

On a de méme
62f_ -v azg u dzg 62g u+v u+v ag u+v 0g

= — - —+
0x0y  2(u-1)2 0u®  2u-1v)2 0v? UV 2(u— 1) 2u-1) 0U  2u— 1) OV

et
62g u? 62g 62g —-2uv u? +v? Og u? +v? 6g

= —+ —+ +
(u— v)2 ou? (u— v)2 av® Oudv (u— v)2 (u— v)3 ou (u— v)3 ov

2

S
~
<
S}

[\

dy
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On calcule alors I'ensemble en remplagant y2 —xpar2uv:

Ff o Pf 0f

202 —x)—% +2 +x
Y ax? yaxa}’ dy Y
1 2 98 1 2\ 9%g 1 2 g
= ——4uwv—-4v(u+v)+4v° | — + ——— [4duv—4u(u+v) +4u" | — + —— | —4uv +2(u+v)* —4uv
4(u—v)2( )a 4(u—v)2( )0v2 2(u—v)2( )0u6v
1 2 2. 298
— (4 2 -2 — [4uv-2 2 — -2
+ 2(u—v)3( uv+ (u+v) (u +v )] o 2(u—v)3( uv (u+v)*+2(u-+v )) e uv
dzg
= -2
oudv v
2
On est donc amené a résoudre Oég =2uv sur U (qui est convexe). Cela donnea—gzu v+a(v)etg(u,v)= —u2y2+A(v)+B(u)
remarque : on peut vérifier le calcul en dérivant dans 'autre sens (maintenant qu’on a le résultat) :
ag o 0 o o o o o o ’f  6*
—g:—f.2u+—f et —g:2u —va+—f.1 + —f.2v+ fl =4uv f+2(u v) f +—];
ou O0x oy ovou 0x? 0x0y 0x0y ay 92 0xdy  ay

2 2 2 2
ce qui redonne bien 6au6gy =2(y? _x)g_]; +2y o°f i of
x

0xdy ~ 4y’

Exercice 27.13

1. La racine carrée est de classe ‘52 sur R, donc par théoréme de composition, f est de classe €2 sur R" \ {0}. En dérivant deux fois par

rapport a x;, on obtient g){ g "(r), et
62f—(1—x" 6r) e g~ 0+ X,
ox? \r r20x 2g r K g
En sommant pour i variantde 1 a n,onaalors Af = g +g'm.

2. Af =0 si, et seulement si, g’ est solution de I'équation linéaire y’

7 (avec A; € R), d’'ot finalement

gr) = n > +B sin=3etg(r)=Alnr+ Bsin=2 (ol Aet B sont deux constantes réelles).

Exercice 27.14

1. Soit (x, y) € U, ety :]0, +oo[— Rla fonction définie par (1) = f(x, ty). Cette fonction est de classe €1 ety (1) = f (tx ty)+yaf(tx ty).

On en déduit que si f € ker®, alors ¥’ est la fonction nulle, donc y est constante. En particulier, v (1) = w(1/x), d’ou flx,y) =fQ,y/x).
En posant pour tout ¢ > 0, h(#) = (1, t), la fonction h est de classe %! sur R et f(x,y) = h(y/x) pour tout (x, y) € U. Réciproquement, on
vérifie que de telles fonctions conviennent. Finalement, ker @ est 'ensemble des fonctions de la forme (x, y) — h(y/x) ou h e LR, R).

2. Supposons que f est homogene de degré a. On dérive par rapport a r 'égalité f(trx,ry) = t*f(x,y), ce qui donne x%(tx, ty) +
y%(tx, ty) = at* 1 f(x,). En prenant ¢ = 1, on en déduit que ®(f) = af. Supposons que ®(f) = af. On pose @(t) = t~*f(tx, ty).

La fonction ¢ est dérivable sur R} eton a

of of

—at % fex, ty) + 1% xa(tx, ty) +ya(tx, ty)

o'

(—af(tx, ty) +®(f)(tx, tyNt L =0

On en déduit que @ est constante, et égale a (1), d’olt f(tx, ty) = t* f(x, y).

Exercice 27.16

Pour u = (x,y) € R?, on notera || ull; = |x| +|yl. La condition proposée s'écrit |V f(a); < k.

1. Onnote pour £ € [0,1], g(t) = f(a+ t(b—a)). La fonction g est de classe ¢! et, pour tout ¢ € [0,1], g'(£) = (b—a,Vf(a+tb-a)). Dapres
I'égalité des accroissements finis, il existe fy €]0,1[ tel que g(1) — g(0) = g’(fo). En posant ¢ = a + ty(b — a), on obtient f(b) — f(a) =
(b—a,Vf(c)).

2. siu=(ux, uy) et v= (v, vy) sont des vecteurs de R% ona

[, )| = lux vx + uy vyl < luxl vl + |yl vy| < max(lugl, luy)). (vl + vyl) = lulloo - IVl -
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On applique cela avec b = (x, y) et a= (x/, ') dans la formule de la premiere question :
|[f(h) - f@)|<lb-alo |V, <klb-alo

ce qui est le résultat demandé en remplagant.
3. onatout d’abord,
|Un+3 — Un+2l = |f(un+1' Un+2) — f(up, un+1)| < kmax (|up+1 — Unl, [up+2 — up+1l) = kap.
de méme
|Up+a— Up+3l =< kmax((up+2 — Up+1l, | Up+3 — Up+2))

Le terme |ty +2—up+1] estinférieur a ay, 'autre terme | w43 —up 42| inférieur a ka, donc a a,. Finalement |u,+4—up+3| < kay également.
Finalement a, 2 < kay,.

4. Par récurrence, on en déduit que azp, < kP ag = WVk)2Pag et arps1 <kPay = (\/%)2’”1%- Avec q = Vk et C = max(ag, ai/sqrtk), on a
an < Cq" pour tout n € N.

5. On a, pour tout n € N, |uy+1 — Upl < ay < C.q". Puisque g € [0, 1], on en déduit que Z(un+1 — up) converge absolument donc converge.
Cela donne la convergence de la suite u,, vers un réel ¢. Par continuité (et suites extraites), la relation uy42 = f(uy, up+1) donne ¢ =

fe,0.
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