- INTEGRATION SUR UN SEGMENT

I. PROPRIETES GENERALES

— construction de I'intégrale sur un segment pour une fonction en escalier, extension aux fonctions continues par morceaux
b
— notation f f()dt etrelation de Chasles

a
— propriétés : linéarité, positivité et croissance
b
— si f est continue, positive sur [a, b] alors f f(®dt=0sietseulementsi f=0
a
— inégalité triangulaire pour une fonction continue par morceaux
— cas d’égalité de I'inégalité triangulaire pour une fonction continue : de signe constant pour une fonction a valeurs réelles, d’argument

constant pour une fonction a valeurs complexes
— inégalité de Cauchy-Schwarz (continue par morceaux), cas d’égalité

L’ESSENTIEL - SOMMES DE RIEMANN

b-a
n

n—1 b— b
— Si f est continue par morceaux sur le segment [a, b], alors lim Z f(a+ k—a) =f fde
n—-+oo =0 n a
1 n-1 k 1
— on peut toujours se ramener a [0,1]: lim — Z f(—) :f fde.
n—+oon =0 n 0

— on peut supprimer/ajouter un nombre fini fixe d'indices dans la somme (commencer a 1, finira n...)

I’ESSENTIEL - THEOREMES D’APPROXIMATION

l

si f est une fonction continue par morceaux sur [a, b], alors, pour tout € > 0, il existe ¢ en escalier telle que || = (p|| 00 <E-
si f est une fonction continue sur [a, b], alors, pour tout € > 0, il existe une fonction polynomiale P telle que || f- P|| o0 <E

|

II. PRIMITIVES

Théoréme 1 (théoréme fondamental sur les primitives)

X
Soit f une fonction continue (par morceaux) sur un intervalle I et a € I. La fonction F : x — f f(®) dtestl'unique primitive de f sur I s’annulant
a
ena

— On appelle primitive d’une fonction continue f sur I toute fonction F de classe %! sur I telle que F' = f.

X
— existence: F:x— f f() dt estl'unique primitive de f sur I s’annulant en a,
a

b
— si f est continue sur I et F une primitive de f sur I, alors pour tout a,be I, f f)dt=F(b)-F(a),
a

X
— si festde classe ¢! sur I et a€ I, pour tout x € I, f(x) =f(a)+f flnad:.
a
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ITI. CALCULS

RESULTATS GENERAUX

— Intégration par parties : si f, g sont de classe 4’ sur un segment [a, b], alors

b b
f fng'nde= [f(t)g(t)]Z —f fl(vgmdt.
a a
— Intégration par parties généralisée : si f, g sont de classe € sur un segment [a, b], alors

n—1
Y kR pgn=1=Ry

b b
+ (—1)”] P g dt.
k=0 a

a

b
f fng™@de =
a

— Changement de variable : soit f continue sur un intervalle , et ¢ une fonction de classe ¢! sur un segment [a, §] a valeurs dans I, on a

»(B) B ,
f Fodt =f Flo0)¢ () dx.
p(a) a
— Changement de variable bijectif : soit f continue par morceaux sur un segment [a, b] de R, et ¢ est une bijection de classe ¢! d’'un
intervalle I sur un intervalle J contenant [a, b], alors
=il

)
flo)e' (x) dx.
(a)

b ¢ (b
f f(t)dt=f
a o1

L’ESSENTIEL - FORMULES DE TAYLOR

Soit f € €"*1(1,K). Si a € I, alors pour tout x € I,
n k) X _pn
- fx)= Z % x-a)k+ Ry (x), avec Ry (x) = f f("”) (t)% dt (appelé reste-intégrale),
k=0 : a

_ i+l
— si |f(”+1)| est bornée par M4 sur I, alors on obtient la majoration | Ry, (x)| < My+1 lx(n+l)"

— Inégalité de Taylor-Lagrange : si | f "+ | est bornée par Mj,41 sur [a, b], alors

n k)
‘f(b)— Z f (@)

k=0

k (b_a)n+l
K (b—a) sMrH_lW

— soit f de classe € sur I et a € I. Il existe une fonction ¢, définie sur I, telle que

n rlk)
Vxelf(x)=) %

x-a)f+x-a)e(x) et lime(x)=0.
IC:O X—a

I’ESSENTIEL - SYMETRIES, PERIODICITE

Si f est une fonction continue par morceaus, alors
a a
— si f est pairesur [—a, al, alorsf f@de= Zf fdzs,
—-a 0
a
— si f est impairesur [—a, al, alorsf f®de=0,
-a
— si f estde période T, alors pour tout (a, b) € R2, ona

b b+T
. f fdt= f f(®) dt (périodicité),
a a+T

a+T b+T
. f fde= fh f () dt ('intégrale sur une période ne dépend pas du point de départ).

a
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IV. EXERCICES

Exercice 1 (Calculs supplémentaires)

Calculer la valeur des intégrales suivantes :

1 1 2
a) I:f Vx2 + xtdx f) 1:[ ! dr
-1 0

V1i+t

4 dr 1/2

b) I:f R g) [:f L
1 Vie V3 0 (1-2)32
T, X dr

c) I:f e'sin(2r)dt h) I(x):f -
0 0 P4r+1
/2 141

d I:f rsin® rdr i) I=fﬂ Ltanty,
0 0 l+tant
1 M=x X dt

e I= B mdx (changement de variable x = cos u). j) szo 5+ chi

Exercice 2

1 1
Déterminer les fonctions continues de [0, 1] dans lui-méme qui vérifient f f 2(z‘) dt= [ fdze.
0 0

Exercice 3

Déterminer les limites des suites suivantes lorsque n tend vers +oo:

" by " 5l I L3 VR
) ) ) = ) Y — e —iz ) | VK|
2.2 2 372
k=1n°+k k=1n°+k ka1 K k=1 Vn?+ k2 nt =
Exercice 4
Déterminer les limites suivantes :
1 40 1
a) lim dx c) lim f x"tanxdx
n—oojJg 1+x n—oo Jo
1 ,—nx 1
b) lim dx d) lim n[ x"tanxdx
n—oojJog 1+x n—oo Jy

Exercice 5

1
Soit I, = dx.
" .[0 1+x"

1. Montrer que nh—I»IoloIn =1

2. Montrer que I, =1-— lnTZ + 0(%).

Exercice 6

1
Soit f une fonction continue sur [0, 1]. On définit F pour x € [0,1] par F(x) = f min(x, 1) f(£) dt. Montrer que F est de classe 42 sur [0,1] et
0

X 1
F(x)=f (f f(t)dt) du.
0 u

déterminer F”. En déduire que pour tout x € [0,1], on a
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Exercice 7

2x dt

oVt 241

On pose, pour x € R, f(x) =

1. Etudier la fonction f.
2. Donner un équivalent simple de f en 0.

3. Comparer f(x) et f (ﬁ) et en déduire un équivalent simple de f en +oo.

Exercice 8

) 2x gt
Etudier la fonction g définie par x — f - dt. Montrer qu’on peut la prolonger par continuité en 0. Déterminer un équivalent de g en +oo et
X

€en —oo.

Exercice 9 (Mines-Ponts)

2 2
sm- x COs™ Xx
Soit F: x — f arcsinVzdrt + f arccos V't dt. Déterminer I'ensemble de définition de F, et montrer que F est constante. En déduire la
0 0
1

valeur de f arcsinvrdt.
0

Exercice 10 (Mines-Ponts)

1 1
Soit f et g deux fonctions continues sur [0, 1] telles que fg = 1. Montrer que ( f f ) ( f g) = 1 et étudier le cas d’égalité.
0 0

Exercice 11

b
Soit f € €9(R,R) et a < b deux réels. Montrer x — f f(x+t)costdt estde classe €' sur R.
a

Exercice 12
n efn/ k
Déterminer un équivalent, lorsque n tend vers +oo, de u; = Z 2
k=1
Exercice 13

1. Montrer que pour x > —%, onax—-x*<In(l+x) <x.

n
2. Soit f continue sur [0,1] et x réel. Déterminer lim H
n—+oo k=1

x _k

n

3. Déterminer lim H [1+
n—-+oo

+ )
k+n/)
Exercice 14 (important)

1 rx T
Soit f continue sur R et T-périodique. Relier lim — f fdra f fde
X—+00 X Jo 0

Exercice 15

b
Soit f : [a, b] — R continue non nulle telle que pour tout k € [0; 1 — 1]],[ tkf(t) dt =0. Montrer que f change au moins 7 fois de signe sur |a, bl.
a

Exercice 16
2n 1
Déterminer la limite de up = ) sin® —.
k=n+1 \/%
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Exercice 17 (Mines)

LC k k
Déterminer la limite de la suite up = Y_ sin| = |sin|— |.
k=1 n n?
Exercice 18

Soit f: [a, b] — R* une fonction continue non nulle (avec a < b). On note M le maximum de f sur[a, b].

1. Montrer que, pour tout € €]0, M|, il existe a > 0 tel que, pour tout n €N,

b
f fotdt=aM-¢e)".
a

b 1/n
2. Déterminer la limite, si elle existe, lim ( f fn" dt)
n—+oo\Jg

Exercice 19 (Théoreme de relevement) Ph e

1. Soit f: I — C* une fonction de classe €. Justifier I'existence d’une fonction g : I — C de classe ¢! telle que f = expog (faire apparaitre
une équation différentielle vérifiée par g).

2m f ( t)

Zm o f(t)

2. Soit f:R— C* de période 27. Montrer que »+— €Z.

Exercice 20 (Mines) pie
u
1. Soitu € R, déterminer Allm Isin(A¢)| dt. Puis, pour a, f >0, hm f |sin(Af)|dt.
—+00

2. Soienta,beRavec a< bet f:[a, b] — R continue par morceaux. Déterminer lim f f@®|sin(An)| dt.
A—+00

Exercice 21 eve

Smtfe‘fo([o 1],KK). On note, pour g €]0,1[, J Z q" fg™".
1. Justifier 'existence de 1(g).

1
2. Montrer que lirrll (1—q)](q)=f fnde.
q—1* 0

EXERCICES EN VRAC
Exercice 22 (Polytechnique MP/MPI)

1 1
Soit f: [0,1] — [~a, b] continue, ol a et b sont dans R*. On suppose quef f(®)dz=0. Montrer que f f(t)zdt < ab.
0 0

Exercice 23 (Mines)
Soientn=2etx; <y] <x2 <y2<...<Xp<yp desréels.

Vi
1. Soit P € R;;—1[X] tel que, pour touti=1,..., n,[ P =0. Montrer que P est nul.
Xj

Vi
2. Montrer qu'il existe P € Ry [X], non nul, tel quef P=0pourtouti=1,2,...,n

Xi

Exercice 24 (Mines)

. e e 2 N . .
Montrer qu'il n’existe pas de primitive de — e'” sous la forme R(#) ol R est une fraction rationnelle.
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Exercice 25 (Mines) PA

1
Soit E I'ensemble des fonctions f € 1([0,1],R) telles que £(0) = 0 et f(1) = 1. Montrer que, pour toute f € E,f |f/ - f| > e . La constante e~
0

est-elle optimale?

Exercice 26 (Centrale) PA

ax
Soit @ €]0,1]. Déterminer les fonctions f € €0 (R, R) telles que, pour tout x € R, f(x) = f.
0

Exercice 27 (ENS (premiére question)) PAY

1. Montrer qu’il existe une constante C; telle que, pour tout réel A > 0, pour toute fonction ¢ de classe %2 de [a, b] dans R telle que ¢’ soit

b .
J e
a

2. Ycpour les courageux 5/2 : généraliser le résultat lorsque ¢ est seulement de classe %! (et avec les méme autres hypothéses).

monotone et vérifie |¢'| = A, on ait < %

Exercice 28 (Mines) 7

X
Soient h:RT — R* continue, £ € R**, n € N*. On suppose h(x)f h" - £. Déterminer un équivalent de 4 en +oo.
o x—+00
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