- SERIES DE FONCTIONS

I. CONVERGENCES

Définition 23 (Notations et convergences)

n
Soit (fn) nen une suite de fonctions définies sur A < Ra valeurs dans K. On note, pour €N, S, = Y f;. (somme partielle de la série de fonctions)
k=0
— la série de fonctions Z fn converge simplement sur A lorsque la suite de fonctions (S;;) convergence simplement sur A. Cela revient a

+00
dire que, pour tout x € A, la série numérique Z fn(x) converge. On note alors, pour tout x € A, S(x) = z fn(x) et Ry = S-Sy ce qui
n=0

donne, pour tout x € A, Ry (x) = Z fr(x).

— lasérie de fonctions Z fn converge uniformément sur A lorsque la suite de fonctions (S;,) convergence uniformément sur A. Cela revient
a dire qu'il existe ng tel que, pour tout n = ng, S— Sy = Ry, est bornée et lirP IS—Snllooa = lir_'r_l IR;lloo 4 = 0.
n—+oo ’ n—+oo ’
— la série de fonctions Z fn converge normalement sur A lorsqu’il existe ng tel que pour tout n = ng, pour tout x € A,|f,,(x)| < ay avec
Y ap convergente. Cela revient a dire que ) || fn| o, 4 converge.
— la série de fonctions Z fn converge absolument sur A lorsque, pour tout x € A, la série numérique Z | frn(x)| converge.

Remarques:

— la convergence normale entraine toutes les autres convergences; on n'a pas de lien entre la convergence uniforme et la convergence absolue

— si Z fn converge simplement, on peut écrire f, = Rj,—1 — Rp. Si Z fn converge uniformément sur I alors nliIJrrl || fn || 001 =0
— oo ,

I1. PROPRIETES

CONTINUITE, DERIVABILITE...

Propriété 44 (Continuité, limites)

Soit (f1) nen une suite de fonctions de A vers K.
+00

— continuité : si Z fn converge uniformément sur A et, pour tout n € N, f; est continue sur A (resp. en a € A) alors S = Z [n est continue
n=0
sur A (resp.en a € A).
_ +00
— permutation des limites : si a € A, Z fn converge uniformément sur A - on note S = Z fn - et, pour tout n € N, f;; admet une limite
n=0

+00
finie ¢, € K en a alors la série Zén converge et ;Lma S(x) = nzzlofn-

Propriété 45 (Intégration/dérivation)

Si I est un intervalle de R et (f3;) ,en une suite de fonctions de 1 vers K.

+00
— dérivation : si, pour tout 7 € N, f, est de classe € sur I, si )" fn converge simplement sur I, avec S = Y fp, et si ). f), converge
n=0

+00
uniformément sur I alors S est de classe %! sur I et, pour tout x € I, §'(x) = Z flhx).
n=0

+00 b
— intégration :si )_ f; est une série de fonctions continues qui converge uniformément sur [a,b] € R, avec S= Y_ fy, alors f S(ndt=
a

+oo pb "0
Z[ fradt.
n=0Ja
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INTEGRATION TERME A TERME

Théoreme 14 (Intégration terme a terme)

Soit Z fn une série de fonctions définies sur un intervalle I de R a valeurs dans K. Si
— pour tout n €N, f; est continue par morceaux et intégrable sur I,

+00
— Y fu converge simplement sur I, avec S(x) = ) fu(x),
n=0

— la fonction somme S est continue par morceaux sur I,

— lasérie ) f | fn (D] dt converge,
1

— Sestintégrable sur I,

— onafl(zfn(t)) dtzz(flfn(t)dt)

+00
- etégalementflS(t)ldts Y (flfn(t)ldt)
1 n=0\JI

¢° METHODE - PERMUTATION SOMME-INTEGRALE

Pour obtenir une permutation Z = f :

— on utilise le théoréme d’intégration terme a terme (hypothese forte : convergence de ) || ful|;),
— on utilise le théoreme de convergence dominée sur la suite des sommes partielles (hypotheése forte : domination indépendante de n des
sommes partielles | S, (1)),

— moinsfréquent:0nécritS=Sn+Rn,puis[S(t)dt:[Sn(t)dt+fRn(t)dt et on montre que nlir}} fRn(t)dtzo
I I I —+ooJg

ITI. EXERCICES

Exercice 1
Etudier les convergences simple, uniforme, normale des séries de fonctions suivantes :

a) Zx”anx. b) Y x"Inx. oy nxz3 d) Zn4n+xx2
1+n°x

Exercice 2
. _ 2
Soit, pour n€N, f : x — nxe ¥,
1. Montrer que Y. f;; converge normalement sur tout segment de R*. On note S sa somme. Montrer que S est impaire.

X
2. Soit a > 0. Calculer pour x > 0, f S(t) dt et en déduire S.
a

Exercice 3

Démontrer les relations suivantes :

+t00  ye~dX +oo 1 I (-Inx)P too
a) f —dx= —— ol (a,b)e([R*)z. b) f ———dx=p! —— (peN*).
0 1-ebx nz::o (a+bn)? * o 1-x P ,;1 nPt1 P
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Exercice 4

+00 2t

Onpose f:t— ) —
n=11r"+n

5
. Déterminer le domaine de définition de f. Etudier la parité de f.
. Etudier la continuité de f.

. Déterminer la limite de f en +oo.

. La convergence de la série est-elle uniforme sur R* 2

G W N =

. Lafonction f est-elle de classe €’ sur R?

Exercice 5

Pour n € N*, on définit f, sur R par fy(x) = % arctan(%). On veut étudier la série de fonctions }_ f5.
1. Montrer que la série converge simplement sur R et que sa somme S est continue sur R.
2. Montrer que S est de classe € sur R et étudier les variations de S.

3. Déterminer la limite de S(x) lorsque x tend vers +oo.

Exercice 6
) 1 " eos(nx) . i )
1. Soitr €] -1,1[. On pose pour x € R, f(x) = Z ——— . Vérifier que f est bien définie et continue sur R.
n=1 n
) 120 r" cos(nx) 1 o L
2. Soit x € R. On pose pour r €] -1,1[, g(r) = Z ————— . Montrer que g est de classe " sur ] —1,1[, déterminer une expression simple
n=1

g(r)pourrel—1,1[.

/3
3. En déduiref In(1-2rcosx+ rz)dx.
=7

Exercice 7

1
1. OndéfinitpourneNetpeN, I, p = f x"(Inx)P. Justifier 'existence de I, et déterminer, pour tout n € N et p € N*, une relation entre
0

1
In,p et I p_1. En déduire la valeur de f x"(nx)" pour neN.
0

1 +00 (_l)n—l
2. Prouver I'égalité f xfdx=) ——
0

n=1

nn

Exercice 8

1. Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par

+00 ne—ﬂx
fx)= ngo(—l) R

2. Montrer que [ est continue sur [0, +oo[ et de classe 4 sur]0, +ool.

3. Déterminer une équation différentielle simple dont f est solution et en déduire que f est de classe ¢! sur [0, +ocol.

Exercice 9

. Etudierla convergence simple de la série Y. uy, ol uy,(x) = exp(—xy/n) pour n € N*. On note S la somme de cette série de fonctions.
. Montrer que S est continue sur R} .

1
2
3. Montrer que xliﬂl@S(x) =0.
4. Montrer que S est décroissante sur R .
5

. Montrer que S(x) ~ e~ *.
X

—+00

6. Montrer que S(x) ~ %
0 x
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Exercice 10 (Mines MP)

X
On définit une suite [fn)neN de fonctions continues de [0,1] dans R en posant fy =1et,sineNetx e [0,1], f4+1(x) =1 +f fn (t - t2) dz.
0

1. Montrer que les f;; sont polynomiales.
2. Montrer que (fp) 20 converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f et que Vx € [0,1], f(x) < e*.
3. Montrer que Z (fn+1 — fn) converge normalement sur [0, 1/2], puis que () >0 converge uniformément sur cet intervalle.
4. SineNet x€[0,1], que dire de f;;(x) + f (1 — x)? Qu'en déduit-on sur f?
5. Montrer que f est de classe C* sur [0, 1].
Exercice 11

On définit pour ne N, I, —fl
i u Iy = .
p n o 1 n

1. Montrer I'existence de I, pour tout n € N et donner la limite ¢ de I;,.
2. Donner un équivalent de I, — ¢ en 'infini.
- Vin(1+1) . : .
3. Prouver I'existence de J = - dt et exprimer sa somme sous forme d’une série.
0
4. En déduire un développement asymptotique de I, a trois termes.

Exercice 12
+00 (D) n
On appelle S la fonction définie par S(x) = Z .
n=0 n+x

1. Préciser sur quel intervalle cette fonction est définie, continue, dérivable, et donner son sens de variation.
2. Donner les limites en 0 et +oo, ainsi qu'un équivalent en 0.
3. En calculant S(x + 1) + S(x), donner un équivalent en +oo.
4. Montrer que pour tout x >0, on a
+00 e Xt

S(x)=L ——dt

valdo  Vid+e™h

+00 2
on pourra utiliser f e Vdr=ml2.
0

Exercice 13

+00
Soit S(x) = n;z fn(x) ol fr(x) = xfn ne

. Montrer que Z fn converge simplement sur R*.
. Montrer qu’il y a convergence normale sur tout [a, +oo[ (ou a > 0) mais pas sur R*
. Montrer qu'il y a convergence uniforme sur R*.

. Montrer que S est €' surRy.

G s~ W N

. Montrer que S n’est pas dérivable en 0.

Exercice 14
Soit g € €1([0,1],R) avec g(0) = 0.
- X +00 x
1. Etudier la convergence de la série )_ g (2_”) Onnotera h(x)= ) g (2—,1) la somme de la série. Montrer que & est continue sur [0, 1].
n=0

2. Déterminer toutes le fonctions f : [0,1] — R continue en 0 telles que, pour tout x € [0,1],g(x) = f(x) — f(x/2). Montrer que les fonctions
obtenues sont de classe €.
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Exercice 15 (Mines MP)

2 1,1[, soi e
—1,1], soit = —_—.
our x €] [, soit f(x) nX::1 =D

1. Justifier la définition de f et étudier sa continuité.
+00
2. Six€]-1,1[, montrer que f(x) = Y In(1+xP).
p=0
3. Déterminer la limite de f(x) en 17, puis trouver un équivalent.

Exercice 16 (Centrale MP/MPI)

1. Donner la définition de la multiplicité d'une racine d’'un polyndme puis sa caractérisation a I’aide des dérivées successives du polynome.
2. Soit P € C[X] non nul. Exprimer P’/ P al'aide des racines de P.
on P! (rei[J

p(re'!)

1

3. Soit r > 0. On suppose que P ne s’annule pas sur le cercle C(0, ) du plan complexe. On pose N;(P) = 57 re''dt. Montrer

que N (P) est égal au nombre de racines de P (comptées avec multiplicité) dans le disque D(0, r).

Exercice 17 (ENS MP (PLSR))

Soit (1) ne N- Une suite strictement croissante de réels strictement positifs. On suppose qu'il existe C > 0 tel que, pour tout n € N*, |)1n - n2| <Cn.

+00 X
Soit frx— Y ln(1+—).
n=1 An

1. Montrer que f est définie sur R**.

2. Donner un équivalent de f(x) lorsque x — +oo.
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