6 NORMES, SUITES

I. NORMES

DEFINITIONS

Définition 41 (Norme)

on appelle norme sur E une application :

— N:E—R" (existence et positivité),

— N(x) =0= x =0 (définie),

— N(Ax) =|AIN(x) (homogénéité),

— N(x+y) < N(x)+ N(y) (inégalité triangulaire).
On notera ||| ala place de N.

Proposition 79 (Différentes normes)

— norme euclidienne : si < .,. > est un produit scalaire sur E, alors I'application x — /< x,x > est une norme. Une norme provenant d'un
produit scalaire est appelée norme euclidienne.

— norme induite : si F est un sev de E, 'application x — | x| g définit une norme sur F, appelée norme induite sur F.

— norme produit : si (E;, Nj)1<j<p sont des K-ev, on munit E = Ej x... x Ep d’'une norme par

l(x1,...,xp)I = sup N;(x;).
ie[1;p]

Définition 42 (Boules)

— boule ouvert de centre a, derayon 7 : B(a,7) ={x€ E,|x—all <71}
— boule fermé de centre a, de rayon r : B(a,r) = {x € E, [|x— all < 1}
— sphere de centre a, derayon r: S(a,r) ={x€E,|x—al =r}
On obtient ces boules  partir des boules B(0,1) et B(0,1) par translation et homothétie. Les boules sont convexes.

Définition 43 (Algebre normée)

on dit qu'une algebre (E, |.||) est une algebre normée, lorsque (E, ||.||) est un evn et que la norme vérifie | x.y|l < || x|l.| |l pour tout x, y € E. On dit
que c’est une algebre normée unitaire si, de plus, |1g| = 1.

Définition 44 (Parties bornées)

— une partie A de E est bornée lorsqu’il existe M > 0 tel que, pour tout a € A, |lall < M. Une partie A est bornée si et seulement si elle est
contenue dans une boule.
— une application f de X dans (4, ||.|) est bornée lorsque f(X) est une partie bornée de E (il existe M tel que pour tout x € X, || fx) || < M).

Définition 45 (Applications lipschitziennes)

— Soit f: (E, |l.Ilg) = (E Il.I p). Elle est K-lipschiztienne lorsque, pour tout x, y € E, || f(x) = f()) | p < K | x= ¥ -
— Lensemble des applications K-lipschitiennes n’est pas un espace vectoriel, celui des applications lipschitziennes en est un.

DISTANCE

Proposition 80 (Distances)

— distance associée a une norme : I'application (x, y) — [|x — y|l est une distance sur E, appelée distance associée a la norme |.].
— distance a une partie : si A c E non vide, on peut définir la distance a A par

d(x,A) = inf |x—all.
acA

Cette distance est 1-lipschitzienne : |d(x, A) — d(y, A)| < [ x - y|.

107



COURS ET EXERCICES CHAPITRE 16. NORMES, SUITES

I1. SUITES

LIMITE

Définition 46 (Limite)

une suite (up) peN € EN converge vers ¢ € E lorsque
Ve>0,IngeN,Vn=ng,llu,—¢| <e.

Si la limite existe, elle est unique. Une suite convergente est bornée. On dispose des opérations usuelles sur les limites (combinaison linéaire,
produit dans une algebre normée). Dans un espace produit muni de la norme infinie produit, une suite converge si, et seulement si chaque suite
composante converge.

Définition 47 (densité)

On dit qu'une partie X est dense dans une partie A si tout élément de A est limite d'une suite d’élements de X.

NORMES EQUIVALENTES

Définition 48

domination, équivalence soit N] et N> deux normes sur E. On dit que
— N7 domine Ny lorsqu'il existe a > 0 tel que No < aNj.
— Nj et N» sont équivalentes lorsqu'’il existe a, § > 0 tels que

BN1 <Ny <aNp.

¢° METHODE - NON-EQUIVALENCE

N1 (xn)
. . . . Na(xn) =
pour cela on peut essayer de construire une suite de vecteurs unitaires pour I'une des normes (et de limite nulle ou infinie - suivant le sens - pour

les normes de I'autre).

pour prouver qu'une norme Nj n’est pas dominée par Ny, on essaie de construire une suite de vecteurs telle que est de limite infinie -

Propriété 81

— Nj domine N5 si et seulement si toute suite convergente pour N1 converge pour N> (et vers la méme limite).
— deux normes sont équivalentes si et seulement si elles ont exactement les mémes suites convergentes.

Théoreme 21 (dimension finie)

— si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors toutes les normes sur E sont équivalentes.

p P
— si{ey,...,ep} estune base de 'evn de dimension finie E, on peut écrire, pour n €N, uy, = Z uﬁ,"’ er.Sil= Z ley, alors

k=1 k=1

Jim =t lim )=t pourtout ke [13p].

VALEURS D’ADHERENCE

Définition 49 (Valeur d'adhérence)

on dit que ¢ est une valeur d’adhérence de (1) ,en lorsqu'il existe une suite extraite qui converge vers £.

Proposition 82 (lien avec la limite)

soit (i) une suite de E.
— si (uy) converge vers ¢, alors la suite n'admet qu'une valeur d’adhérence ¢ - si une suite admet deux valeurs d’adhérence, elle diverge.
— une suite n'admettant qu'une seule valeur d’adhérence n’est pas forcément convergente.
— une suite de réels ou de complexes bornée admet une valeur d’adhérence (th. de Bolzano-Weierstrass).
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III. EXERCICES

NORMES, NORMES EQUIVALENTES

Exercice 1

Soit E = R[X] . On définit 'application

P—|IPll= sup |P(H)-P' (1)l
te(0,1]

Montrer que ||.|| est une norme sur E.

Exercice 2
, . . T 1/2
Montrer que I'application A— (tr(A'.4))

Exercice 3

Soit E = R2. Pour (x,y) € [RZ, on considere :
N((x,y))= sup |x+¢tyl.

t€(0,1]
1. Montrer que N est bien une norme sur R2.

2. Dessiner la boule unité pour cette norme.

Exercice 4

Soit E={f€ #1([0,1],R}. On pose pour tout f € E,

1
N(f) = \/|f(0)|2+f0 I dt.

1. Montrer que N est une norme euclidienne sur E.
2. Etablir que pour tout f € E, || flloo < V2N(f).

est une norme sur My (R) et qu’elle vérifie | AB|| < || All | Bll (on dit que c’est une norme matricielle).

3. Montrer que les normes ||.||o et N ne sont pas équivalentes (on pourra utiliser la suite (f;;) ou f;(x) = x™).

Exercice 5

Soit E =Ry [X] et (xp, ..., Xp) des réels deux a deux distincts. On pose, pour Q € E
p
NQ =Y 1Qupl
k=0
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que N soit une norme.

Exercice 6

Soit E un R-espace vectoriel normé. Soient N7 et No deux normes sur E et By et By les boules ouvertes unité pour Ny et No. Montrer que si

B = By alors N} = No.
Exercice 7 (IMT MP 2019)

1
Pour f € E=%0°([0,1],R), soit N(f) :sup{‘f f®e"ds
0

Exercice 8

Soit E = {(un) nen bornée et telle que ug = 0}. On définit

Noo(w) = sup |uyl
neN

N(uw) = suplups1—unl
neN

1. Montrer qu’on obtient bien deux normes.
2. Montrer que N < 2N, et que la majoration est optimale.

3. Montrer que les normes ne sont pas équivalentes.
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s nE N}. Montrer que N est une norme sur €°(10,11,R).
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Exercice 9

Pour A= (“ij) € My (C), on définit

A Xlloo
Al =supy ———, X € Mp1(C) \ {0} ;.
1 XTloo
ol | X|lco = max |xl~|. Montrer que
1<isn
n
Alll = max |a- | ,
Al = max ]; ij

c’est-a-dire le maximum des normes || |1 des lignes de A. Justifier que I'application A — ||| All| est une norme sur My (C) et que, de plus, pour tout
A,Be€ Mp(C), onalllABII < I All.IIBIIl.

Exercice 10 (normes p)

SoitE:%O([a,b],C).Soitp€]1,+oo[etqlerée1telque%+%=1.
a? 7
1. Montrer que pour tout &, =0,ona aff < T
2. En déduire I'inégalité de Holder : pour tout f, g € E,
b b Up, p l/q
V fngdre S(f |f(t)|”dt) (f Ig(t)lth) .
a a a

b b
On commencera par le montrer dans le cas otlf | f() Pdt=1= f Ig(t)lq dt.
a a

3. Enutilisant | f + g|” = |f + gIP~L.|f + g|, montrer que, pour f,g€ E,ona

(fublf+gl”) s(fablfl”

b 1/p
En déduire que f — (f |f|”) est une norme sur E.
a

1/p

1/p b 1/p
+U |g|”) :
a

Exercice 11 (CCINP MP)

Soit E un espace préhilbertien réel muni de son produit scalaire (-, -). On note |-|| la norme associée. On dit qu’'une suite (x;) converge fortement
vers x si nlim llxn —xIl =0, (x) converge faiblement vers xsi Vy € E, nlim (xn - X, y> =0.
—00 —00

1. (a) Montrer que si (x;;) converge faiblement, sa limite est unique.
(b) Montrer que convergence forte implique convergence faible

2. Montrer que (x;) converge fortement vers x <= (x;) converge faiblement vers x et nlim lxnll =lxI
—00

3. Montrer que, en dimension finie, ces deux modes de convergence sont équivalents.

Exercice 12 (Mines MP)

Soit E={f € €2([0,1],R), f(0) = f'(0) = 0}.Si f € E,onpose N(f) = | f+ 2"+ f"|| -

1. Montrer que N est une norme sur E.

2. Onfixe f € Eetonpose g= f+2f + f". Exprimer f en fonction de g (indication : considérer h: t — f(t)e’).
3. Montrer qu'il existe a € R* tel que, pour tout f € E, || f|| o, < aN(f).
4

. Lesnormes || [loo €t N sont-elles équivalentes?

Exercice 13 (Mines MP)

Soit E = C[X]. Pour Q € E\{0} et P € E, soit Ng(P) = |PQlloo,[-1,1]-
1. Montrer que, si Q € E\{0}, Ng est une norme sur E.

2. Soit Q € E\{0}. Les normes NQ et N7 (celle pour Q = 1) sont-elles équivalentes?
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