- VARIABLES ALEATOIRES

I. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Définition 72 (Variable aléatoire discrete)

— Soit (Q, T,P) un espace probabilisé. On appelle variable aléatoire discrete (vad), toute application X : Q — E telle que
¢ X(Q) est un ensemble au plus dénombrable - on notera X(Q) = {x;,i € I}.
« pour tout x € X(Q), X 1({x) e T.

— Ondit que X est une variable aléatoire discrete réelle lorsque E = R.
— Pourtout ACE, X 1(A) = {we Q, X(w) € A} = U x ~1({x}) est un événement (AN X(Q) est au plus dénombrable).
X€EANX(Q)
— On note (X = x) I'événement X_l({x}). Si E =R, on note (X < x) = X_l(] —00,x]) = {w e Q, X(w) < x}. De méme on définit (X < x), (X =
) coao
— si X:Q— Eestunevadet f: E— F (quelconque) alors fo X :Q — F est une vad.

on appelle systeme complet d’événements associé a X, le systeme complet d’événements {(X = x;),i € I} si X(Q) = {x;,1 € I}.

Définition 73 (Loi d'une vad)

— soit X une vad. La loi .Z de X estla donnée :
e desvaleursde X : X(Q) ={x;,i €I},
« des probabilités associées : pour tout i € I, p; =P (X = x;).
On note X — .Z ou (X ~ %) pour dire que X suitlaloi.Z.
— X et Y suivent la méme loi (noté X ~ Y) lorsque X : Q — EetY : Q' — E, X(Q) = Y(Q) = {x;,i € I} et pour tout i € [, P (X = x;) =
P (Y =x;).
— Si X est une vad, alors on définit une probabilité sur (Q' = X(Q),T’ = 2(Q')) en posant

p.. T — E
X1 4 - PXeA

l

SiX~YavecX:Q— EetY:Q' — Eet f:E— Falors f(X) ~ f(Y).
loi conditionnelle : si B € T non négligeable, on définit Py ;g: A— Pg(X € A)

si X est une vad réelle, la fonction de répartition de X est la fonction x — P (X < x) = Z P (X = x;). Cette fonction est croissante sur R,
XiSX

l

l

de limite nulle en —oo, 1 en +oo.

Théoreéme 31 (Existence d'une probabilité)

Soit (2, T) un espace probabilisable (7 infini) et X une vad sur (2, T) avec X (Q) = {x;, n € N}. Si on se donne un germe de probabilité (une famille

{pn, ne N} avec pp =0et Z pn =1), alors il existe une probabilité P telle que, pour tout n € N, P (X = x) = pn.
neN

II. FAMILLES DE VARIABLES ALEATOIRES

Proposition 118 (Vecteurs aléatoires)

- X:weQ— (X1 (W),..., Xn(w)) € E" est une vad si et seulement si pour tout i € [1; n], X; : Q@ — E est une vad
— toute fonction de deux vad (X + Y, X.Y si le produit existe. . .) est une vad
— l'’ensemble des vad sur Q dans I'espace vectoriel E est un espace vectoriel.
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Définition 74 (Loi conjointe, lois marginales)

soient X, Y deux vad sur Q. On appelle :
— loi conjointe de (X, Y) : la donnée
o valeurs X(Q) = {x;,ie I} et Y(Q) ={y},j€J},
« probabilités p;; =P [(X =x)Nn(Y = y]-)).
— lois marginales : les loisde X etde Y
— lois conditionnelles : si P (X = x) > 0, la loi conditionnelle de Y sachant X = x :
o valeurs Y(Q) ={y;,jeJ},
e pourtoutjeJ, IF’X:x(Y = yj) =P (Y =yjlX= x).
on peut conditionner par les événements X > x...lorsqu’ils ne sont pas négligeables.
On a les relations :
— conjointe/conditionnelle : p; ; =P ((X =x)N(Y = yj)) =P (Y =yjlX= x,-) P(X=x),

— conjointe vers marginale: P (Y=y)= Y P(Y=ynX=x).
xeX(Q)

Définition 75 (Indépendance)

— Pour deux vad :
X et Y sont deux vad indépendantes lorsque, pour tout x€ X(Q) et y€ Y(Q), P (X =x)n (Y =) =P X =x) xP (Y = y).
e SiX:Q—EetY:Q— Falorspourtout AcE,BcF,P(XeAnYeB)=P(XeA) xP(YeB). Les vad f(X) et g(Y) sont encore
indépendantes (f et g fonctions quelconques sur E et F).
— pour nvad Xj,..., X5 :
e Lesvad Xj,..., X5 sont indépendantes lorsque pour tout (xy,...,x5), P (X3 =x1) NN (Xp =xp)) =P (X3 = x1) x -+ xP (Xj, = xp).
e onaalorsP (X3 € A)N...Nn(Xp e Ap)) =P (X3 € A1) x...xP (X € Ap)
» lemme des coalitions : si (X, ..., X;;) sont indépendantes alors f(Xj,..., X}) et §(Xg+1,..., Xn) sont indépendantes (et généralisation
a plusieurs fonctions)
— pour une suite de vad (Xy,) ;e : lorsque toute sous-famille finie est indépendante.

III. LOIS USUELLES

Propriété 119 (Loi binomiale)

— onrépete n fois de suite une expérience de Bernoulli de parametre p et on compte le nombre de succes.
- X =[0;n]etP(X=k) = (:)pk(l — )P

— si X — B(n, p) siet seulement si X = X7 +...+ X, ot Xy,..., X, sont n vad indépendantes telles que X; — B(p).
— si X — B(n,p) et Y — B(m, p) sont indépendantes alors X + Y — B(n+m, p).

Propriété 120 (Loi géométrique (surN*))

— on effectue une infinité d’expériences de Bernoulli indépendantes de loi B(p) et on appelle X le rang du premier succes : X — G(p).

— onaX(Q) =N*etP (X =k =pg"! (oi1g=1-p)ainsiqueP (X >k) = g*sikeN.

— caractérisation («loi sans mémoire ») : si X est une vad a valeurs dans N* alors X — G(p) si et seulement si, pour tout k,n € N,
Pxsp(X>n+k) =P (X> k).

Propriété 121 (Loi de Poisson)

k
— X—=P) (avec1=0): X(Q)=NetP(X=k) = %e_’l.

— si X —P(A) et Y — P(u) sont indépendantes alors X + Y — P(A + ).
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IV. ESPERANCE ET MOMENTS D’ORDRES SUPERIEURS

Définition 76 (Espérance)

— si X est une vad a valeurs positives, on note E (X) = Z xP (X = x) € [0, +o0].
xeX(Q
— si X est une vad réelles, on dit que X est d’espéran(ce) finie lorsque {xP (X =x),x € X(Q)} est sommable et on note alors E(X) =
Y P (X=x¢€R.
x€X(Q)
théoréme de transfert: soit X : Q — Eunevadet f: X(Q) — R. Lavad f(X) admet une espérance finie si et seulement si { f (x)P (X = x),x €
X(Q)} estsommable etalorsE(f(X))= Y, fP(X=x).
xeX(Q
si|X| <Y etY estd’espérance finie alors X(alissi et|E(X)|<E(X]) <E(Y).
onabE(AX)=AE(X)etE(X+Y)=EX)+E(Y)si X et Y sont d’espérance finie.
on dit que X est centrée si elle est d’espérance finie et E(X) = 0. Si X est d’espérance finie m alors X — m est centrée.
si X et Y sont des vad réelles indépendantes alors E(XY) =E(X)E(Y).

l

1181

Définition 77 (Moments, variance)

soit X une vad réelle
— X admet un moment d’ordre k si X¥ admet une espérance.
— si X admet un moment d’ordre n alors elle admet un moment d’ordre k pour tout k € [[0; ]
— si X, Y ont un moment d’ordre 2 alors XY est d’espérance finie et |E(XY)> < E(X?)E(Y?). Lavad X + Y admet également un moment
d’ordre 2 (et on a une structure d’espace vectoriel sur les vad réelles qui admettent un moment d’ordre 2).
— si X admetun moment d’ordre 2, onnote V(X) = E ((X —E (X))?) (variance) et (X) = v/V(X) (écart-type). X est réduite lorsque sa variance
estl.
— Si X admet un moment d’ordre 2 :
o V(X) =E(X?)-E(X)?,
e V(aX+b)=a*V(X)
. X-EX)
a(X)

Définition 78 (Covariance)

Soient X, Y deux vad réelles. On note
— Cov(X,Y)=E(X-EX)(Y-E(Y))=EXY)-E(X)E(Y).
— Si X et Y sont indépendantes alors Cov(X, Y) =0
- VX+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y).
— Cov(X,X) =V(X).
Soient Xj, ..., X, des vad réelles
n
- VX1 +..+Xp) =) VX)+2 ), Cov(X;, X))

i=1 1<i<jsn

est centrée réduite.

n
— siXj,..., X5 sont deux a deux indépendantes alors V(X1 +...+ X;) = Z V(X;).
i=1

V. FONCTION GENERATRICE

Définition 79 (Fonction génératrice)

+00
Soit X une vad a valeurs dans N. On définit Gx (1) =E(tX) = Y P (X = n) t".
n=0
— Gy estlasomme d’une série entiere de rayon de cvR > 1
— Gy est continue sur [-1,1] et la série de fonctions converge normalement sur [-1,1]. Elle caractérise la loi d’'une vad entiere puisque

(n)
Gy (0

PX=n= )
— X admet une esi)érance finie si et seulement si Gg( admet une limite finieen 1 et E(X) = GS((I).

— X admet un moment d’ordre 2 si et seulement si GS'( admet une limite finie en 1. On a alors V(X) = GS’((I) + G’X - (GS((I))Z.
— si X et Y sontindépendantes alors Gx+y = Gx.Gy.
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VI. SYNTHESE DES LOIS

modele nom X(Q) loi espérance | variance Gx (1)

1
équiprobabilité uniforme sur {x1,...,Xn} | {X1,...,%Xn} P(X=x;)= -

1 2 _
équiprobabilité uniforme sur {1,..., n} {1,...,n} P(X=x;)= -~ ”TH ”Tl
succes/échec Bernoulli B(p) fo;1] PX=0=¢g=1-pPX=1=p p pq tp+q
nombre de succes Binomiale 4 (n, p) [0; n] P(X=k)= (Z)pk(l —p)k np npq (tp+ "
rang du premier succes | géométrique G(p) N* P(X=k) = qu_l % lz T f’ iyt

p
k

événements rares Poisson P(1) N P(X=k = Fe_;‘ A A exp(A(t—-1))

VII. INEGALITES ET APPROXIMATIONS

Proposition 122 (inégalités)

E(X
— Inégalité de Markov : si X est une vad positive qui admet une espérance alors, pour a >0, P (X = a) < %

Vix
— Inégalité de Bienaymé-Tchebychev : si X a un moment d’ordre 2, alors P (| X -E(X) |z €) < %

€
— loi faible des grands nombres : si (X;;) est une suite de vad 2 a 2 indépendantes de méme loi, admettant un moment d’ordre 2 (espérance
2
o
= 1—:) < — (de limite nulle lorsque n tend vers +00).

2

S
m et écart-type o), alors en posant S;; = X1 +...+ X, onaP (‘7" -m
ne

Proposition 123 (Approximation)

k

Si X, — B(n, pn) avec np, — Aalors lim P (X, =k)= Z A
n—+oo k!

Définition 80 (Convergences des suites - Hors programme)

On se donne une suite de variables aléatoires discretes (X;;) définies sur un méme espace probabilisé (2, 7,[P) et X une variable aléatoire discrete
(sur le méme espace probabilisé) :
— convergence en probabilité : Ve > 0, nliT P(X,—-X|=¢€)=0,
—+00
— convergence presque stre : P ({w €Q, nEerXn (w) = X(a))}] =P (ngrllan = X) =1
— convergence en loi (siles X et X sont a valeurs entieres) : pour tout k € N, nlir}rl P(X,=k =P(X=k).
—+00

VIII. QUELQUES DEMONSTRATIONS

ESPERANCE

Théoréme 32 (théoreme de transfert)

Soit X : Q — E une v.a.d. et f : E — R. La variable aléatoire Y = f(X) est d’espérance finie si et seulement si la famille {f (x)P (X = x)} xex(q) st
sommable. Dans ce cas,onaE(f(X))= > [P (X=x).

xeX(Q)
Démonstration :
— On note X(Q) = {x;};es et Y(Q) = {yj} ;. La variable aléatoire Y est d’espérance finie si et seulement si la famille {y ;P (Y = J’j)}jel est som-
mable.
— Pour jeJ,onnote I; ={i€ [, f(x;) =y;}.Onaalors, (Y =y;) = (f(X)=y;) = ¥ (X=x;).
i€l;

— sije/,ona

yilP (Y =yj)=lyjl T P(X=x)= ¥ IFCIP (X =)

lEIj l€Ij
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— Puisque I = | Ij, etques; = ) |f(x)IP(X=x;)=]y;IP (Y = yj) existe, la famille {f (x;)P (X = x;)},; est sommable si et seulement si la
jE] iEIj
famille {s;} je; est sommable.
— On peut alors écrire, par sommation par paquet

DIEP(X=x) = ) (Z f(xi)P(X:xi)) =) (Z J’jP(X:xi))

i€l jeJ \iel; jeJ \iel;
= Zyj(zP(X:xi)):ZJ’jP(Y:}’j):[E(Y)
jeJ ielj jeJ

En résumé, I'idée est de regrouper sur des paquets de x; sur lesquels f(x) est constante.
Remarque: on obtient entre autre que X est d’espérance finie si et seulement si | X| est d’espérance finie (avec pour f la valeur absolue ou le module).

Théoreéme 33 (Majoration)

Soient X et Y deux variables aléatoires discretes sur (Q,7T,P). Si | X| < Y etsi Y est d’espérance finie, alors X est aussi d’espérance finie.

Démonstration : Soit Y une vad qui admet une espérance finie et Y (Q) = {y;} je;. La famille ( yiP (Y =y j))jel est sommable de somme E (V). On veut
montrer que la famille (x;P (X = x;));c; est sommable, c’est-a-dire que (|x;|P (X = x;)) ;e  est sommable.

On note X(Q) = {x;};es. Le probleme est que les événements (X = x;) et (Y = y;) ne sont pas liés. On ne peut que travailler sur les intersections.
Considérons les événements A; ; = ((X =x)Nn(Y = yj)).

— silxj|>yjalors A;j=¢,P (A,-j) =0etx;P (A,-j) =0<y;P (A,-j),

— silx;|<yj,alors |x;|P [Ai]-) <y;P (Al-]-).
Dans tous les cas, on a, pour tout (i, j) € I x J, 0 < |x;|P (A,-j] <y;P (A,-j).

On vérifie alors que la famille {y]-[F’ (Aij)}(i,j)elx] est sommable par sommation par paquets. Pour j € J fixé, la famille {yle’ [X =x;NnY = yj)}iel
est sommable de somme y;P (Y =y j) (la famille des (X = x;) est un systeme complet d’événements). La famille { y;iP (Y =y ])} i est sommable par
J

hypothese. La famille {xi[P’ (X =x;NnY=y j)}(. Selx) est donc sommable. En sommant par paquets d’abord par rapport a j, on obtient que la famille
i,j)elx

de terme
si= Y InlP (X =x;nY = y;) = 1xIP (X = x;)
jel

est sommable.
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IX. EXERCICES

VARIABLES ALEATOIRES, ESPERANCE, VARIANCE

Exercice 1 (CCP 95)

Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.

1. Unjoueur tire successivement, avec remise, cinq boules dans cette urne. Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 points et pour chaque
boule noire tirée, il perd 3 points. On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules blanches tirées. On note Y le nombre
de points obtenus par le joueur sur une partie.

(a) Déterminer laloi de X, son espérance et sa variance.
(b) Déterminer laloi de Y, son espérance et sa variance.
2. Dans cette question, on suppose que les cing tirages successifs se font sans remise.
(a) Déterminer laloide X.
(b) Déterminerlaloide Y.

Exercice 2

Une urne contient initialement 7 jetons blancs et un jeton noir. On tire avec remise un jeton de I'urne. Aprés chaque tirage, on rajoute un
jeton blanc. On note X le rang du tirage du premier jeton noir. Déterminer la loi de X et vérifier que c’est bien une variable aléatoire. Est-elle
d’espérance finie?

Exercice 3 (TPE MP)

Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2.
1. Trouver m € R minimisant x € R— E ((X - x)z).

2
2. Soit (a, b) € R2 avec a < b. On suppose que P (X € [a, b]) = 1. Montrer que V (X) < (b—Ta)_

Exercice 4 (CCP MP)

On lance une piéce une infinité de fois. On considere les événements P} : « obtenir pile au lancer k » et Fy, : « obtenir face au lancer k ».On note
p =P (P;) et g =P (Fy). Onnote L le nombre de termes de la premiére série de lancers identiques et Ly le nombre de termes de la seconde série
identique. Par exemple pour la suite PPFFFFPF... alors L1 =2 et Lp = 4.
1.
(a) Caractériser I'événement (L1 = k) et déterminer sa probabilité.
(b) Déterminer Gr, (1) (G, est la fonction génératrice de Ly). Déterminer E (Ly).
(c) Calculer P (L = ¢). Les deux variables L et Ly ont-elles la méme loi?
2. On se place maintenant dans le cas de n lancers.

(a) Calculer P (L; = n) puis PP (L = k).

n—-1

(b) Calculer Y kxkL
k=1

(c) Calculer E(Ly).

Exercice 5 (CCP MP)

On considére une urne contenant 7 jetons numérotés de 1 a n. On tire simultanément p jetons dans 'urne. On note X la variable aléatoire
donnant le plus grand numéro tiré et Y celle donnant le plus petit.
k! (n+ 1!

n
1. Montrer que Y G = CESTEETE

k=p

2. (a) Combien y-a-t-il de tirages possibles?

(b) En déduire que, pour tout k€ X(Q),P (X =k) = (n—p)ticp

auep ’ T T nlk-plk”
(c) Calculer I'espérance de X.

3. (@ DonnerlaloideY.

(b) Montrer que pE (Y) =E(X).
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Exercice 6
Soient A et B deux boites contenant respectivement deux jetons marqués 0 et deux jetons marqués 1. On extrait au hasard un jeton de A et un
jeton de B et on les échange. On répete cette opération. Pour n € N*, on note X, la somme des numéros contenus dans A apres n échanges.

1. Déterminer laloi de Xj.

2. Pour n € N*, déterminer X,,+1(Q) puis P (X;+1 = k) en fonction de P (X, = 1).
3. Déterminer la loi de Xj,.
4

. Déterminer E (X}).

Exercice 7

Deux variables aléatoires a valeurs dans N suivent une méme loi et sont indépendantes. On note U = min(X, Y) et V =max(X, Y).
1. Exprimer les lois de U et V en fonction des lois de X et Y.

2. Dans le cas ou X et Y suivent une loi géométrique de parametre p, calculer la loi de U et de V. Reconnaitre la loi de U et calculer leur
espérance.

Exercice 8

Une urne contient N boules numérotées de 1 a N. On tire n boules avec remise et on note X le plus grand des numeéros tirés. Déterminer la loi
E

de X, calculer son espérance et déterminer la limite de E\)]Q lorsque N — +oo.

Exercice 9

On consideére un tournoi de 7 participants (n = 2) ou1 le vainqueur est le joueur qui a obtenu le plus de points. On note X; la variable aléatoire
a valeurs dans N qui est égale au nombre de points obtenus par le joueur i a I'issue du jeu. On suppose que ces v.a. sont indépendantes et
identiquement distribuée de fonction de répartition F. On note Vj, I'événement : « il y a un unique vainqueur ».

+00
1. Montrer que P(Vy) =n Z P(Xy=kF(k- l)n_l.
k=1
2. On suppose que X; ne prend qu'un nombre fini de valeurs. Déterminer la limite de P(V};) lorsque n tend vers +oco. Commenter.

3. On suppose que X] suit la loi uniforme sur [0; m]. Déterminer la limite de P(V},) lorsque m tend vers +oco. Commenter.

Exercice 10

Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n. On tire successivement des jetons avec remise apres chaque tirage. On appelle X la variable
aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir pour la premiére fois deux numéros distincts. Déterminer la loi de X, son espérance
et sa variance.

Exercice 11

On lance une piéce équilibrée et on appelle X la variable aléatoire donnant le rang d’apparition de la premiere séquence « pile-face ». Déterminer
I'espérance de X.

Exercice 12 (CCP MP)

Chaque semaine on achete une boite de gateaux qui contient une piece d’'un puzzle. Le puzzle comporte au total N pieces et chaque piece est
équiprobable dans une boite. On note Y} la variable aléatoire qui désigne le nombre de semaines pour avoir une k-ieme nouvelle piece a partir
du moment ou1 on vient d’obtenir la k — 1-iéme.
1. Les Y} sont-ils mutuellement indépendants? Quelle est la loi de Y7 ?
2. Donner laloi de Y}, son espérance et sa variance.
3. Onintroduit X la variable aléatoire comptant le nombre total de semaine nécessaire pour compléter le puzzle.
o1
(a) Exprimer X al'aide des Y} puis exprimer son espérance en fonction de H, = ) T
k=1
(b) En utilisant une comparaison série-intégrale, donner un équivalent de Hj,.
(c¢) En déduire un équivalent de E (X).
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Exercice 13
On lance N dés. A chaque tour, on relance ceux qui n’ont pas donné 6 lors des tours précédents. Soit S, la variable aléatoire donnant le nombre
total de dés ayant donné 6 au cours des n premiers tours.
1. Montrer que S suit une loi binomiale dont on donnera les parameétres.
+ — —
2. Montrer que P T (Sn = N)=1
3. Onpose Ty =inf{neN*,S, = N} e N* U {+o0}.
(a) Donner laloide Ty.
(b) Montrer que Ty admet une espérance et la calculer.

Exercice 14 (Mines MP)

Une urne contient b boules blanches et a boules argentées, indiscernables au toucher. On tire les boules, une et a une et sans remise, et on note
X la variable aléatoire correspondant au nombre de tirages nécessaires pour tirer toutes les boules blanches.

. 2 q k q+ 1
1. Soit (p, q) € N“ avec p < g. Montrer que Z = .
k:p p p +1
2. Ftablir la loi de X.
3. Donner l'espérance et la variance de X.

Exercice 15 (Centrale MP)

1. Montrer que X3 — X2 - X—1=(X—-a)(X-b)(X - D) avec a€]l,2[, be C\Ret |b| < 1.
On lance une infinité de fois une piéce équilibrée. On note p;, la probabilité pour que la séquence PPP apparaisse pour la premiére fois
au n-iéme lancer. Exprimer p;,+3 en fonction de py, pn+1, Pn+2

3. Donner une expression et un équivalent de p,.

COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES

Exercice 16 (CCP 98)

Une secrétaire effectue n appels téléphoniques vers n correspondants distincts. On admet que les n appels constituent n expériences indépen-
dantes et que pour chaque appel, la probabilité d’obtenir le correspondant demandé est p(p €10, 1]). Soit X la variable aléatoire représentant le
nombre de correspondants obtenus.

1. Donner la loi de X. Justifier.

2. Lasecrétaire rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des n — X correspondants qu’elle n'a pas pu joindre au cours
de la premiere série d’appels. On note Y la variable aléatoire représentant le nombre de personnes jointes au cours de la seconde série
d’appels.

(a) Soiti € [0, n]. Déterminer, pour k€N, P(Y = k|X = i).
(b) Prouver que Z = X + Y suit une loi binomiale dont on déterminera le parametre.

(c) Déterminer I'espérance et la variance de Z.

Exercice 17 (CCINP MP)

1. Soient X une variable aléatoire a valeurs dans N, p € R} . On suppose que, pour tout n € N*,P (X = n) = E[P’ (X = n—-1). Déterminer la loi
n

de X.
2. Soient Xj et X» deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois de Poisson de parametres respectifs 1 et A5.

1
(@ Calculer[E(m).
(b) Donner laloide X; + X».
(c) Déterminer laloi de X7 sachant X7 + X» = n. Préciser I'espérance et la variance.

3. Soient X1, X», X3 des variables aléatoires indépendantes suivant les lois de Poisson de parametres respectifs 11,12,13. On pose U =
X1+ Xo et V = X5 + X3. Déterminer le coefficient de corrélation linéaire de (U, V) : p(U,V) = %
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Exercice 18

Soient n € N, X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans {1,2,...,n + 1} telles que pour tout i,j € [1;n+1], P(X: i,Y:j) =ajj =

A(‘n )(n )oil]t>0.
i—-1J{j-1

1. Montrer que A = 4Ln

. Déterminer les loisde X et Y.
. Les variables sont-elles indépendantes?
. Trouver, al'aide de X — 1 'espérance et la variance de X.

. Onnote B = (bij)(i,j)eﬂl;nﬂ]}? € Mp+1(R) avec b;j =P (X =j,Y =1). Calculer B2

D s W N

. Déterminer les valeurs propres de B. La matrice B est-elle diagonalisable ? Déterminer la dimension des sous-espaces propres.

Exercice 19

Le nombre de personnes se présentant a un bureau de poste suit une loi de Poisson de parametre A. Une personne vient au bureau pour un envoi
avec une probabilité p ou pour une autre opération avec une probabilité g = 1 — p. Chaque personne n’effectue qu'une seule opération et cela
indépendamment les unes des autres. On note X le nombre de personnes qui viennent pour effectuer un envoi et Y le nombre de personnes qui
viennent pour autre chose.

1. Déterminer la loi de X, son espérance et variance.
2. Montrer que X et Y sont indépendantes.

3. Calculer Cov(X,N) et px, N.

Exercice 20

Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de parametre p €]0, 1].
1. Déterminer la loi de min(X, Y).

2. Montrer que min(X, Y) et X — Y sont indépendantes.

Exercice 21 (CCP MP)

On définit 'univers Q par 'ensemble des permutations de {1,..., n} (ou n € N*), chaque permutation étant équiprobable. Soit o un élément de
Q, on définit la variable aléatoire X} par Xj. (o) =1 si o(k) = k (k est un point fixe) et 0 sinon. On note N le nombre de points fixes de o.

1. Que dire de X} ? Calculer son espérance et sa variance.
2. Calculer Cov(Xj, Xj).

3. Exprimer N en fonction des Xj.

4. En déduire E (N), V() et commenter.

Exercice 22

On consideére une suite de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes N, Xj,..., Xk, ... définies sur un méme espace probabilisé
(Q, <, P).
On suppose que N est une variables aléatoires réelles a valeurs dans N* possédant un moment d’ordre 2 et que les variables aléatoires X; (pour
N
i € N*) suivent laméme loi que X ol X est une variable aléatoire a valeurs dans N possédant un moment d’ordre 2. On note Y = Z X; c’est-a-dire
i=1
N(w)
Voew Y = ) X;w).
i=1
. Déterminer I'espérance E(Y) en fonction de E(X) et E(N).
. Déterminer E(Y?) en fonction de E(X), V(X), E(N) et E(N?).

. En déduire V(Y) en fonction des espérances et variances de X et N.

=W N =

. Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n et on dispose d'une piéce de monnaie qui donne le coté pile avec une probabilité p.
Un joueur tire un jeton dans I'urne et lance la piece la nombre de fois indiqué sur le jeton. Calculer la moyenne et la variance de la v.a.
comptabilisant le nombre de pile obtenu.
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SERIES GENERATRICES

Exercice 23

On effectue des lancers d'une piece équilibrée et on s’arréte a 'apparition de deux piles successifs. On note X le nombre de lancers jusqu'a
larrét.
1. On note a; le nombre de 7 tirages n’ayant jamais deux piles consécutifs et se terminant par face, et by le nombre de 7 tirages n’ayant
jamais deux piles consécutifs et se terminant par pile. Calculer a;, et en déduire la loi de X.

+00
2. On définit les nombres de Fibonacci par Fg = F] =1, et pour n = 2, F;, = F;_1 + F;;— et la série entiere f(x) = Z Fpx". Déterminer le

n=0
+00
rayon de convergence de cette série entiere et calculer f(x). En déduire la valeur de Z P (X = n) et calculer 'espérance de X.
n=2

Exercice 24

a \n
Soit k > 0 et a € R. On considére une variable aléatoire X telle que X(Q) =NetP (X =n)=k (?)
a

1. Déterminer les réels k et a pour lesquels X est une variable aléatoire.

n
2. On considére n variables indépendantes X; de méme loi que X et S = Z X}.. Déterminer la fonction génératrice de S et en déduire son
k=1
espérance et sa variance.

3. Onpose Y = X + 1. Déterminer la loi de Y et retrouver I'espérance et la variance de X et de S.

Exercice 25 (Centrale M)

Soit X une variable aléatoire a valeurs réelles. On suppose que X (Q) = {xy, n € N}.
+oo |
Soitpx:t— Y. e'nP (X =xp)
n=0
1. Montrer que ¢ x est définie et continue sur R.
2. On suppose que X suit la loi de Poisson de parameétre A > 0. Exprimer ¢ x ().

3. On suppose que X posséde un moment d’ordre 2. Montrer que ¢ x est de classe 42. Exprimer E (X) et V(X) a 'aide de ¢ x.

APPROXIMATION

Exercice 26 (CCP 99)

1. Rappeler I'inégalité de Bienaymé Tchebychev.

2. Soit (Yy) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi et admettant un moment d’ordre 2. On pose Sy =
V(1)

naz

n S

Y Y. Prouver que : Va € 10, +oo[,P ( L —E(T)

k=1 n

3. Application : on effectue des tirages successifs, avec remise, d’'une boule dans une urne contenant 2 boules rouges et 3 boules noires. A
partir de quel nombre de tirages peut-on garantir a plus de 95% que la proportion de boules rouges obtenues restera comprise entre 0,35
et0,45?

Indication : Considérer la suite (Y;) de variables aléatoires de Bernoulli ot Y; mesure I'issue du jieme tirage.

>a <

Exercice 27
1. Soit X une variable aléatoire réelle bornée. Montrer que, pour d € R,

E etX]

etd

P (X =d) < inf
>0

2. Soit p €]0,1[ et X une variable aléatoire suivant une loi binomiale B(n, p). Que donne 'inégalité précédente pour X, etd = an?
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Exercice 28

1. Soit Y une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q,.«7,P) telle que Y (Q2) = N*. On suppose que Y admet une espérance.
Montrer que

+00
EY)=) P(Y=k).
k=1

n
2. Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q2,.«7,P) telle que X (Q) = N*. On note S;, = Z P (X < k).
k=1
(a) Déterminer un équivalent simple u; de Sy lorsque n tend vers +oo, puis de Sy, — uy,.

(b) On suppose que E(X?) existe. Montrer que Sy =n—-EX)+0 [%)

Exercice 29

La fonction de répartition d'une variable aléatoire réelle X est Fx : t — P(X < ).

1. Montrer que, pour une variable aléatoire X, Fx est croissante de limite 1 en +oo.

Soient E un ensemble dénombrable de R, (X;;) une suite de variables aléatoires a valeurs dans E et X une variable a valeurs dans E. On
suppose que, pour tout x € E, liril P(Xp=x)=P(X=x).
n—+00

2. Montrerque Y P (Xp=x)-P(X=x)—0.
x€E
Indication : pour € > 0 fixé, considérer une partie finie I c E telleque P(X € ) > 1 —¢.

3. Montrer que (F, Xn) converge uniformément vers Fy.

Exercice 30 e

1. Démontrer I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff.

2. Soit (up) nen Une suite a valeurs positives sous-additive, c’est-a-dire telle que, pour tous n,€ N, Uy m < Up + Up,.
Montrer que la suite (u,/ 1) ,>1 converge vers le réel L = inf{uy/k, k e N*}.

3. Soit (X)) ,en+ une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées et, pour n dans N*,S;; = X1+ -+ + X,. Soit a

un réel strictement positif tel que P (X] = a) > 0. Montrer que la suite (% In(P (S, = na))] N est convergente.

ne

DIVERS

Exercice 31 (Centrale MP)

On pose, pour x € R, y(x) = —L_¢=*12 ot on admet que f y=1
van R
1. Montrer que I'intégrale est bien définie.

1
Soit (Xg) x> oune suite de variables aléatoires indépendantes avec P (X; =1) =P (X; = -1) = 5+ On pose, pour n € N*, Sy = % X

n

w
=

2. Soit P = XP avec p entier impair. Montrer que E (P (Sy)) = f P(t)y(n)dt=0.
R

3. Soit Q € R[X]. Montrer que E(Q(Sy)) n:mfR Qy.
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Exercice 32 (Centrale MP)

n
Soit (X)) n>1 une suite de variables aléatoires discretes indépendantes, centrées et ayant un moment d’ordre 2. Soit, pour n € N*, Sy, = Z X;.
i=1

+o00
On suppose que »_ E (Xlz) =g2.
i=1
o2 o2
1. Montrer que P (|Sy| > a) < —- On souhaite montrer que P (sup |Spl > a) <.
a n=1 a

v-1
M (I1Sk! sa])n(lsyl > a).
k=1

2. Soient n € N* et pour v € [1;n], Ty I'indicatrice de A, =

n
(2) Montrer que Y_ T; estl'indicatrice de (il existe k € [1; 1], |Sg| > a).
i=1

n
(b) Montrer que Y [E(T,' S%l] <o?
i=1

(c) Montrer que, pour tout k € [1; 7], E (Tksi] <E(TyS%).
2
o
3. Montrer que, si B estl'événement (3k € [1;n],|Sg| > a), P (B) < — - Conclure.
@

Exercice 33 (Mines MP)

Soit (X;) pen+ une suite ii.d. de variables aléatoires réelles ayant un moment d’ordre 4. On pose m = E(X1), Vo = E((X] — [E(Xl))z] et Vy =
E((X1 —EX1)?).
. )

n,VoetVy (ete).

n
Soit € > 0. Pour 7 > 0, on note A% I'événement ( % Y Xi-m
i=1
1. Donner une majoration de P (A%) a 'aide de
2. En déduire que la série de terme général P (A5;) converge.

+00 +00

N U A5

p=1n=p

3. Montrer que P =0.

Exercice 34 (Mines MP)

Soient p €]0,1], (Xk)k = 1 une suite de variables aléatoires de Bernoulli de parametre p indépendantes. On pose L) =
max{k € N*; Xj = Xp =--- = X;} si cet ensemble est fini, +oo sinon.

1. Montrer que L1 est presque stirement fini, donner sa loi, son espérance et sa variance.
2. SiLy < +o0, s0it Lp = max{é € N*;XLIH =Xp+2="=X, M} si cet ensemble est fini, +o0o sinon. Montrer que L est presque surement
fini, donner sa loi, son espérance et sa variance.
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