- REVISIONS : CONVEXITE

I. BARYCENTRES

Définition 85 (fonction de Leibniz, barycentre)

p . p .
Si {(Air“i)}ie[[1~p]] est un ensemble de points pondérés, on note f(M) = Z a;AiMetm= Z m;. On a pour tout O, M, f(M) = f(O) + mOM,
i=1 i=1
d’olt
— si m =0, alors f est un vecteur constant,
— sim #0, alors f est bijective et

P, _
« il existe un unique point G tel que f(G) = Z a;A;G=0,
i=1
P, —
* pourtout M, Y a;A;M=mGM.

i=1
Lorsque m # 0, on note G = bar ((A;,a;),i € [1;p])

Propriété 145 (barycentres)

Soit {(Ai’ai)}ie[[l;p
— homogénéité : pour tout k € R, bar ((4;,a;),i € [1;p]) =bar((4;, ka;),i € [1;p]).
k

1 de masse totale non nulle

p
— associativité : bar ((4;,a;)) = bar (G1,m1),(G2, mp)) si my = Y_a; et mp = Y a; sont non nuls, Gy = bar((4;,a;),i € [1;k]), G2 =
i=1 i=k+1
bar ((A;,«;),i € [k+1;p]). On peut généraliser en remplacant n'importe quel paquet de points de masse totale non nulle par le bary-
centre avec sa masse.
— soit A, B deux points.
o AA+uB A, ueRA+pu#0}={1A+(1-21)B, A €R} estla droite (AB),
o AA+uB, A, u=0,1+pu#0={AA+(1-A)B,A€[0,1]} estle segment [AB].

Exercice 1

Soient a, b et c trois réels distincts. Exprimer b comme barycentre de a et c.

II. PARTIES CONVEXES

Définition 86 (partie convexe d'unlK-ev E)

On dit que A c E est convexelorsque, pour tout x,y€ Aet1€[0,1], Ax+(1-A)y€ A.

Propriété 146 (convexité)

p
— Si A est convexe, pour tout {(A;,a;){:-.,1 avec A; € A, a; =0, a; >0, le barycentre bar ((A;,a;),i € [[1; est toujours dans A,
p DEfie[1;p] i i i Yy ir&j P J
i=1

— une intersection de convexes est convexe,

n n
— onappelle combinaison linéaire convexe d’éléments de A tout vecteur x qui s’écrit x = Z Aja;aveca; € A,Al;j =0et Z A; =1 (barycentre
i=1 i=1
des (a;, A;). Un convexe est stable par combinaisons linéaires convexes.

Exercice 2

Montrer que la boule unité fermée de R? (B = {(x, y) € R, x2 + y2 < 1}) est convexe. Idem avec la boule unité ouverte (B = {(x, y) € R2, x>+ y2 < 1})
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III. FONCTIONS CONVEXES

Définition 87 (fonction convexe)

La fonction f est convexe sur I lorsque, pour tout x,y € I et A € [0,1],

fAx+A-Dy) <Af@)+A-DfX).

Remarque: Soit f : I — R ot I est un intervalle. On note Epi(f) = {(x,) € R?, x € I etf(x) < y} I'épigraphe de f.

Exercice 3

Soit f: I — R ol1 I est un intervalle. Montrer que f est une fonction convexe si et seulement si Epi(f) est une partie convexe.

Propriété 147 (caractérisation des fonctions convexes)

On al’équivalence
— f estconvexe sur I,

— six<y<gz, f(y))/:ﬁ(x) < f(z;:g:(x) < f(Z;:gj(y) (formule des 3 pentes: D <@ < ),
fw - fla)
u—a

— pourtoutacl, u— est croissante sur I\{a}.

f(z)—f(x)

£i(x)

y=f(a)+(x-a)f (a)

Exercice 4

Soit f: I — R convexe. Soient a < b dans I. On note (D) la droite passant par les points A(a, f(a)) et B(b, f(b)). Montrer que le graphe de f est
sous la droite (D) entre A et B et au dessus en dehors.

Propriété 148

Si f est convexe sur I,

p p P
- f(z a,-xl-) <Y a;f(xp)aveca; 20, a;=letx; €l

i=1 i=1 i=1
— f admet une dérivée 2 droite et 2 gauche en tout point a de I et fgl@<fia),
— f est continue sur ,

. ¥ -fx)
— six<y, fé(x) < % sfg’(y),
— fg et f} sont croissantes sur /,

— si f est dérivable en a, alors, pour tout x € I, f(x) = f(a) + (x — a) f'(a) (courbe au dessus de ses tangentes).

Propriété 149 (autres caractérisations)

— Si f est continue sur I et dérivable sur I, alors f est convexe sur I si et seulement si f’ est croissante sur I.
— Si f estde classe € sur I, alors f est convexe si et seulement si f = 0.
— Soit I un intervallede Ret f: I — R.
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Propriété 150 (Inégalités de convexité)

— position par rapport a la tangente :
VxeRe*=1+x , Vx>-1,Inl+x)<x

— position par rapport a une corde :

T 2
Vxel0,=],sinx= —x
2 T

— avec n valeurs :
. X1+...+Xxp n L .
Sixy,...,xp>0,— = Vx1...xp (concavité du logarithme)
n

définition de la convexité f (/lx +(1-1) y) < Af(x)+(1—-A) f(y), interprétations géométriques
position par rapport a la tangente lorsque la fonction est dérivable en un point,

inégalité des trois pentes (simplement avec f convexe, sans autre hypothese de régularité),
régularité et caractérisation avec f” lorsque f est €.

inégalités de convexité

Ll

Exercice 5

Soit f:R — R convexe. On suppose que f est bornée sur R. Montrer que f est constante.

Exercice 6
. . . ces n X1+...+Xp
Soient x1,..., X, des réels strictement positifs. Montrer que T T < 7 .
— ..+ —
X1 Xn
Exercice 7

Soient f et g deux fonctions convexes sur I. Montrer que sup(f, g) est convexe sur I. Que peut-on dire de inf(f, g) ?

IV. EXERCICES

Exercice 8

Montrer qu’'une fonction a la fois convexe et concave sur un intervalle I de R est affine.

Exercice 9

1. Montrer que la fonction f: x— In(1 + e*) est convexe sur R.

2. Soient x1,..., X, des réels strictement positifs. Monter que
n 1/n n 1/n
1+ [Tx| <|[Ta+xp| .
i=1 i=1
3. Soient ay, ..., ay, by,..., by des réels strictement positifs. Montrer que

n 1/n n 1/n n 1/n
(l_[(li) +(Hbi) $(H(ai+bi)) .
i=1 i=1

i=1

Exercice 10

Soit f € €%((a, b],R) avec f(a) = f(b) =0 (a < b) et | f| < M. Montrer que, pour tout x € [a, b], | f(x)| < M(x — a)(b— x).

Exercice 11

Soit a > 0. Dans le plan affine euclidien, on considere deux points A, B avec a = AB. Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que
2M A? +3MB? = 24? (on pourra décomposer les distances en passant par un barycentre bien choisi).
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Exercice 12

Soit f : R — R convexe.

1. On suppose que xliIJlrl f(x) =0. Montrer que f =0.
— 100

2. On suppose que la courbe représentative de f admet une asymptote en +oco. Montrer que la courbe est au dessus de I'asymptote.

Exercice 13

1. Soit f une fonction convexe croissante sur R et g une fonction convexe sur I (a valeurs dans R). Montrer que f o g est convexe.

2. Soit f: R — R}. Montrer que In f est convexe (on dit que f est logarithmiquement convexe) si et seulement si, pour tout a > 0, f¢ est
convexe.
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