
Révisions pour l’oral Exercices divers CCINP

Exercice 1 (CCINPMP/MPI 2024)
Soient un𝕂-espace vectoriel de dimension quelconque, 𝑢 ∈L (𝐸) et 𝑝 un projecteur.

a) Montrer que 𝐸 = ker(𝑝)⊕ Im (𝑝) à l’aide du lemme des noyaux.
b) Montrer l’équivalence suivante :

i) 𝑢∘𝑝 = 𝑝∘𝑢,
ii) ker(𝑝) et Im (𝑝) sont stables par 𝑢.

c) Quel lien existe-t-il entre rg (𝑝) et tr(𝑝)?
d) Tout endomorphisme 𝑓 vérifiant 𝐸 = ker(𝑓)⊕ Im (𝑓) est-il nécessairement un projecteur?

Exercice 2 (CCINPMP 2022)
Soit 𝑎 ∈ ℝ. Pour tout 𝑖 ∈ J0;𝑛K, on note 𝑃𝑖 = (𝑋 −𝑎)𝑖.

a) Montrer que (𝑃0,…,𝑃𝑛) est une base de ℝ𝑛[𝑋].
b) Soit 𝑓 ∶ 𝑃 ∈ ℝ𝑛[𝑋] ↦ (𝑋 −𝑎)(𝑃 ′(𝑋)−𝑃 ′(𝑎))−2(𝑃(𝑋)−𝑃(𝑎)). Montrer que 𝑓 est un endomorphisme. Trouver son noyau

et son image.

Exercice 3 (CCPMP 2013)
Soient 𝑢 et 𝑣 deux endomorphismes d’un espace vectoriel réel de dimension finie.

a) Montrer que rg (𝑢+𝑣) ⩽ rg 𝑢+ rg 𝑣.
b) Exprimer rg (𝑢𝑣) en fonction de rg 𝑣 et la dimension de ker𝑢∩ Im 𝑣.

Exercice 4 (CCINPMP/MPI 2024)
Soient 𝐸 un espace vectoriel de dimension 3 et 𝑓 ∈L (𝐸) non nul tel que 𝑓2 = 0.

a) Déterminer le polynôme caractéristique, le polynôme minimal et le rang de 𝑓.

b) Montrer qu’il existe une base de 𝐸 dans laquelle la matrice de 𝑓 est ⎛⎜
⎝

0 0 1
0 0 0
0 0 0

⎞⎟
⎠
.

c) Montrer que si deux matrices non nulles𝑀1 et𝑀2 de M3(ℝ) vérifient𝑀2
1 =𝑀2

2 = 0, alors elles sont semblables.
d) Montrer que deux matrices carrées quelconques mais semblables ont le même rang.
e) Deux matrices non nulles𝑀1 et𝑀2 de M4(ℝ) vérifiant𝑀2

1 =𝑀2
2 = 0 sont-elles nécessairement semblables?

Exercice 5 (CCINPMP 2021)

Soit (𝐸,‖⋅‖)un espace vectoriel normé. Soit𝑢 ∈L (𝐸) tel que, pour tout𝑥 ∈ 𝐸, ‖𝑢(𝑥)‖ ⩽ ‖𝑥‖. Onpose, pour𝑛 ∈ℕ∗,𝑣𝑛 = 1𝑛
𝑛−1

𝑘=0

𝑢𝑘.

a) Soit 𝑥 ∈ ker(𝑢− id). Déterminer la limite de (𝑣𝑛(𝑥)).
b) Soit 𝑥 ∈ Im (ker−id). Déterminer la limite de (𝑣𝑛(𝑥)).
c) Montrer que ker(𝑢− id)⊕ Im (𝑢− id) = 𝐸.
d) Montrer que (𝑣𝑛) converge vers le projecteur sur Im (𝑢− id) parallèlement à ker(𝑢− id).

Exercice 6 (CCINPMP/MPI 2024)
Soient 𝐴,𝐵 ∈M𝑛(ℂ) etΦ ∶𝑀 ∈M𝑛(ℂ)↦𝐴𝑀 +𝑀𝐵.

a) Soit𝑁 ∈M𝑛(ℂ). Montrer que Sp𝑁 = Sp𝑁𝑇 .
b) Soient𝑈,𝑉 ∈ ⒧M𝑛,1(ℂ)\{0}⒭2. Montrer que :𝑈𝑉𝑇 ≠ 0.
c) Montrer queΦ est un endomorphisme de M𝑛(ℂ) et que, pour tous (𝛼,𝛽) ∈ Sp𝐴×Sp𝐵, 𝛼+𝛽 ∈ SpΦ.
d) Soient 𝜆 ∈ SpΦ et𝑀 un vecteur propre associé.

i) Montrer que : ∀𝑃 ∈ ℂ[𝑋],𝑃(𝐴)𝑀 =𝑀𝑃 (𝜆𝐼𝑛−𝐵).
ii) Montrer qu’il existe (𝛼,𝛽) ∈ Sp𝐴×Sp𝐵 tel que : 𝜆 =𝛼+𝛽.
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Exercice 7 (CCPMP 2015)
Soit 𝐸 un ℝ-espace vectoriel de dimension 3 et 𝑓 ∈L (𝐸) non nul tel que 𝑓3+𝑓 = 0.

a) Soit 𝑥 ∈ 𝐸. Démontrer que si 𝑥 = 𝑦+𝑧 avec 𝑦 ∈ ker𝑓 et 𝑧 ∈ ker(𝑓2+ Id) alors 𝑦 = 𝑥+𝑓(𝑥) et 𝑧 = −𝑓2(𝑥).
b) Montrer que 𝐸 = ker𝑓⊕ker(𝑓2+ Id).
c) Prouver que dimker(𝑓2+ Id) ⩾ 1. Montrer que si 𝑥 ∈ ker(𝑓2+ Id)\{0}, alors (𝑥,𝑓(𝑥)) est une famille libre de ker(𝑓2+ Id).
d) Que vaut det(−Id)? En déduire que dimker(𝑓2+ Id) = 2.

e) Déterminer une base de 𝐸 dans laquelle la matrice de 𝑓 est ⎛⎜
⎝

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

⎞⎟
⎠
.

Exercice 8 (CCINPMP 2022)
Soient𝑈,𝑉 ∈M𝑛,1(ℂ). On pose 𝐴 =𝑈𝑉𝑇 et 𝑎 = tr(𝐴).

a) Que vaut le rang de 𝐴 ?
b) Calculer𝑉𝑇𝑈 et 𝐴2.
c) La matrice 𝐴 est-elle diagonalisable?
d) On suppose 𝑎 ≠ 0. Déterminer les sous-espaces propres de 𝐴.

Exercice 9 (CCPMP 2018)

a) Soit 𝐴 = ⒧−1 −4
1 3 ⒭. Montrer que 𝐴 n’est pas diagonalisable.

b) On note 𝑓 l’endomorphisme de ℝ2 canoniquement associé à 𝐴. Trouver une base (𝑣1,𝑣2) dans laquelle la matrice de 𝑓 est

de la forme ⒧𝑎 𝑏
0 𝑐⒭ (𝑎,𝑏 et 𝑐 à déterminer).

c) En déduire les solution du système  𝑥′ = −𝑥−4𝑦
𝑦′ = 𝑥+3𝑦

Exercice 10 (CCINPMP/MPI 2023)

Soient 𝐴 =
⎛⎜⎜
⎝

1 2 3
1 0 1
1 1 1
3 2 1

⎞⎟⎟
⎠

et 𝐵 =
⎛⎜⎜
⎝

1
2
3
4

⎞⎟⎟
⎠
.

a) Quel est le rang de 𝐴 ? Donner une base de l’image de 𝐴.
b) Donner une équation de l’image de 𝐴. Le vecteur 𝐵 appartient-il à l’image de 𝐴 ?

Exercice 11 (CCINPMP/MPI 2024)
a) Rappeler l’expression du projeté orthogonal d’un vecteur sur un sous-espace vectoriel 𝐹 d’un espace euclidien 𝐸, lorsque

l’on dispose d’une base orthonormée de 𝐹.
b) Onmunitℝ3 de sa structure euclidiennecanonique.Donner lamatricedans labase canoniquede laprojectionorthogonale

sur la droite d’équation 6𝑥 = 4𝑦 = 𝑧.
Exercice 12 (CCINPMP/MPI 2023)

Soient 𝑎,𝑏 ∈ ℝ distincts, 𝑛 ∈ℕ et 𝑢 ∶ 𝑃 ∈ ℂ𝑛[𝑋]↦ (𝑋 −𝑎)(𝑋 −𝑏)𝑃 ′−𝑛𝑋𝑃.
a) Montrer que 𝑢 ∈L (ℂ𝑛[𝑋]).
b) Pour 𝑃 ∈ ℂ𝑛[𝑋], donner la décomposition en éléments simples de 𝑃 ′/𝑃.
c) Montrer que 𝑢 est diagonalisable et donner ses vecteurs propres.

Exercice 13 (CCINPMP/MPI 2023)
Soit 𝐴 ∈M𝑛(ℂ) vérifiant 𝐴2+𝐴𝑇 = 𝐼𝑛.

a) Justifier que, pour tout𝑀 ∈M𝑛(ℂ),Sp𝑀 = Sp𝑀𝑇 .
b) Montrer que 𝐴 est inversible si et seulement si 1 ∉ Sp𝐴.
c) Montrer que le polynôme 𝑋4−2𝑋2+𝑋 est annulateur de 𝐴. La matrice 𝐴 est-elle diagonalisable
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Exercice 14 (CCPMP 2019)
Soit 𝐸 =C 0([0;1],ℝ) et 𝑓 ∈ 𝐸 Soit

𝑔 ∶ 𝑥 ↦
1

0
inf(𝑥,𝑡)𝑓(𝑡)d𝑡

définie sur [0;1].
a) Montrer que 𝑔 est continue.
b) Soit 𝑥 ∈ [0;1]. Tracer 𝑡 ↦ inf(𝑥,𝑡) sur [0;1] pour déduire une nouvelle expression de 𝑔.
c) Montrer que 𝑔 est C 2. Exprimer 𝑔′(𝑥) et 𝑔″(𝑥)∀𝑥 ∈ [0;1]. On pose :

𝑢 ∶ 𝑓 ↦ ⒧𝑥↦
1

0
inf(𝑥,𝑡)𝑓(𝑡)d𝑡⒭

définie de 𝐸 dans 𝐸.
d)

i) Montrer que u est linéaire.
ii) Montrer que u est injective.
iii) Est-elle surjective?

e) Donner les vecteurs propres et valeurs propres de u.

Exercice 15 (CCPMP 2018)

On considère 𝐴 = ⒧ 0 𝐼𝑛
−𝐼𝑛 0 ⒭.

a) Déterminer les valeurs propres de 𝐴 : en se ramenant à la définition de valeur propre et de vecteur propre; en utilisant le
polynôme caractéristique; en utilisant le polynôme minimal.

b) La matrice 𝐴 est-elle trigonalisable dans𝑀2𝑛(ℝ)?
c) Lamatrice𝐴 est-elle diagonalisabledans𝑀2𝑛(ℂ)? Si oui, exprimerunematricedepassage𝑃 telle que𝑃−1𝐴𝑃 soit diagonale.

Exercice 16 (CCPMP 2016)

Soit 𝐸 =C 2([0,1],ℝ). Pour 𝑓,𝑔 ∈ 𝐸, on pose ⟨𝑓,𝑔⟩ =
1

0
𝑓𝑔+𝑓′𝑔′.

a) Montrer que cela définit un produit scalaire sur 𝐸.
b) On note 𝑈 l’ensemble des fonctions 𝑓 ∈ 𝐸 telles que 𝑓(0) = 𝑓(1) = 0 et 𝑉 l’ensemble des fonctions 𝑓 ∈ 𝐸 telles que 𝑓″ =

𝑓. Montrer que 𝑈 et 𝑉 sont deux sous-espaces vectoriels de 𝐸, orthogonaux pour le produit scalaire précédent. A-t-on
𝑈 ⊕𝑉 =𝐸 ?

Exercice 17 (CCPMP 2019)

a) Soit𝐸 l’espace des fonctions continues de [−1,1] dans ℝ. Montrer qu’en posant, pour (𝑓,𝑔) ∈ 𝐸2, ⟨𝑓,𝑔⟩ =
1

−1
𝑓𝑔, on définit

un produit scalaire sur 𝐸.

b) Déterminer inf
1

−1
⒧𝑒𝑡 −𝑎𝑡−𝑏⒭2d𝑡; (𝑎,𝑏) ∈ ℝ2.

Exercice 18 (CCINPMP 2022)
Pour 𝐴,𝐵 ∈M𝑛(ℝ), on pose ⟨𝐴,𝐵⟩ = tr ⒧𝐴𝑇𝐵⒭.

a) Montrer que l’on définit là un produit scalaire de M𝑛(ℝ).
b) Trouver une base orthonormée pour ce produit scalaire.
c) Montrer que, pour tout 𝐴 ∈M𝑛(ℝ), |tr(𝐴)| ⩽√𝑛‖𝐴‖.
d) Soient𝑀 ∈M𝑛(ℝ) et 𝐺 =ℝ𝐼𝑛. Déterminer 𝐺⟂ et d ⒧𝑀,𝐺⟂⒭.
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Exercice 19 (CCINPMP 2021)
Soient (𝐸,⟨ , ⟩), un espace euclidien et 𝑓 ∈L (𝐸) antisymétrique c’est-à-dire tel que, pour tous 𝑥,𝑦 ∈ 𝐸,⟨𝑓(𝑥),𝑦⟩ = −⟨𝑥,𝑓(𝑦)⟩.

a) Montrer que, pour tout 𝑥 ∈ 𝐸,⟨𝑓(𝑥),𝑥⟩ = 0 et 𝑓2(𝑥),𝑥 ⩽ 0.
b) Soit 𝑒 une base orthonormée de 𝐸. Que peut-on dire de la matrice 𝐴 de 𝑓 dans 𝑒 ?
c) En calculant det ⒧𝐴𝑇⒭, montrer que si 𝑓 est inversible alors la dimension de 𝐸 est paire.
d) Montrer que 𝑓2 est diagonalisable et que son spectre est inclus dans ℝ−.

Exercice 20 (CCPMP 2019)
Soient 𝑛 ∈ℕ∗,𝑚∈ℕ∗, 𝐴 ∈ 𝑆𝑛(ℝ) à valeurs propres dans ℝ+∗ et 𝐵 ∈M𝑛,𝑚(ℝ) de rang𝑚.

a) Si 𝑋 ∈M𝑛,1(ℝ)\{0}, montrer que 𝑡𝑋𝐴𝑋 > 0
b) Montrer que 𝑛 ⩾𝑚.

c) Montrer que 𝐶 = ⒧ 𝐴 𝐵
𝐵𝑇 0⒭ est inversible.

Exercice 21 (CCINPMP 2022)
Soient (𝐸,‖‖) un espace normé, 𝐹 un sous-espace vectoriel de 𝐸.

a) Montrer que 𝐹 est un sous-espace vectoriel de 𝐸.
b) On suppose qu’il existe 𝑟 > 0 et 𝑥0 ∈ 𝐸 tels que 𝐵𝑜 (𝑥0, 𝑟) ⊂ 𝐹. Montrer que, pour tout 𝑦 ∈ 𝐸, il existe 𝛼,𝛽 ∈ ℝ∗ tels que

𝛼𝑥0+𝛽𝑦 ∈ 𝐵𝑜 (𝑥0, 𝑟). En déduire que 𝐹 = 𝐸.
c) On suppose ici que 𝐸 =M𝑛(𝕂). On note N l’ensemble des matrices nilpotentes de M𝑛(𝕂). Montrer que N est fermé et

d’intérieur vide. Montrer que Vect N est d’intérieur vide.
Indication : Trouver une contradiction en considérant 𝐼𝑛.

Exercice 22 (CCPMP 2019)

a) Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, il existe un unique 𝑢𝑛 ∈]0,1] tel que 
1

𝑢𝑛

𝑒𝑡
𝑡 d𝑡 = 𝑛. On pourra considérer la fonction 𝑥 ↦


1

𝑥

𝑒𝑡
𝑡 d𝑡.

b) Étudier la monotonie de (𝑢𝑛) et sa limite.
c) On pose 𝑣𝑛 =𝑛+ ln(𝑢𝑛). Montrer que (𝑣𝑛) converge et exprimer sa limite sous forme d’intégrale.
d) Quelle est la nature de la série𝑢𝑛 ?

Exercice 23 (CCINPMP/MPI 2024)

a) Soient 𝑎,𝑏 > 0. Calculer
𝑏

𝑎

d𝑡
𝑡3/2+𝑡1/2

. On effectuera le changement de variable 𝑢 =√𝑡.

b) Soit 𝑛 ∈ℕ. Justifier la convergence de : 𝑅𝑛 =
+∞


𝑘=𝑛+1

1
𝑘3/2+𝑘1/2

.

c) Soit 𝑛 ∈ℕ. Montrer que : 2arctan 1
√𝑛+1

⩽ 𝑅𝑛 ⩽ 2arctan 1
√𝑛 .

d) Déterminer un équivalent simple de 𝑅𝑛 quand 𝑛 tend vers +∞.

Exercice 24 (CCINPMP 2022)

a) Montrer que l’intégrale
+∞

1

𝑒𝑖𝑡
𝑡𝛼 d𝑡 converge pour tout 𝛼 > 0.

b) En déduire la nature de l’intégrale
+∞

1
cos ⒧𝑡2⒭d𝑡.

c) Montrer la convergence de l’intégrale
+∞

1

√𝑡 sin𝑡
𝑡 + cos𝑡d𝑡.
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Exercice 25 (CCPMP 2019)
La suite (𝑢𝑛)𝑛⩾0 est définie par 𝑢0 > 0 et ∀𝑛 ∈ℕ,𝑢𝑛+1 =𝑢𝑛𝑒−𝑢𝑛 .

a) Montrer que (𝑢𝑛)𝑛⩾0 converge et déterminer sa limite.
b) Énoncer et redémontrer le théorème de sommation des relations de comparaison pour les sommes partielles dans le cas

divergent positif.
c) Déterminer la limite de 1𝑢𝑛+1 −

1𝑢𝑛 . En déduire un équivalent de 𝑢𝑛.

Exercice 26 (CCINPMP 2022)

On admet le résultat suivant :
+∞

0
𝑒−𝑡2d𝑡 = √𝜋

2 . On définit la fonction 𝑧 par 𝑧(𝑥) =
+∞

0

𝑒(−1+𝑖𝑥)𝑡

√𝑡
d𝑡 quand l’intégrale existe.

a) Justifier l’existence de 𝑧(0) et montrer que 𝑧(0) =√𝜋.
b) Montrer que 𝑧 est définie sur ℝ et de classe C 1.
c) Montrer que 𝑧′(𝑥) = − 1

2(𝑥+𝑖)𝑧(𝑥).

d) Donner les parties réelle et imaginaire de − 1
2(𝑥+𝑖) et en déduire 𝑧(𝑥).

Exercice 27 (CCPMP 2019)
Soit 𝑎,𝑏 ∈ ℝ∗+.

a) Pour 𝑡 ∈]0,1[, écrire 𝑡𝑎−1
1+𝑡𝑏 comme somme de série 

𝑛⩾0
𝑢𝑛(𝑡), où les 𝑢𝑛 sont des fonctions puissances.

b) Déterminer la nature de la série
1

0
|𝑢𝑛(𝑡)|d𝑡. Que peut-on en déduire?

c) Soit 𝑆𝑁 (𝑡) =
𝑁

𝑛=0

𝑢𝑛(𝑡). Démontrer
1

0

𝑡𝑎−1
1+𝑡𝑏

d𝑡 = lim
𝑁→+∞


1

0
𝑆𝑁 (𝑡)d𝑡.

d) En déduire
1

0

𝑡𝑎−1
1+𝑡𝑏

d𝑡 =
+∞

𝑛=0

(−1)𝑛
𝑎+𝑛𝑏 .

e) Calculer
+∞

𝑛=0

(−1)𝑛
3𝑛+1 .

Exercice 28 (CCINPMP/MPI 2023)

Soit 𝑓 ∶ 𝑥 ↦
+∞

0

arctan(𝑥𝑡)−arctan(𝑡)
𝑡 d𝑡.

a) Montrer que 𝑓 est bien définie sur ℝ+∗.
b) Montrer que 𝑓 est continue sur ℝ+∗, puis que 𝑓 est de classe C 1 sur ℝ+∗. En déduire l’expression de 𝑓′ puis de 𝑓.

c) Calculer
+∞

0

arctan(𝑎𝑡)−arctan(𝑏𝑡)
𝑡 d𝑡 pour (𝑎,𝑏) ∈ (ℝ+∗)2.

Exercice 29 (CCINPMP/MPI 2023)

a) Justifier l’existence de 𝐼 =
+∞

0

√𝑡
𝑒𝑡 −1d𝑡.

b) Montrer que 𝐼 = √𝜋
2

+∞

𝑛=1

1
𝑛√𝑛

. On admet que
+∞

0
𝑒−𝑡2d𝑡 = √𝜋

2 .

Exercice 30 (CCINPMP/MPI 2024)
a) Pour quelles valeurs de 𝑥 ∈ ℝ la série𝑒−𝑛𝑥 converge-t-elle?
b) Soit 𝑛 ∈ℕ∗. Montrer que 𝑥↦ 𝑒−𝑛𝑥 est intégrable sur ℝ+.

c) Justifier l’existence et calculer
+∞

0
𝑥𝑒−𝑛𝑥d𝑥.

d) Montrer que
+∞

0

sin(𝑥)
𝑒𝑥 −1 d𝑥 =

+∞

𝑛=1

1
1+𝑛2 .
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Exercice 31 (CCINPMP/MPI 2024)

Soit 𝑓 ∶ 𝑥 ↦
+∞

0

1−exp ⒧−𝑥𝑡2⒭
𝑡2 d𝑡.

a) Domaine de définition de 𝑓 ?
b) Montrer que 𝑓 est de classe C 1 sur son domaine de définition.

c) Donner une expression simplifiée de 𝑓(𝑥). On donne
+∞

0
exp ⒧−𝑡2⒭d𝑡 = √𝜋

2 .

Exercice 32 (CCINPMP/MPI 2024)
a) Donner le rayon de convergence de 𝑆 ∶ 𝑥 ↦(−1)𝑛 ln(𝑛)𝑥𝑛.

b) Montrer que, pour tout 𝑥 ∈]−1,1,𝑆(𝑥) = 1
1+𝑥

+∞

𝑛=1

(−1)𝑛+1 ln⒧1+ 1
𝑛⒭𝑥

𝑛+1 .

c) Montrer que lim
𝑥→1
𝑥<1

𝑆(𝑥) = 1
2

+∞

𝑛=1

(−1)𝑛+1 ln⒧1+ 1
𝑛⒭.

d) Calculer cette limite à l’aide de la formule de Wallis : 2𝜋 =
+∞

𝑘=1

⒧1− 1
4𝑘2 ⒭.

Exercice 33 (CCINPMP/MPI 2023)
Soit (𝑎𝑛)𝑛⩾0 une suite décroissante de réels positifs qui converge vers 0 . Pour tout 𝑡 ∈ [0,1], on pose 𝑢𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛(1−𝑡)𝑡𝑛.

a) Montrer que la série de fonctions𝑢𝑛 converge simplement sur [0,1].
b) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que cette série converge normalement.
c) Montrer que la série𝑢𝑛 converge uniformément sur [0,1].

Exercice 34 (CCINPMP 2021)

Soit 𝑓 ∶ 𝑥 ↦
+∞

𝑛=2

𝑥𝑒−𝑛𝑥
ln(𝑛) .

a) Étudier la convergence simple et la convergence normale de cette série de fonctions.

b) Soit 𝐴 > 0. Montrer l’existence de𝑀 tel que ∶ ∀𝑥 ∈ [0,𝐴], 
+∞

𝑘=𝑛

𝑥𝑒−𝑘𝑥
ln(𝑘)  ⩽

𝑀
ln(𝑛) . Que peut-on en déduire?

c) Montrer que 𝑓 est continue sur ℝ+et de classe C 1 sur ℝ+∗.

d) Montrer que, pour 𝑛 ⩾ 2 et 𝑥 > 0, 𝑓(𝑥)𝑥 ⩾
𝑛

𝑘=2

𝑒−𝑘𝑥
ln(𝑘) . La fonction 𝑓 est-elle dérivable à droite en 0?

Exercice 35 (CCPMP 2019)
a) Déterminer le rayon de convergence 𝑅 de ln(𝑛)𝑥𝑛, dont on note 𝑔(𝑥) la somme.

b) Montrer que ∀𝑥 ∈]−𝑅,𝑅[, (𝑥−1)𝑔(𝑥) =
+∞

𝑛=2

ln⒧1− 1
𝑛⒭𝑥

𝑛.

c) En remarquant que, pour 𝑛 ⩾ 2, ln ⒧ 𝑛
𝑛−1⒭ =

𝑛

𝑛−1

d𝑥
𝑥 , encadrer (𝑥−1)𝑔(𝑥) pour 𝑥 ∈]−1,1[

d) Déterminer un équivalent de 𝑔(𝑥) en 𝑅−.

Exercice 36 (CCINPMP/MPI 2024)

On pose, pour (𝑛,𝑝) ∈ ℕ2,𝑎𝑛,𝑝 =
1

0
𝑥𝑛(ln𝑥)𝑝d𝑥.

a) Justifier l’existence de 𝑎𝑛,𝑝 et calculer cette expression.

b) On considère
+∞

𝑛=0

+∞

𝑝=0

1
𝑎𝑛,𝑝

. Justifier son existence et calculer sa valeur.

c) La famille ⒧ 1𝑎𝑛,𝑝 ⒭(𝑛,𝑝)∈ℕ2
est-elle sommable?
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Exercice 37 (CCINPMP 2022)
Soit l’équation différentielle (∗) ∶ 𝑡2𝑦″+4𝑡𝑦′+2𝑦 = 0.

a) Déterminer les solutions de (∗) de la forme 𝑡 ↦ 𝑡𝑟 sur ℝ+∗.
b) Écrire (∗) sous la forme d’une système différentiel linéaire.
c) Soit l’équation différentielle (∗∗) ∶ 𝑡2𝑦″ +4𝑡𝑦′ +2𝑦 = 𝑒𝑡 . En utilisant la méthode de variation des constantes, donner les

solutions de (∗∗) sur ℝ+∗.
d) Onpropose une autreméthode de résolution. Vérifier qu’il existe une solution particulière de (∗∗)de la forme𝑦(𝑡) = 𝑧(𝑡)

𝑡 ,
avec 𝑧 de classe C 2 sur ℝ+∗. En déduire l’ensemble des solutions de (∗∗) sur ℝ+∗.

Exercice 38 (CCINPMP/MPI 2024)
On considère l’équation différentielle : (𝐸) ∶ 𝑦′−2𝑥𝑦 = 1.

a) Montrer qu’il existe une unique solution développable en série entière vérifiant 𝑦(0) = 0.
b) Résoudre sous forme intégrale le problème de Cauchy (𝑦′−2𝑥𝑦 = 1,𝑦(0) = 0).

c) Montrer que : ∀𝑛 ∈ℕ,
𝑛

𝑘=0

(−1)𝑘
2𝑘+1⒧

𝑛
𝑘⒭ =

4𝑛(𝑛!)2
(2𝑛+1)! .

Exercice 39 (CCPMP 2018)
On définit un produit scalaire ⟨⋅, ⋅⟩ sur ℝ𝑛. Soit 𝑓 un endomorphisme symétrique de ℝ𝑛 à valeurs propres strictement positives.

a) Montrer que pour tout ℎ ∈ ℝ𝑛 non nul, ⟨𝑓(ℎ),ℎ⟩ > 0.
b) Soit 𝑢 ∈ ℝ𝑛. On définit la fonction 𝑔 sur ℝ𝑛 par 𝑔(𝑥) = 1

2 ⟨𝑓(𝑥),𝑥⟩− ⟨𝑢,𝑥⟩.
i) Montrer que 𝑔 est différentiable en tout point de ℝ𝑛 et expliciter sa différentielle.
ii) Montrer que 𝑔 admet un unique point critique en 𝑧0 = 𝑓−1(𝑢).
iii) Montrer que 𝑔 admet un maximum global en 𝑧0 (on pourra étudier le signe de 𝑔(𝑧0+ℎ)−𝑔(𝑧0)).

Exercice 40 (CCINPMP/MPI 2024)

Soient 𝑎 ∈ ℝ et 𝑓 définie par : ∀(𝑥,𝑦) ∈ ℝ2\{(0,0)},𝑓(𝑥,𝑦) = 2𝑥2+𝑥𝑦2+6𝑥2𝑦2
⒧𝑥2+𝑦2⒭𝑎 .

a) La fonction 𝑓 est-elle prolongeable par continuité en (0,0)?
b) La fonction 𝑓 possède-t-elle des dérivées partielles en (0,0)?
c) Étudier la différentiabilité de 𝑓 en (0,0).

Exercice 41 (CCPMP 2019)

Intégrer l’équation aux dérivées partielles 𝑧⒧𝑥 𝜕𝑧𝜕𝑥 +𝑦
𝜕𝑧
𝜕𝑦⒭ = −𝑥2−𝑦2 où 𝑧 = 𝑧(𝑥,𝑦). On utilisera les coordonnées polaires.

Exercice 42 (CCINPMP/MPI 2023)
a) Déterminer les extrema de 𝑓 ∶ (𝑢,𝑣) ∈ [0,1]2 ↦𝑢𝑣(1−𝑢−𝑣).
b) Soit (𝐴,𝐵,𝐶) un triangle d’aire égale à 1 . Soit 𝑀 un point dans le triangle. Maximiser le produit des distances de 𝑀 aux

côtés du triangle.

Exercice 43 (CCPMP 2019)
Soient𝜆 et𝜇 dansℝ+∗,𝑋 et𝑌 deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement les loisP(𝜆) etP(𝜇). Déterminer,
si 𝑛 ∈ℕ, la loi de 𝑋 conditionnellement à l’événement (𝑋 +𝑌 = 𝑛)

Exercice 44 (CCINPMP/MPI 2023)
Soit (𝑋𝑛)𝑛∈ℕ∗ une suite de variables aléatoires suivant la loi de Bernoulli de paramètre𝑝 ∈]0,1[ . En posantmin∅=+∞, on définit
𝑇1 =min {𝑛 ∈ ℕ∗,𝑋𝑛 = 1} et 𝑇2 =min {𝑛 > 𝑇1,𝑋𝑛 = 1}.

a) Que représente 𝑇1 ? Préciser sa loi, son espérance et sa variance.
b) Que représente 𝑇2 ? Calculer P(𝑇2−𝑇1 =𝑘,𝑇1 =𝑛).
c) Vérifier que 𝑇2−𝑇1 et 𝑇1 sont indépendantes. En déduire la loi de 𝑇2.
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Exercice 45 (CCINPMP/MPI 2023)
Soit (𝑋,𝑌) un couple de variables aléatoires à valeurs dansℕ2 tel qu’il existe 𝛼 ∈ ℝ vérifiant, ∀(𝑘,ℓ) ∈ ℕ2,P(𝑋 = 𝑘,𝑌 = ℓ) = 𝛼

2𝑘+ℓ .

a) Trouver 𝛼. Les variables 𝑋 et 𝑌 sont-elles indépendantes?

b) Calculer 𝐺𝑋 (𝑡),E(𝑋),V(𝑋) et cov(𝑋,𝑌).
c) Calculer P(𝑋 ⩾ 𝑘) pour tout 𝑘 ∈ℕ et retrouver E(𝑋).
d) On pose 𝑍 =min(𝑋,𝑌). Déterminer la loi de 𝑍 .
e) Calculer P(𝑋 ⩾ 𝑌).

Exercice 46 (CCINPMP 2021)

a) Soient 𝑋 une variable aléatoire à valeurs dans ℕ,𝑝 ∈ ℕ∗. On suppose que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗,ℙ (𝑋 = 𝑛) = 𝑝
𝑛ℙ (𝑋 = 𝑛−1).

Déterminer la loi de 𝑋 .
b) Soient 𝑋1 et 𝑋2 deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois de Poisson de paramètres respectifs 𝜆1 et 𝜆2.

i) Calculer 𝔼⒧ 1
1+𝑋1

⒭.
ii) Donner la loi de 𝑋1+𝑋2.
iii) Déterminer la loi de 𝑋1 sachant 𝑋1+𝑋2 =𝑛. Préciser l’espérance et la variance.

c) Soient 𝑋1,𝑋2,𝑋3 des variables aléatoires indépendantes suivant les lois de Poisson de paramètres respectifs 𝜆1,𝜆2,𝜆3. On
pose𝑈 =𝑋1+𝑋2 et𝑉 =𝑋2+𝑋3. Déterminer le coefficient de corrélation linéaire de (𝑈,𝑉).

Exercice 47 (CCPMP 2017)
On considère 𝑆1,…,𝑆𝑛 des variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Bernoulli de paramètre 𝑝1,…,𝑝𝑛. On note 𝑝 =
𝑝1+…+𝑝𝑛𝑛 et 𝑆 = 𝑆1+…+𝑆𝑛.

a) Calculer 𝔼(𝑆) et V(𝑆).
b) Déterminer les valeurs de 𝑝1,…,𝑝𝑛 pour lesquelles V(𝑆) est maximale.
c) Déterminer la loi de 𝑆 dans ce cas et calculer 𝔼(𝑆) et V(𝑆).

Exercice 48 (CCPMP 2019)
On considère une urne contenant𝑛 jetons numérotés de 1 à𝑛. On tire simultanément 𝑝 jetons dans l’urne. On note𝑋 la variable
aléatoire donnant le plus grand numéro tiré et 𝑌 celle donnant le plus petit.

a) Montrer que
𝑛

𝑘=𝑝

𝑘!
(𝑘−𝑝)! =

(𝑛+1)!
(𝑝+1)(𝑛−𝑝)! .

b) i) Combien y-a-t-il de tirages possibles?

ii) En déduire que, pour tout 𝑘 ∈ 𝑋(Ω),ℙ (𝑋 = 𝑘) = (𝑛−𝑝)!𝑘!𝑝
𝑛!(𝑘−𝑝)!𝑘 .

iii) Calculer l’espérance de 𝑋 .
c) i) Donner la loi de 𝑌 .

ii) Montrer que 𝔼(𝑌) = 𝑝𝔼(𝑋).
Exercice 49 (CCPMP 2018)

Soient 𝑛 ∈ ℕ, 𝑋 et 𝑌 deux variables aléatoires à valeurs dans {1,2,…,𝑛+1} telles que pour tout 𝑖, 𝑗 ∈ J1;𝑛+1K, ℙ (𝑋 = 𝑖,𝑌 = 𝑗) =
𝑎𝑖𝑗 = 𝜆⒧ 𝑛

𝑖−1⒭⒧
𝑛

𝑗 −1⒭ où 𝜆 > 0.

a) Montrer que 𝜆 = 1
4𝑛 .

b) Déterminer les lois de 𝑋 et 𝑌 .
c) Les variables sont-elles indépendantes?
d) Trouver, à l’aide de 𝑋 −1 l’espérance et la variance de 𝑋 .
e) On note 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)(𝑖,𝑗)∈J1 ;𝑛+1K2 ∈𝑀𝑛+1(ℝ) avec 𝑏𝑖𝑗 =ℙ (𝑋 = 𝑗,𝑌 = 𝑖). Calculer 𝐵2

f) Déterminer les valeurs propres de 𝐵. La matrice 𝐵 est-elle diagonalisable? Déterminer la dimension des sous-espaces
propres.
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