Analyse/Algebre/Probabilités Centrale Python

Algebre et géométrie

Exercice 1 (Centrale MP 2024 - Python)
On note H,, = i l etS, = Zn: i On écrit H,, = Ap etS, = Cn sous forme irréductible
n = k n = k2 . n Bn n Dn .
a) Calculer A, By, Cy, D, pour n variant de 1 a 30.

b) Calculer le reste de la division euclidienne de A,_; par n? pour n variant de 1 4 100. Que conjecturer?

c) Calculer le reste de la division euclidienne de C,,—; par n pour n variant de 1 a 100 . Que conjecturer?

2
d) Calculer le reste de la division euclidienne de ( "

1 ) par n® pour n variant de 1 4 100 . Que conjecturer? Fixons désormais
n—

un nombre premier p = 5.
e) Démontrer que, pour k entier dans [1; p — 1], k? = 1[p] si et seulement si k vaut 1 ou p— 1.
f) En déduire que (p—1)! = —-1[p].
p-1
g) Démontrer que p divise Z k2.
k=1

Exercice 2 (Centrale MP 2024 - Python*)
|k n—k
Pournel\letke[[O;n]],onnoteBk,nz(k)X 1-x)"".

a) Etablir une relation de récurrence entre By, ,, Bx—1,,-1 €t By, p—1.

b) Donner un code récursif qui prend en argument 7 et renvoie la liste des By, pour k € [0; n].
1
c) Calculerf By n()dt pour tous k et n.
0

d) Montrer que 'application T}, de %2(10,1],R) dans R,,[X] quia f associe
n k
Ta(f)=), f(—)Bk,n(X)
k=0 \7

est surjective.

Exercice 3 (Centrale MP 2024 - Python*)
Soient (a, b) € R? et n € N*. On pose f: P € R,[X] — (X — a)(X — b)P'(X) - nXP(X).
a) Montrer que f est un endomorphisme de R, [X]. Ecrire sa matrice dans la base canonique de R, [X].

b) Ecrire une fonction matrice(n,a,b) qui renvoie la matrice de f dans la base canonique de R,[X]. Ecrire une fonction
propre(n,a,b) quirenvoie les valeurs propres et les vecteurs propres de M.

c) Déterminer les éléments propresde f pourn=2,a=1,b=0etn=2,a=2,b=1.

d) Lamatrice M est elle diagonalisable?
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Exercice 4 (Centrale MP 2024 - Python*)
Soit 7 € N*. On pose Hy, = .4, ({-1,1}) et H, = .#,([-1,1]), ainsi que M,, = maxdet (H,) et M,, = maxdet(H\n).
a) Justifier I'existence de M, et M,,.
b) i) Ecrire une fonction Python MaxiDetAlea(n) calculant le déterminant maximal de 10000 matrices aléatoires de H,, et
qui renvoie le maximum trouvé ainsi qu'une matrice en laquelle il est atteint.
ii) Procéder de méme avec fl\n
iii) Les instructions suivantes renvoient un itérateur L parcourant tous les N-uplets d’éléments de {—1,1} :
from itertools import product
L=product([-1,1] ,repeat=N)
Ecrire une fonction calculant M,,.
Soit A€ H,.Onpose B= AT A.

tr}(lB))"'

c) i) Montrer que B est diagonalisable a valeurs propres positives, puis que det(B) < (

ii) Montrer que det(A) < n2,

d) Montrer que L Aest orthogonale si et seulement si |det(A)| = n

vn
Exercice 5 (Centrale MP 2022 - Python*)

Dans cet exercice, on note & (respectivement &7, ) 'ensemble des nombres premiers (respectivement, des nombres premiers
inférieurs ou égaux a n). Pour p € & et n € N*, on note v, (n) 'exposant de p dans la décomposition de n en facteurs premiers.

nl2

a) i) Ecrire une fonction PYTHON premiers (n) renvoyant une liste de taille 7 + 1 telle que premier (n) [k]=1 si k est premier

et 0 sinon.
1
ii) Afficher les fonctions n— Z M, n—In(n) —In(4) — 1 et n— In(n) +In(4). Formuler une conjecture.
pPEPy

b) On fixe dans cette question un nombre premier p et un entier n = 1.

i) Montrer que, pour tout ke N,

n n
Card{me [1;n],v,(m) =k} = {?J - {FJ .

+00 n
ii) En déduire que vy(n!) = Z —< |

k=1 P
, n_ | n
iii) Montrer ’encadrement p I<svp(n) < T

iv) En déduire un encadrement de In(7n!).

c) i) Alaide d’une série entiere, démontrer la convergence et calculer la somme Z

k=1 Zk

|
ii) Montrer que Z _np < 400
per PP+ 1)
iii) Montrer que, pour tout entier n = 2, il existe 8,, € [0,1] tel que In(n!) = nln(n) - n+1+6,1In(n).

iv) Montrer que H p <4" pour tout n € N*, et conclure quant a la conjecture de la question a) ii) .
pePn
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Exercice 6 (Centrale MP 2021 - Python*)
Pour n € N*, on pose H, = f l etl’'on note H, = %, avec A, AB, =1.
ok n
On souhaite étudier la propriété (&) : « pour tout p premier, on a p? | Ap_1.»
a) i) Ecrire une fonction pged qui renvoie le pged de deux entiers.
ii) Déterminer, en fonction d'un pgcd et de Ay_;, Bx—1, les expressions de Ay et By.
iii) Ecrire une fonction qui calcule A,, pour un n donné. Calculer Ajs.
iv) Vérifier la propriété & jusqu’a 500
On pourra utiliser sympy . primerange ou sympy . nextprime.
b) Montrer le théoreme de Wilson : p est premier si et seulement si (p—1)! = —1[p]. On considére désormais un nombre premier
p=5.

-1 p-1
c) Pour k€ [[1,p—1], on pose a; = % Exprimer kZ‘l ay en fonction de Hy,_1. En déduire que p divise Ap-;.
p-1
d) Montrer que k?ay = 1[p] pour tout k € [1, p — 1]. En déduire que p divise Z ay et conclure.
k=1

Exercice 7 (Centrale MP 2021 - Python)

On munit R” = M,, ; (R) de sa structure euclidienne canonique. Pour X € R”, on pose Hx = I, — ﬁXXT siX#0et Hy=1I,.

a) i) Coder une fonction H qui calcule Hy.
ii) Pour X =(1,1,1,1)T € R%, calculer HXH)f et déterminer le spectre de Hy.
iii) Pour X # 0, montrer que Hy est la matrice de la symétrie orthogonale par rapport a I'’hyperplan X*.

b) i) Soient Y et Z dans R” de norme 1. Montrer qu’il existe X € R" tel que HxY = Z. Indication : faire un dessin!
ii) Coder une fonction qui donne X € R" tel que HxY = | Y| E}, ot E} = ( 1 0 )T,

c) Soit A € GL,(R). On note C; sa premiére colonne et X € R” tel que HxC; = ||C; || E;. Expliciter au maximum Hy A.

d) Soit A € GL,(R). Montrer qu’il existe Q € O, (R) et T triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs tels
que A= QT. Cette décomposition est-elle unique?

e) Donner un algorithme permettant d’obtenir une telle décomposition QR.

Exercice 8 (Centrale MP 2019 - Python*)
1
Soit ¢ : R[X] x R[X] — R, (P, Q) »—»f [t|P(H)Q(ndt.
-1

a) Montrer que ¢ est un produit scalaire.
b) Programmer une fonction phi (B, Q) renvoyant ¢ (B, Q).

¢) Montrer qu’il existe une unique suite orthonormale (P,) ;¢ telle que, pour tout n, P, soit de degré n a coefficient dominant
positif.

d) Programmer une fonction retournant P,. Déterminer Py, Py, P2, P3, P4. Tracer les graphes des fonctions polynomiales asso-
ciées sur [—1,1].

e) Soit n € N*. Montrer que P, est scindé a racines simples et que ses racines sont dans ] — 1, 1[.

f) Montrer que, pour tout n € N*, les racines de P,, séparent celles de P;,41.
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Exercice 9 (Centrale MP 2018 - Python*)
Soit p € N*. On considere I'équation x> — py? = 1 d’'inconnues x, y dans N.

a) Ecrire une fonction prenant en argument un entier n et renvoyant un booléen indiquant si 7 est premier ou non (la fonction
pourra étre rudimentaire).

b) Donner la liste de tous les entiers p premiers dans [3;1000] tels que p — 2 soit un carré parfait.

c) Ecrire une fonction solutions prenant en argument p et n et renvoyant les n plus petites solutions de E, (dans l'ordre

lexicographique). Donner les 10 premiéres solutions de E3. Pour chaque entier p trouvé en b), donner les trois premieres
solutions de (Ep).

d) Onfixe p =3.0Onnote z,, = (;n) ol (xp, yn) estla n-ieme solution de (E3).
n

i) Déterminer M € M (R) telle que z; = Mz et zp = M z;.
ii) Al'aide de Python calculer les premiers termes de Mz,. Conjecture?
iii) En admettant cette conjecture, déterminer z,, pour tout n € N.
e) Montrer que si p est premier et p — 2 un carré parfait, il existe (x, y) solution de (E)) telle que x = p — 1. Montrer qu’il s’agit de
la premiere solution apres (1,0).
Exercice 10 (Centrale MP 2016 - Python*)

Soit P € C[X] de degré n = 1. Soit ®p I'application de C,_;[X] dans lui-méme qui a T associe le reste de la division euclidienne de
TP' par P.

a) Montrer que @p est linéaire.

b) Ecrire une fonction Python qui donne la matrice de ®p dans la base canonique de C,,_;[X]., puis une fonction Python qui
renvoie det(®p).

c) Onsuppose que P admet n racines distinctes Ay, ..., A,. Exprimer det®p en fonction des P'(A;).

d) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ®p soit inversible.

Exercice 11 (Centrale MP 2016 - Python*)

Pour i et n dans N avec 0 < i < n, on pose

€ M1 (R).

0<i,j<n

. . n .
Ppi=1-X)'A+X)""=) Bni ;X et My=(Bni,;)
j=0

a) Ecrire une fonction Python qui calcule Pj, ;. Ecrire une fonction Python qui calculer M,,. Calculer M2 pour différentes valeurs
de n. Que peut-on conjecturer?

b) Soit x¢ € R\{—1} et U, (xp) = t(l,xo,...,xg). Montrer que M, Uy, (xo) = (1 + x0)"Un(y0) ol yp = %_T_;g En déduire que Mfl =

2™ I,41. Peut-on conclure que M, est diagonalisable?

¢) Pour x = (xg,...,X,) € R""!, on définit la matrice de Vandermonde V;,(x) = (x{)o .. .Onposex;=iety = % pour
<i,jsn

i € [0; n]. Montrer que
(_z)n(n+1)/2

det(V,(y) = detV, (x).

T
d) En déduire que det M,, = (—=2)""*D/2_Que dire des valeurs propres de M,,?
Exercice 12 (Centrale MP 2015 - Python*)
Soient n €N, n =2 et A€ My(R). On cherche a établir I'existence de Q € O, (R) telle que ‘QAQ ait sa diagonale constante.
a) Démontrer le résultat pour n = 2 et expliciter, en fonction de A une matrice Q € SO, (R) telle que ‘QAQ a sa diagonale

constante.

b) Onpose A= (g ?) Donner al'aide de Python, B orthogonalement semblable & A de diagonale constante.

c) SoitT ={"QAQ,Q € 0,(R)}. Montrer que I' est compact.

d) Soit f:Mel'— sup |M;;— M, ;|. Montrer que f présente un minimum.
(i,pe1;n]?

e) En déduire le résultat annoncé.
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Exercice 13 (Centrale MP 2015 - Python*)
n Pl n 1
Pour neN,onpose P, = [[(X-k) etR,= 5L =) St

P
k=0 T k=0

a) Ecrire une fonction qui calcule R, (x). Ecrire une fonction qui trace x — R;,(x) pour x € [-4, 8] (et des ordonnées dans [—5,5]).
b) 1) Pour k€ [0;n— 1], montrer que R,, admet un unique zéro dans ]k, k + 1[. On le note an, k-

ii) Ecrire une fonction qui donne une approximation numérique de a, ..

iii) On fixe k € N. Etudier expérimentalement le comportement de (@, k) n> -
c) Lentier k étant fixé, étudier la convergence de (a;, k) n>k. On pourra comparer R, et Rj,_1.

d) Trouver la limite puis un équivalent de 7 kl_ T En déduire un développement asymptotique a deux termes de a,, x lorsque
n,

n tend vers +oo.

Exercice 14 (Centrale MP 2016 - Python*)

On appellera fonction multiplicative toute application f:N* — C telle que, pour tout m,n e N* avec mAn =1, f(mn) = f(m) f(n).
a) Programmer une fonction Python pgcd qui retourne le pged de deux entiers a, b € N*.

b) On définit des fonctions de N* dans C en posant, pour n € N*,

@(n) =card{xe€ [1;n],x An=1},7(n) = card{x € [1; n], x divise n},o(n) = )_d,

din
et
0 si n est divisible par le carré d'un nombre premier
w(n) =4 (-=1)* sinestle produit de k nombres premiers distincts
1 sin=1

Montrer que ces quatre fonctions sont multiplicatives.
¢) Programmer en Python ces fonctions.
d) Onnote MI'ensemble des fonctions multiplicatives non nulles. Pour f, g € M, on définit f+g:n— Y_ f(d)g(n/d). On admet
dln

que M est un groupe abélien. Soit e: N* — C telle que e(n) = §,; et 1: n— 1. Montrer que e est 'élément neutre de M et que
1xpu=e.

e) Soit H e M. On définit h:N* — C par h(n) = Z H(d). Montrer que H = u * h. Expliciter cette relation lorsque H = ¢.
dln

f) Soit fe M, F=puxfetM=(f( /\j))lsi,jsn € My (C). On pose D la matrice diagonale de diagonale (F(1),...,F(n)) et A=
(1;1)- Calculer “AD A et en déduire det M. Calculer detM pour f=1d, f=o et f =T1.
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Analyse

Exercice 15 (Centrale MP 2024 - Python)

On admet I'existence et unicité de la suite de polynémes (A;) vérifiant Ay =1, A’nJrl = A, et fol Ap+1(t)dt = 0 pour tout 7 € N. On
pose a, = A, (0) pour tout n € N.
a) Calculer A, A; et As.
b) i) Ecrire une fonction Python A(n) qui renvoie le polynéme A,,. A I'aide de Python, conjecturer le comportement asymp-
totique de la suite (a;,).

ii) al'aide de Python, comparer A, (0) et A, (1) pour différentes valeurs de n. Conjecture? Comparer également A,(X) et
A, (1 - X) pour différentes valeurs de n. Conjecture?

iii) Tracer sur un méme graphe avec Python les courbes des fonctions

N
et A— )Y ayA"
eh-1 r;o "

pour N € [[0;5] sur I'intervalle [-3,3]. Conjecture?
c) Démontrer la conjecture faite en b)ii). Déduire que Vrn e N, az,,+1 = 0.
d) Soit f:[0,1] — R de classe ¥°°. Montrer que, pour tout n € N,

"o+ f'a L
o+ Zak(

1
FO-fO="—7"——- FOm-fPO)+ " f An(0) f" (.
0

k=2
e) 1) Montrer que Vx € [0,1],|A,(x)[ < 1.
Ind. On pourra montrer que | A, ;1 (x)| < 1/2 ott Ay (x) = fl:; A, (pdt.
ii) Montrer la conjecture faite en b) iii).
Ind. On utilisera la question d ) avec f : x — e~ A¥,
Exercice 16 (Centrale MP 2024 - Python*)
a) Résoudre I'équation y' + y = e*.
b) Tracer la courbe représentative de p : x — xe™* et trouver graphiquement les antécédents de e~!.
¢) Montrer que p induit une bijection de ] — 0o, 1] sur un intervalle qu’on précisera. On note ® sa réciproque.

xn

N n
- ) . X
d) On pose, pour N € N, Sy (x) = Z n" 1—'. Déterminer le rayon de convergence R de Z n" 1—' et tracer la courbe de x —
= n! n!

Sg(p(x)) sur I'intervalle [0,1/3]. La tracer sur I'intervalle [0, 1]. Le choix N = 8 est-il raisonnable? Quelle conjecture peut-on
émettre?

e) i) Soient A>0et(xo,y0) € RxR*.Résoudre: (x' = Ax+y,y" = 1y) avec x(0) = xo, y(0) = yo.
ii) Al'aide de ®, montrer que I'on peut écrire, pour ¢ suffisamment grand, y(t) = F(x(t)) ot F est une fonction indépendante

de t.
t m m
-1)"-(=1
f) 1) Soit meN*. Calculer =D (0) ot £(£) = (e)%
ii) Résoudre xy' — y=0sur]—R,R|[.
. (_l)knn+k—1xn+k .
iii) Montrer que la famille TRl est sommable pour |x| assez petit. En sommant selon les paquets

(k,n)eNxN*
Im = {(k,n) eNxN*, k+ n = m}, justifier la conjecture faite précédemment.
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Exercice 17 (Centrale MP 2022 - Python)

Pour des entiers naturels ay, ..., a, avec a, non nul, on pose (fraction continue) :

a)
b)

c)

d)
e)

f)

1

[a())'--)an] =ap+

a) +
1

1
ap-1+—
ap

Ecrire une fonction qui renvoie la fraction continue associée a (ay, ..., an).
Pour n € N, onnote x, =[1,2,...,2] avec n copies de 2 . Montrer que (x,), converge vers V/2 et écrire une fonction retournant
le plus petit rang & partir duquel |x, — v2| <1071°.

1\ .
Pour a € R, on note M(a) = (;l 0). Etant donné n € N et (ay,...,a) € N” x N*, montrer que le vecteur (p") =
n

M (ay)--- M (ay) ((1)) vérifie % =lag,..., anl.

Ecrire une fonction qui retourne ( Pn qn) a partir de (ay, ..., an).

Montrer que ( Pn» qn) est un représentant irréductible du rationnel [ay, ..., a,].

Soit x un réel strictement positif. On pose y, = x et, tant que c’est possible, a,, = [ynJ, Xp=lay,...,an) €t yp41 = ﬁ.
. . P . . _ (=" B 1
i) Soit n € N tel que x5+ soit défini. Montrer successivement que x,+1 — X = Gndni etque |x — x| < Gnnel

ii) Montrer que le procédé de construction s’interrompt si et seulement si x est rationnel.

Exercice 18 (Centrale MP 2021 - Python)
Soit f une fonction continue de [0,1] dans R.

n-1 k 1
Pour n € N*, soient S, (f) = % > f(;), Un(f) = n(Sn(f)—fo f) et V() = (n+ 1)Su+1(f) — nSu(f).
k=0

a)
b)

c)

d)

Etudier la convergence de la suite (S, (f)),,5;-

Représenter V,(f) pour 1 < n<20si f estlafonction racine carrée, puis si f est la fonction cube. Que peut-on conjecturer?

—f(g)) et I,(f) =f01(x—%)gn(x)dx.

Montrer que (I ( f))n;1 converge vers 0. Exprimer I,(f) en fonction de f(0), f(1) et U,(f). En déduire les limites de
(Un() yz1 €t (Vi) 51

On suppose f de classe C'. On pose, pour n € N*,

1722 (k+x
:x€[0,1] — —
gn:x€l0,1] nkzo(f( "

1% cos(2mnlx) o . P .
Onpose f:x— Z ——3;; - Montrer que f est définie et continue sur R. Etudier la suite (Un(N)
n

n=1

n=l"

Exercice 19 (Centrale MP 2022 - Python)

Soit (ay, ..., a,) € N1 tel que ag < a; < --- < a,. On pose A = {ay, ..., a}. Pour P € R,[X], on pose || P|l 4 = max{|P (ap)|,...,|P (a)l}.
Soit da , = inf{| X" = P|l o, P € R, 1 [X]}.

a)
b)

c)

d)

e)

f)

g
h)

Montrer que ||| 4 est une norme sur R, [X].
En utilisant la fonction fmin du module scipy. optimize pour minimiser une fonction de deux variables, calculer dj 1,1 et

dio,1,2),2-

n
Soit P € R;,—1[X]. Montrer qu’il existe un unique (by, ..., by) € R"*1 tel que X"-P = Z by H (X -ay)
k=0 iZk

Exprimer les b; en fonction des a; et des P (a;). Calculer by + - - - + by,.

1
Montrer que, pour k € {0,..., n}, [Tz lak — ail = (L

me
k

Lanorme |-l 4 est-elle issue d'un produit scalaire?

n!

Montrer que || X" — Pl 4 = 2_”
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Exercice 20 (Centrale MP 2021 - Python*)

On pose ap = 1 et, pour n € N*, a,, = 1 X23XX4”X'.>T_(§Z,; D,
a) Coder une fonction qui calcule a,, et calculer pour de grandes valeurs ( 1 2 Emettre une conjecture et la démontrer.
n(ay
b) Tracer les points (n, a,) pour n < 100 et la courbe x — 1 pour x € [0,100] sur une méme fenétre. Emettre une conjec-
v2x+1

c)

d)

e)

f)

ture et la démontrer.
+00 an
Onpose f:x— Y —x*".
n=1 1
Donner le domaine de définition de f et étudier sa continuité.

+o0o
Calculer Z a, x>,

n=0
Dériver x — 1+ V1 — x? et exprimer une primitive de x — —1 % al’aide d’'un logarithme.
xV1-x2
o (-1)"a
Calculer Z ()—n
n=1 n

Exercice 21 (Centrale MP 2022 - Python)

Pour n e N* et t € R, soient f,,(f) = 1

a)

b)

c)

d)

e)

f)

+o0o
etl, =f fa-
0

+00
Justifier la définition de f = Z fn- Montrer que f est continue sur R.
n=1

et

Ecrire une fonction PYTHON définissant f; trouver m € {0,1,2,3,4} tel que ¢ — ™ f(t) admette une limite finie non nulle en
+00.

Montrer que f est de classe C'. Etudier ses variations.

+00
Justifier la convergence de I, et cellede I = f f.
0

Montrer que f (t)[ ~ tI_’%

—+00

Soit a € R™*. Montrer que < ((_aZ).

a +00
f=21In
0 n=1

Exercice 22 (Centrale MP 2022 - Python)

a)

b)

Soit r la solution positive de x*> + x — 1 = 0. On consideére une fonction f € °(R,R) pour laquelle il existe t, tel que f soit
strictement décroissante sur | —oo, fy[ et strictement croissante sur ] #, +oco [. On construit une suite (a,, b,,) par la récurrence
suivante : on fixe ayg, by tels que ag < fy < by. Puis, lorsque (a,, b,) est construit, on pose A, = a, + r2b,, et Un=an+r1rby.Si
F ) = f(1n), onpose (@ni1,bpi1) = (A, bp), sinon (@n41, bus1) = (@n, pn)-

Ecrire I'algorithme. Montrer que (a,, b;) tend vers (£, fy) quand n — +oo.

Soit F € ¢! (R?, R) minorée, dont la restriction a toute droite affine vérifie la condition de a). On fixe X, puis, pour tout 7, on

pose U, = % et Xp41 = X5 + A" Uy, ou ¥ est tel que F (X, + AU,) soit minimal. Si V f (X,,) =0, on s’arréte.
n

Programmer 'algorithme. Montrer que (F (X)) ,,»9 converge. Est-ce que (X},) ,>¢ converge?
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Exercice 23 (Centrale MP 2017 - Python*)

Soient n € N* et A € M, (C). On note p(A) le maximum des modules des valeurs propres de A. On cherche a démontrer que, si la
tr (A% oo (AF)

- _ 1
série ) L converge, alors exp (}; | = T,
. m k
a) Ecrire une fonction renvoyant Z pour m e N* et A donnés.
k=1

b) On suppose que p(A) <1 et que 1 n’est pas valeur propre de A. Montrer que

+Z°°tr(Ak) :_fl PAo
k=1 k 0 PA(t)

)

lorsque P4(X) = X"y A(1/X).
tr (AX
k

¢) On suppose que Z converge. Montrer que p(A) < 1 et que 1 n'est pas valeur propre de A. En déduire le résultat
cherché.
Exercice 24 (Centrale MP 2016 - Python*)
n-1
On pose, pour n€N*, Q, = X" - Y x*.
k=0
a) Montrer que Q,, posséde une unique racine strictement positive x;,.

b) Ecrire un programme prenant n en parameétre et calculant une valeur approchée de x,,. Que peut-on conjecturer quant au
comportement asymptotique de x;, ?

c) Prouver que (x,) converge et déterminer sa limite.
d) Montrer que 2" (2 — x;) tend vers 1.

e) Poursuivre le développement asymptotique de x;,.

Exercice 25 (Centrale MP 2015 - Python®)
On définit des suites par xp = yo = 0 et, pour €N, Xp4+1 = \/7— yn €t Ypi1 =7+ Xp.
a) Montrer que ces suites sont bien définies.
b) Calculer les 10 premiers termes de ces suites. Conjecturer leur comportement.
¢) Déterminer les limites possibles.
d) Montrer la convergence des suites.
e) Montrer que (x,) et (y,) ne peuvent étre monotones, méme a partir d'un certain rang. Donner un rang ng a partir duquel les
limites sont approchées 2 1072 pres.
Exercice 26 (Centrale MP 2015 - Python*)
Pour n € N, on note B, le nombre de partitions d’'un ensemble & n éléments. On notera By = 1.
n
a) Montrer que, pour tout n€N, B, 41 = kzo (Z) By.

b) Ecrire une fonction Bel1(n) donnant (Bi)g<i<n-

B .
¢) Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére ) —7x” est strictement positif.
n!

+00
d) Soit f:x€]—-R,R[— Z —'fx”. Déterminer une équation différentielle dont f est solution. Exprimer f. Donner une expres-
n:0 n-
sion de B,,.

Exercice 27 (Centrale MP 2015 - Python*)
Pour neN, soit P, : x — % xF.
k=0
a) Tracer les représentations graphiques de Py, sur [-2,2] pour n € [0;5].
b) Etudierle signe et les variations de P,,.
c) Montrer que P, présente un minimum a, atteint en un seul point.

d) Etudier la suite a,,.
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Probas

Exercice 28 (Centrale MP 2024 - Python)

Soient (Xj)ren Une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans N, et N une variable aléatoire a valeurs dans N, indépendante

N
des Xi. On suppose que ces variables aléatoires ont toutes un moment d’ordre 2. On pose Sy = Z Xk
k=1

a) 1) Avecas<sbeN,A1>0,X; ~% ([a,b]) et N~ Z(A), écrire une fonction Python qui simule Sy.
ii) Vérifier avec Python que E(Sy) = E(N)E (Xj).
iii) Pour @ <0< f, onpose T =min{k € N*,S; < a ou Sk = 8} en convenant que T =0si Yk € N*, Sy €] a, f[. Dans le cas ou
Xy ~ 7 ({-1,0,1}), écrire une fonction Python simulant la variable T et 'utiliser pour vérifier que E(T) = 3'%'6'.
b) Montrer que Y1 €] —1,1[,Gs,, (1) = Gy (Gx, (1)).
¢) Montrer que E(Sy) = E(N)E(X7).

d) On suppose X; bornée mais plus nécessairement a valeurs entieres. On admet que T est d’espérance finie, et on pose St =

T
Z Xk Justifier que St est d’espérance finie et que E(St) = E(T)E (X}).
k=1

+00
Ind. On montrera que E(S7) =E (Z Xi(1- 1T<]~)).
j=1
Exercice 29 (Centrale MP 2024 - Python)

Soient (Q2,.27, P) un espace probabilisé et (Y};) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Rademacher. On pose
n

So =0etpour tout n € N*,S, = ) Y} Lavariable S,, modélise le gain d’un joueur jouant a pile ou face, gagnant 1 point lorsqu'il fait
k=1
pile, en perdant 1 sinon. On s’'intéresse a la durée pendant laquelle le gain est positif. On pose :

K,=Card({ke€{l,...,n},S_1=0et S =0}).

a) Coder une fonction K (n) renvoyant la valeur K,,. On remarque qu’elle ne prend que des valeurs paires, ce que I’'on admet par
la suite.

b) Coder une fonction occurences (nb,n) quisimule nb fois le jeu pour 27 lancers et renvoie une liste L ot L [k] est la propor-
tion de simulations pour lesquelles K»,, = 2k. La tester pour nb = 2000 et n = 200.
1

v x(1—Xx)

¢) Tracer sur un méme graphique n.L [k] en fonction de k/n et la courbe représentative de la fonction f : x —

10,11.

sur

1 [2k)\[2n-2k
OnadmetqueP(KznZZk)zzz—n(k)( Z—k ).Soient0<a<b<1.

d) Montrer:

K bl 1 [2k\(2n -2k
VneN®, P(a< Z"sb): Y "
2n k:[naJ+12 k n—k

e) Prouver que

K: 1k 1
p(a<ﬂ<b) - L B
NTEOO TN e naj+1 k( k)
n n
f) Montrer que
. KZn b
lim P(a< sb): fdt
n—+oo 2n a
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Exercice 30 (Centrale MP 2022 - Python)
Soit (Q, 7, P) un espace probabilisé. Soit r € N* et (X)ren+ Une suite de variables aléatoires indépendantes sur (Q, 7, P) suivant
la loi uniforme sur [1;r]. Pour tout i € [1;r], on note T; le temps d’attente pour avoir i valeurs distinctes, c’est-a-dire, pour tout
weQ, T;(w) = min{k e N*, Card {X; (), ..., Xk (w)} = i} en posant T;(w) = +oo sil’on n'obtient jamais i valeurs distinctes.
a) Avec Python:
i) Simuler la variable T;.
ii) Evaluer E(T}).
iii) Tracer les graphes sur [0,3] des fonctions ®: ¢t — P (T, € [rlnr —tr,rinr+tr]) et f: £+— exp(—e~ ') —exp (—e’) et formuler
une conjecture.
b) i) Montrer que T; est presque slirement finie.
ii) Les T; sont-elles indépendantes?
¢) Pour tout i € [2;r], on pose Z; = T; — T;_;. Etant donné une partie S de [1;7] a i éléments et des entiers 0 < f; < --- < f;, on
pose:
At =Xy, X} =S Ti = 1,..., Ti = ti}.

i
i) Calculer leslois de Z;; conditionnellementa A(S, fy,..., t;) puis a ﬂ {Tx =t} etenfinlaloide Z;4,.
k=1
ii) Les variables Z; sont-elles indépendantes?

d) Calculer I'espérance et la variance de 7.

Exercice 31 (Centrale MP 2015 - Python®)
a) i) Ecrire une fonction S(#, p) qui simule une variable aléatoire S, = Y /n o1 Y suit une loi binomiale B(n, p).

ii) En déduire une fonction test (n,p) qui affiche les courbes interpolant les points (k, Sg), puis les points (k, p+ %) et

enfin les (k, p- %) Que remarque-t-on?

b) i) Soient t € R% et x €] —1,1[. Montrer que exp(tx) < %(1 -x)e '+ %(1 +x)e’.
ii) On considere une variable aléatoire X telle que |X| < 1 et E(X) = 0. Montrer que exp(tX) est d’espérance finie et
E(exp(tX)) <cht<exp(r?/2).

n
¢) i) Soient Xj,..., X, des variables aléatoires centrées indépendantes telle que, pour tout i, | X;| < a;. On pose S; = Z X;.
i=1

2 n
Montrer que E (exp(tSp)) < exp (% > a?).
i=1

2 n
r
i) Soit £ > 0. Montrer que P (S, > €) < exp (—t£+ > > a?).
i=1

iii) En choisissant une bonne valeur de ¢, montrer que P (S, > €) < exp

iv) Commenter le résultat observé a la premiére question.

11



Analyse/Algebre/Probabilités Centrale Python

Exercice 32 (Centrale MP 2015 - Python*)
Un pion se déplace sur des cases numérotées par les entiers naturels. Initialement il se trouve en case 0 et a chaque instant, il se
déplace d'un nombre strictement positif de cases. On note Y; la variable aléatoire donnant le nombre de cases parcourues lors de la

n
i-ieme étape. On suppose que les Y; sont indépendantes et suivent la méme loi. On pose S;, = Z Y; qui donne la position du pion
i=1

+00 3
alinstant n, f; =P (Y1 =i) etu(t) = )_ fit'.
im1

a) On suppose que Y; — 1 suit la loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1[.
i) Ecrire une fonction qui prend un paramétre entier k et qui renvoie 1 si le pion atteint la case k et 0 sinon.
ii) Ecrire une fonction qui, sur une trentaine d’essais, renvoie la proportion de fois ot1 le pion atteint la case k. Comparer a
1/E(Y1).
b) Onnote Ej I'événement «le pion atteint la case k », et uy =P (Eg).
i) Décrire I'événement Ej. al’aide des variables aléatoires S,.
ii) Calculer P (Exn{Y; =j})pourl<j<k.

k
iii) En déduire, pour tout k € N*, ug = Y ug—; fj.
j=i

+00
iv) Justifier la définition de f(1) = )_ uy tF et montrer que f(r) = T=u(d lu 0L
k=0

v) Calculer u dans le cas ol Y7 — 1 suit la loi de Bernoulli de parameétre p €]0, 1[ et en déduire les uy.
vi) On suppose que Y; prend un nombre fini de valeurs et que les entiers k tels que PP (Y; = k) # 0 sont premiers entre eux

dans leur ensemble. Montrer que (u) tend vers 1/E (Y7).
Exercice 33 (Centrale MP 2017 - Python*)

On note r, la probabilité que deux nombres aléatoires entre 1 et n soient premiers entre eux. On veut montrer que la limite de
2

+00
/4
Tn= % Ondonne ) , — = —. On définit une fonction u par
T n=1n 6
0 si n est divisible par le carré d'un nombre premier
wn)=<{ (-1)* sinestle produit de k nombres premiers distincts
1 sin=1

a) Alaide de Python, vérifier la conjecture sur la limite de (r,,).

b) Pour n € N*, on note A, = {(a,b) € [[l;n]]z,a A b =1}, on note py,..., pr les nombres premiers inférieurs ou égaux a n et
U; = {(a,b) € [1;n]?, p;la et p;|b}. Exprimer A,, en fonction des Uj.

c) Soit £ € N*. Déterminer le nombre de multiple de ¢ inférieurs ou égaux a n.

d) En déduire le cardinal de ] U; ou I est une partie non vide de [1; k].
iel
n ni2
e) Montrer que card (A,) = ) u(d) {—J )
d=1 d

f) Conclure.
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