Mathématiques MPI CCMP MP/MPI Exercices

Mines - exercices classiques ou « simples »

Exercice 1 (Mines MP/MPI - 2024)
Soit n € N*. Déterminer et dénombrer les sous-groupes de Z/nZ.

Exercice 2 (Mines MP/MPI - 2023)
Soit G un groupe commutatif de cardinal pg avec p, g deux nombres premiers distincts. Montrer que G est cyclique. Trouver un
contre-exemple dans le cas ou G n’est pas commutatif.

Exercice 3 (Mines MP/MPI - 2024)
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et s € .'(E) une symétrie. Soit @ : u € £ (E) — $43US Déterminer les éléments
propres de ® puis étudier sa diagonalisabilité.

Exercice 4 (Mines MP/MPI - 2023)
Soit M € .#,(C) admettant n valeurs propres distinctes. Montrer que 1'’ensemble des matrices qui commutent avec M est
Vect (I, M,...,M"™1).

Exercice 5 (Mines MP/MPI - 2021)
Soit A € .#,(R) une matrice telle que A2=(trA)A+1 n-
1. Montrer que A est diagonalisable dans .#,(R).

2. Pour quels entiers 7 existe-t-il de telles matrices A?

Exercice 6 (Mines MP/MPI - 2021)
Soient A € .4y, ,(R) et B € ./, »(R). On suppose AB diagonalisable et inversible. Montrer que BA est diagonalisable.

Exercice 7 (Mines MP/MPI - 2019)

1 1 0
SoitA=|-3 -2 0f.
0 0 1

1. Déterminer les sous-espaces de R® stables par A.
2. Déterminer les M € .#3(R) telles que AM = M A.

Exercice 8 (Mines MP/MPI - 2021)

0 a —c
Soient (@, b,c)eR3etA=|-a 0 b |e.#®R.
c -b 0

1. Déterminer un réel d pour lequel A%+ dA=0.
2. Exprimer, pour n € N*, A% en fonction de 7, d et AZ.

3. Montrer que exp A = I3 + @ A+ BA? pour des réels « et § a déterminer.
Exercice 9 (Mines MP/MPI - 2016)

p
Soient n, p dansN*, A, By, ..., B, dans M,(C), by, ..., b, des complexes distincts. On suppose que pour tout k € [0; p], Ak = Z bel-.
i=1
1. Montrer que pour i € [1; p], B; € C[Al.
2. Montrer que A est diagonalisable.

3. Calculer A* pour k€ N.
Exercice 10 (Mines MP/MPI - 2019)
1. Soit ¢ unisomorphisme du groupe G sur le groupe H. Montrer que x est générateur de G si et seulement si ¢ (x) est générateur
de H.
2. Montrer qu'un sous-groupe d'un groupe monogene est monogene.
Exercice 11 (Mines MP/MPI - 2024)
Soient E un K-espace vectoriel et u € £ (E).

1. On suppose que E est de dimension finie. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) keru = ker u?
(i) Im u=1Im u?
(iii) kerueoImu=E.

2. En dimension infinie, donner des contre-exemples.

3. En dimension finie ou infinie, montrer que : (iii) <= ((i) et (ii)).
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Exercice 12 (Mines MP/MPI - 2023)

1. Soit f € Z (M, (K),K) vérifiant : V (A, B) € .4, ([K)Z,f(AB) = f(BA). Montrer que f est proportionnelle a la trace.
2. Soit g € L (A, (K)) un endomorphisme d’algebre. Montrer que tr og = tr.

Exercice 13 (Mines MP/MPI - 2021)

+00

. . e 2 _ . . ..
Soit f: R3 — Rla fonction définie par f(a,b,c) = f (x3 +ax®+bx+ c) e >*dx. Justifier 'existence de [ ettrouver son minimum.
0

Exercice 14 (Mines MP/MPI - 2023)
Soient (E,(, )), un espace euclidien, H et K deux hyperplans de E, sy et sk les symétries orthogonales associées. Montrer que sy et
sk commutent si et seulement si H = K ou si HL c K.

Exercice 15 (Mines MP/MPI - 2023)
Soit a €]0,1[. On définit (1) par up = aet,pour n €N, Uy = Up + uiln(un).

1. Montrer que (u,) est définie et étudier sa convergence.
X

2. Onpose F:x— . Montrer que F (un+1) — F (up) o 1.
—+00

a t’lnt

3. En déduire un équivalent de F (u;). Qu’en déduire sur u,?
Exercice 16 (Mines MP/MPI - 2019)

ok k
Soient f une fonction continue de [0, 1] dans R telle que f(0) =0 et pour n€N. u, = Z —zf (—2)
k=11 n

1. Montrer que u, — 0.

2. Si f est dérivable en 0, que dire de (1) ;51 ?

Exercice 17 (Mines MP/MPI - 2018) )
@

Soit f € FL([1, +oo[,R) telle que f’2 est intégrable sur [1, +oo[. Montrer que ¢ — = est intégrable sur [1, +oo].

Exercice 18 (Mines MP/MPI - 2019)
+00

Si a € R, I'intégrale f sin (x%) dx est-elle convergente?
0

Exercice 19 (Mines MP/MPI - 2024)

L ng
Pour tout n€ N, on pose : I, = ﬁdt'
0 -t

1. Montrer la convergence de I,,.
2. Ftudierla convergence et la limite éventuelle de (I,).

3. Trouver un équivalent simple de I,,.
Exercice 20 (Mines MP/MPI - 2024)
2n
Soit f: x —»/ In (x* —2xcos(z) +1)dt.
0

1. Donner le domaine de définition et étudier la continuité de f.

2. Donner une expression de f(x).
Exercice 21 (Mines MP/MPI - 2013)
/2 +00
Soit uy, =f sin” rdt. Calculer ) (-1)"u,.
0

n=0
Exercice 22 (Mines MP/MPI - 2023)
Pour tout 7 € N* et x € RT, on pose f;,(x) = —*——.
pose fn(x) Vnn+x)

+00
1. Montrer la convergence simple de Z fn surR*. On note f = Z fn-

n=1
2. Montrer que la série Z fn converge normalement sur les segments de la forme [0, M] avec M > 0. Y a-t-il convergence nor-
male sur R*?

3. Etudier la continuité de f. Montrer que f est de classe C! sur ]0, +ool.
—+00

n
1
4. Soient n =1 et xo = n. Montrer : f (xg) = Z 7 En déduire : f(x) o +00.
-12Vk

5. Montrer que f(x)x = o(x).

—+
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Exercice 23 (Mines MP/MPI - 2024)

n
n c L. N Un
On pose ug =1 et Uy, = % > (k) Uk Up_ pour tout n. Trouver u, en considérant la série entiére ) ;x"-
k=0 n=0 "t

Exercice 24 (Mines MP/MPI - 2024)
On considere I’équation différentielle (E) : 2xy” + y' —y =0.
1. Montrer que (E) posséde une unique solution f sur R telle que f(0) = 1 et qui soit la somme d’une série entiére.
2. Donner une expression de f al’aide de fonctions usuelles.

3. Al'aide du changement de fonction inconnue y = z f, résoudre (E).

Exercice 25 (Mines MP/MPI - 2023)

1. Résoudre I'équation : (1 + %) y" + 41y’ + 2y = 0 sur R en cherchant des solutions développables en série entiére.

2. Résoudre: (1+12)y" +4ry' +2y = IJFIIZ'

Exercice 26 (Mines MP/MPI - 2017)

Soient a et b deux fonctions continues sur R et de période 1 et y une solution de y” + ay’ + by = 0 telle que y(0) = y(1) = 0. Montrer
que pour tout k€ Z, y(k) =0.

Exercice 27 (Mines MP/MPI - 2024)
Extremade f: (x,y) € R2 — xe¥ + ye*.

Exercice 28 (Mines MP/MPI - 2018) ) )
Déterminer les fonctions f € (R, R) telles que la fonction g: (x, y) € R? — f(x? — y?) vérifie g—% =1+ %
X y

Exercice 29 (Mines MP/MPI - 2024)
Un magasin dispose d'un stock de N produits. Le nombre de clients qui passent dans une journée suit la loi de Poisson de parametre
A et chaque client a une probabilité p d’acheter le produit. Quelle est la probabilité que le magasin soit en rupture de stock avant la
fin de la journée?

Exercice 30 (Mines MP/MPI - 2024)
Soient n € N* et X,..., X,, variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans R**. Calculer E (H) pour k € [1;n].
n

Exercice 31 (Mines MP/MPI - 2018)
Soient Xj,..., X, des variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Bernoulli de parameétre p. On pose D = Diag(Xj,..., X,) et
M=PDP ! ouPeGL,(R).
1. Lois et espérance de tr (M), det(M) et rg (M) ?
2. Probabilité pour que les sous-espaces propres de M aient tous la méme dimension?
3. Soit U = (X3,..., X)) et A= UTU. Donner la loi des coefficients de A. Donner la loi de tr (A) et rg (A).
Exercice 32 (Mines MP/MPI - 2016)

Pour un entier n = 2, on donne M € My(C) ol m;; sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes et de méme loi,
admettant une espérance. Pour A € C, déterminer lespérance de y ps(A).
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Mines

Exercice 33 (Mines MP/MPI - 2021)

1. Soit M € .#,(C). Montrer que M est nilpotente si et seulement si, pour tout k € N*, tr (M k) =0.
2. Soient G un sous-groupe fini de GL,(C), N € N* tel que, pour tout M € G, MN =1, et (M;,..., M) une base de Vect(G).
Montrer que I'application A € G— (tr (AM)), ..., tr (AM))) est injective. Qu’en déduit-on sur G?

Exercice 34 (Mines MP/MPI - 2018)
Soient m et n deux entiers strictement positifs. Trouver tous les morphismes de groupes de (GL,(R), x) dans (Z/mZ2,+).

Exercice 35 (Mines MP/MPI - 2024)
Soient G un groupe fini et Q = G? que 'on munit de la probabilité uniforme.
Onpose: C={(x,y) € G} xy=yx} et p=P(C).
1. Montrer que p > 0. Quediresi p=1?
Dans la suite, on suppose que G n’est pas commutatif.
2. Calculer p lorsque G =.¥3 puis lorsque G = .%5.
3. On définit la relation ~ sur G? par: x ~ y < 3g € G, x = gyg~'. Montrer que ~ est une relation d’équivalence.

4. On note s le nombre de classes d’équivalence. Montrer que : p = m.

Exercice 36 (Mines MP/MPI - 2021)
Soit G un sous-groupe fini de GL;(C) tel que GN SL,(C) = {I»}. Montrer que G est cyclique.

Exercice 37 (Mines MP/MPI - 2017) )
I

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, G une partie finie et non vide de GL(E) stable par produit et p = €l Z g.
geG

1. Montrer que G est un sous-groupe de GL(E).

2. Montrer que p est un projecteur d’image E¢ = [ ker(g —1dg). En déduire une expression de dim E G,
geG

Exercice 38 (Mines MP/MPI - 2024)

Soit J = (?" é”) € Mo R). Soit G={M € M, R), MTJM = J}.
n n

1. Montrer que G est un sous-groupe de GLy, (R).

2. Caractériser les éléments de 05, (R) N G.
Exercice 39 (Mines MP/MPI - 2024)

1. Soient M € .#y,,(K) et N € ., »(K). Trouver une relation entre yan et yyu.

2. Soit A€ GL,(K). Onpose B = (1+ai,j),_; i, on écrit A~ = (s; ;) etonposeenfinS= ) s;;. Trouver une relation

1<i,js<n -
1<i,js<n

entre det A,detB et S.

Exercice 40 (Mines MP/MPI - 2024)
Quelles sont les M € .#,(C) telles que I'ensemble {M*; k € N} soit fini?

Exercice 41 (Mines MP/MPI - 2024)
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € .Z(E).

1. Soit F un plan stable par f. Montrer qu'il existe P € K[X] non nul de degré au plus 2 tel que : F c ker P(f).
2. Soit P € K[X] non nul de degré 2 divisant le polyndme minimal de f. Montrer qu’il existe un plan F stable par f tel que
F ckerP(f).

Exercice 42 (Mines MP/MPI - 2024)
Soient K un corps et E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € £ (E). Donner une condition nécessaire et suffisante sur y,
pour que les seuls sous-espaces stables par u soient {0} et E.

Exercice 43 (Mines MP/MPI - 2024)
Soit A € .#,(R) diagonalisable sur C. Montrer que A est semblable sur R a une matrice diagonale par blocs dont les blocs diagonaux

. . . -b
sont soit de taille 1, soit de la forme (a a ) avec (a,b) € R x R*.

b
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Exercice 44 (Mines MP/MPI - 2024)
Soit n € N*. Soit A = (a,-,j) € M(R) définie par a; j = jsii # j et 0 sinon.

1. Calculer det (A + kI,) pour k€ {1,2,...,n}.

2. (a) Montrer que A a n valeurs propres distinctes.

nook
(b) Pour A valeur propre de A, montrer que Z — =1
oAtk

3. Déterminer la somme et le produit des valeurs propres de A.
Exercice 45 (Mines MP/MPI - 2023)
Soient E un K-espace vectoriel et f € Z(E).
1. Soit P € K[X] annulateur de f tel que 0 soit racine simple de P. Montrer que : E =Im f @ ker f.
On suppose dans la suite que K = C et que E est de dimension n € N*,
2. Soit g€ Z(E) tel que fg = 0. Montrer que f et g sont cotrigonalisables.
3. Soit fi,..., fp € Z(E) qui commutent. Montrer que fi, ..., f, sont cotrigonalisables.
4. Soient fi,..., fy € Z(E) nilpotents qui commutent. Calculer fjo---o f,.

Exercice 46 (Mines MP/MPI - 2023)
Soient A, B,C, D € .#,(C) telles que CD = DC.

1. Montrer que det (é g) =det(AD - BQ).

2. Soient A€ GL,(C),B,C e .#,(C) et A € C. Montrer I'équivalence des énoncés suivants :
: ATlc
(a) A estvaleur propre de la matrice ( I, Al B)'
(b) il existe x € C"\{0} tel que la fonction ¢ — e*! x soit solution de Ay” — By’ —Cy =0.

Exercice 47 (Mines MP/MPI - 2021)
Soient n e N*, E=Ry,[X],aeR\Z, ®,: P E~ (X2 - 1) P'—2(nX — a)P. Montrer que @, est un endomorphisme de E. Déterminer

ses valeurs propres et ses vecteurs propres.

Exercice 48 (Mines MP/MPI - 2021)
Soient n=2,ag,ay,...,a, desréels et by, by, ..., b,—2 des réels non nuls. Montrer que la matrice

a by O e 0
by a1 b :
M=o b a 0
: - by
0 -+ 0 bpo ap
possede n valeurs propres
Exercice 49 (Mines MP/MPI - 2021) .

Soient r € N*, Ay,..., A, des nombres complexes deux a deux distincts, ay,...,a, des éléments de N*, n = Z a;, A€ 4y (C) diago-
i=1

nalisable telle que y 4 = [T}_, (X =A%, C(A) = {Me #,(C); AM = MA}
;
1. Montrer que C(A) est un sous-espace de .#,(C) de dimension Z a?.
i=1
2. Soit C'(A) = {X € #,,(C); VM € C(A), XM = MX}. Montrer que C'(A) = C[A].
Exercice 50 (Mines MP/MPI - 2021)

Pour toutes matrices A et M € .#;,(R), on pose ¢ 4(M) = tr (AM) et fa(M) = AM - MA.
1. Montrer que 'application (U, V) — tr (UT V) est un produit scalaire sur .#Z, (R).
2. Montrer que, pour toute forme linéaire ¥ sur .4, (R), il existe une unique matrice A € .#,(R) telle que ¥ = ¢ 4.
3. Soit N € .#,(R) une matrice nilpotente. Montrer que ker (fy) < ker (¢ ). Montrer qu'il existe une forme linéaire v telle que

dn=vo fn.

4. Montrer qu'il existe B € .#,(R) telle que N = BN — NB.

Exercice 51 (Mines MP/MPI - 2019)
SineN* et Ae .4, (C), déterminer le spectre de la comatrice de A.
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Exercice 52 (Mines MP/MPI - 2018)
Soient E un R-espace vectoriel de dimension n et f € .2 (E). Montrer que f est diagonalisable si et seulement si il existe 7 hyperplans
Hy,...,H, de E, stables par f telsque Hyn...n H, ={0}.

Exercice 53 (Mines MP/MPI - 2012)
Soit A, B € M, (C).
1. On suppose que, pour tout M € M, (C), Y aAM+B = X AM-
(a) Montrer que B est nilpotente.
(b) Montrer que, pour tout M € M, (C), tr (BAM) =0.
(c) Endéduire que BA=0.
2. Onsuppose que BA =0 et B nilpotente. Montrer que, pour tout M € M, (C), Y aM+B = X AM-
Exercice 54 (Mines MP/MPI - 2023)
Soit A={neN,2" +1=0[nl}.
1. Montrer que 3 est'unique nombre premier appartenant a A.

2. Montrer que A contient toutes les puissances entiéres de 3.

Exercice 55 (Mines MP/MPI - 2023)

1. Soit n > 6 un entier. Montrer qu'il existe un couple (a, b) € (N\{0,1})? telque a+ b=netaAb=1.
2. Soit (p,) la suite croissante des nombres premiers. Montrer que, pour tout k =3, p1-++ pi = Pi+1 + Pr+2-
Indication : Utiliser la premiére question avec n = p; -+ p.
Exercice 56 (Mines MP/MPI - 2024)
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
1. Soient ue Z(E,F) et ve Z(F E) tels que uvu = u et vuv = v. Montrer que E = ker(u) & Im (v).
2. Soient u € Z(E, F), E1 un supplémentaire de ker u dans E, F) un supplémentaire de Im (1) dans F. Montrer qu’il existe un
unique v € .Z(F E) telquekerv=F;,Im v =E}, uvu=uet vuv = v.
Exercice 57 (Mines MP/MPI - 2023)
Soient E un R-espace vectoriel, f et g deux éléments de .2 (E) tels que fg— g f =idg.
1. Montrer que E est de dimension infinie ou nulle.
2. Montrer que f n’est pas nilpotent.

3. Donner un exemple de triplet (E, f, g) vérifiant les conditions précédentes.

Exercice 58 (Mines MP/MPI - 2022)

. A B
Soientn,pel\lavecl<p<n.Sthz(

c D) € Mn(R), avec A€ GLy(R).

X
1. Montrer que ®: ( ) — Y estun isomorphisme de ker M sur ker (D— CA™!B).

Y

2. En déduire que rg (M) = p si et seulement si D= CA™'B
Soit V un sous-espace vectoriel de .#,(R). On note p = max{rg (M), M € V}. Le but des questions suivantes est de montrer
que V est de dimension inférieure ou égale a np.

. e I, 0 N . N .
3. Pourquoi peut-on supposer, sans perdre de généralité, que ( é’ 0) appartient a V'? On fait cette hypotheése dans la suite.

4. SOltW={(BT A

B
0 );A €EM,_,[R),Be //lp'n_p(lR{)} Montrer que VN W = {0}

5. Conclure.

Exercice 59 (Mines MP/MPI - 2018)
Soit u un endomorphisme d’'un espace vectoriel E de dimension finie. Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, on note

+00 +00
ur 'endomorphisme induit par u sur F. On pose N = | ] ker(u”) et I = () Im (uP).
p=0 p=0
1. Montrer qu'il existe n € N tel que N = ker(u") et I =Im (u").
2. Montrer que N et I sont supplémentaires et stables par u. Montrer que uy est nilpotent et u; est bijectif.

3. Réciproquement, on suppose que E = F& G avec F et G stables par u, ur nilpotent et u; bijectif. Montrer que N=Fet [ =G.
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Exercice 60 (Mines MP/MPI - 2017)
Soient E=K" et f € Z(E).

1. Montrer '’équivalence entre :

@ f2=0
(b) ilexiste g,he L (E),goh=fethog=0.

1 2 3
2. Pour n =3, on prend f € Z(R%) telle que sa matrice dans la base canoniquede R3est | 1 2 3 |. Déterminer g et h.
-1 -2 -3

Exercice 61 (Mines MP/MPI - 2011)
Soit E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f € Z(E, F).
1. On suppose dim E = dim F. Montrer que f est un isomorphisme si, et seulement si, Vg € Z(F E),fogo f=0=> g=0.

2. Onnote & (f) ={ge Z(FE), fogo f =0} Montrer que 7 (f) est un espace vectoriel et donner sa dimension.
Exercice 62 (Mines MP/MPI - 2023)

n

D 2k

k=1

Soient n € N*, z1,...,z, des nombres complexes non nuls de méme module tels que, pour tout i € [1;n],

Gatutr £ 5| £ i)

k=1 k=1 %k

n
Y Ze—zi
k=1

Exercice 63 (Mines MP/MPI - 2024)

n
Pour M € ., (R), on dit que M est stochastique si: Y(i, j) € [1;n]?, m; j =0 et Vi€ [1;n], Y m; j = 1. Soit A € .4, (R). Trouver une
j=1
condition nécessaire et suffisante pour que exp(zA) soit stochastique pour tout ¢ € R*.

Exercice 64 (Mines MP/MPI - 2024)

1. Soientn=2etB = (bivj)lsi,jsn € ./ (R) a coefficients entiers telle que, pour tout i, b; ; soit impair et, pour tout (i, j) avec
i # j, b; j soit pair. Montrer que B est inversible.

2. La propriété est-elle encore vérifiée lorsqu’on intervertit « pair » et « impair » ?

Exercice 65 (Mines MP/MPI - 2023)

1 1 o -+ 0
0 :
SoientA=|: .. .. .. o|etN=A-1I,.
: . R |
0 -+ - 0 1

Soit (E) 'équation matricielle X2 = A.

1. Quelles sont les matrices qui commutent avec N ?

1 aa a anp-1
0 .
2. Montrer que les solutions de (E) sontdelaforme X =+|: . . . 0 |-Montrer qu’il y a au plus deux solutions.
: Lo a4
0 -+ -« 0 1

3. Rappeler le développement limité a I'ordre n de x — v/1 + x. Résoudre (E).
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Exercice 66 (Mines MP/MPI - 2021)
Soient E un K-espace vectoriel et 7 € N*. Un hyperplan de E est défini comme supplémentaire d'une droite vectorielle.

1. Montrer qu'un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan si et seulement s'il existe ¢ € E* non nulle telle que H = ker?.

2. Pour A € ., (K) on note @4 la forme linéaire M — tr (AM). Montrer que 'application @ : A+— ®4 est un isomorphisme de
My, (K) sur son dual.

3. Montrer que

0 0 1
1

C= Oe.a,0
0 1 0

est inversible. Calculer tr (J,C).
4. En déduire que tout hyperplan de .}, (IK) contient une matrice inversible.

Exercice 67 (Mines MP/MPI - 2018)
Soit N une matrice nilpotente de My (K). Comparer ker N et ker(exp(N) — I;)

Exercice 68 (Mines MP/MPI - 2013)
Soit K un corps, A € M, (K) non nulle. Montrer I’équivalence entre
1. Aestinversible,
2. pour tout M € M, (K), 1g (AM) =1g (M A).
Exercice 69 (Mines MP/MPI - 2012)
Soit n =2 et .4 I'’ensemble des matrices nilpotentes de M, (R).
1. Lensemble .4 est-il un sous-espace vectoriel de M, (R) ?
2. Déterminer le sous-espace engendré par ./
Exercice 70 (Mines MP/MPI - 2024)

Soient nn = 2 et E un ensemble a n éléments. On pose N =2""—1et Ej,..., Ey les parties non vides de E. Soit A = (ai,j)
oua;j=1siE;nE;#@,et0sinon. Calculer det A.

€ MnR)

1<i,j<N

Exercice 71 (Mines MP/MPI - 2024)
Soient E un C-espace vectoriel et fi,..., f,, des formes linéaires sur E. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) (fi,..., fp) estlibre,
ii) 'application ¢ : x — (fi(x),..., f»(x)) est surjective de E sur C”,

iii) il existe xi,...,x, € E tels que det((f,- (x;)) ) #0.

1<i,j<p
Exercice 72 (Mines MP/MPI - 2024)
Soit P un polynéme a coefficients complexes.
1. Donner la décomposition en éléments simples de P’/ P.

2. Montrer que I'enveloppe convexe des racines de P’ est incluse dans I’enveloppe convexe des racines de P. Que dire si P est
un polyndme a coefficients réels scindé dans R?

3. Montrer que si un demi-plan fermé H contient une racine de P’ alors H contient une racine de P.
Exercice 73 (Mines MP/MPI - 2023)

1. Montrer qu’il existe une unique suite (P,;) de polynémes a coefficients dans Z vérifiant: Vn e N,Vx € R*, P, (x + %) =x"+ Ln

X
2. Soit a € Q tel que cos(an) € Q. Montrer que : 2cos(arn) € Z.

Exercice 74 (Mines MP/MPI - 2023)
On pose By =1 et pour tout k € N*, By = %X(X— D...(X-k+1).

1. Montrer que pour tout N € N, la famille (By, ..., By) est une base de Ry[X].
2. Soit P € R[X]. Montrer que si P(N) c Z alors P(Z) c Z.

3. Soit P € R[X]. Montrer que si exp(2inP(n)) 1 alors P(Z) c Z.

4

. Soit P € R[X]. Montrer que si P(n) — | P(n)] 1 alors P(Z) c Z.

n—+oo

n—+oo
Exercice 75 (Mines MP/MPI - 2023)

1. Soit P un polyndéme irréductible dans Q[X]. Montrer que les racines complexes de P sont simples.

2. Soient ke N*, P € Q[X] non constant avec deg(P) < 2k—1, @ € C une racine de P de multiplicité k. Montrer que « est rationnel.
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Exercice 76 (Mines MP/MPI - 2013)

. . . . (14 . P(X) s
Soit P € R, [X] unitaire. Donner la décomposition en éléments simples de X=D. (X=7)" En déduire que
n!
max_|P(k)| = —;.
kefo;n] 2

Exercice 77 (Mines MP/MPI - 2017)
Soit E un espace euclidien de dimension #n. La famille (x1,..., xp) est dite obtusangle lorsque pour tout i # j, {(x;, x;} <0.

1. Montrer que si (x1,..., Xp) est obtusangle et (11, ..., ) sont des réels quelconques, alors

2. Montrer qu’il existe une famille (u,..., u,+1) de vecteurs unitaires vérifiant <ui, u j> = —% sii#j.

p

Y Ailx;

i=1

<

p
Z/l,-xi
i=1

En déduire que p<sn+1.

3. Montrer que si la famille (u,, ..., u,+1) de vecteurs unitaires vérifiant (ui, uj) =a<0sii#jalorsa= —%.

Exercice 78 (Mines MP/MPI - 2024)
Soit (a, b, x¢) une famille libre d'un espace euclidien E. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu'’il existe un endomor-
phisme u de E tel que u(xg) = a et u* (xg) = b.

Exercice 79 (Mines MP/MPI - 2019)

Soient E un espace euclidien, a et b deux vecteurs non nuls de E. Pour x € E\{0}, soit f(x) = (x,

%};,b). Déterminer la borne
X

supérieure et la borne inférieure de f.

Exercice 80 (Mines MP/MPI - 2012)
Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3, r la rotation d’angle 8 autour de 'axe dirigé par un vecteur unitaire u et s une
symétrie orthogonale de E. Reconnaitre soros.

Exercice 81 (Mines MP/MPI - 2024)
Soit M € .#,(R). Montrer qu'il existe une base orthonormée (ey, ..., e,) de R” telle que (Mejy, ..., Mey) soit orthogonale.

Exercice 82 (Mines MP/MPI - 2024)

k 1 0 - 0
1 :
Soit k unréel fixé. Onpose A=|qg .. *-. °-. o|€#n(®).Montrerque max A=k+1let min A= k-1.
AeSpA AeSpA
: T |
o -+ 0 1 k
Exercice 83 (Mines MP/MPI - 2023)
a b c
Soient a,b,ceRet A(a,b,c)=|c a b].
b ¢ a

1. Montrer que A(a, b, ¢) est dans SO3(R) si et seulement si a, b, c sont les racines d'un polyndéme X3—_X%2+tout appartient a
un intervalle I que I'on déterminera.

2. Soit a, b, ¢ € R. Déterminer une droite et un plan stables par A(a, b, ¢).

3. Si A(a, b, ¢) € SO3(R), caractériser 'endomorphisme canoniquement associé.

Exercice 84 (Mines MP/MPI - 2018)
Soit A€ M, (R)

1. Montrer que AA” et AT A ont méme polynéme caractéristique.
2. Montrer que AAT et AT A sont semblables.
Exercice 85 (Mines MP/MPI - 2024)
Pour a € R et P € R[X], on pose N, (P) = |P(a)| +f1 |P|.
1. Montrer que, pour tout a € R, N, est une n(z)rme.

2. Soient a, b € R. Les normes N, et N, sont-elles équivalentes?
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Exercice 86 (Mines MP/MPI - 2024)
On munit E = €°([a, b],R) de la norme de la convergence uniforme. Soit (x;);<;<;, des points distincts de [a, b] et ( y,-)
Montrer que 'adhérence de 'ensemble {P € R[X]; Vi € [1,n], P (x;) = y;i} est{f € E;Vi € [1,n], f (x;) = yi}.

des réels.

1<isn

Exercice 87 (Mines MP/MPI - 2023)
Soient (E, || ) un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E. Soit f: x € E— d(x, A) = inf{|x—al,a € A}.

1. Montrer que f est 1-lipschitzienne.

2. Montrer que A est fermé si et seulement si A= f~1({0}).

3. Montrer que tout fermé de E est intersection décroissante d’ouverts.
4

. Montrer que tout ouvert est union croissante de fermés.
Exercice 88 (Mines MP/MPI - 2023)

oo 1\k 1
On munit E = ¢°((0,1],R) de la norme |||o. Si f € E, on pose u(f) = )_ (——) f(—).
k=1

1. Montrer que u est bien définie sur E.

2. Montrer que u est continue sur E et déterminer sa norme subordonnée.

Exercice 89 (Mines MP/MPI - 2023)
Soient (E, ||-|1) un espace normé réel, p € N*, (xy,...,x,) € EP.

p
Y Aixi
i=1

2. En déduire que I'’ensemble des (xl, s x,,) € EP tels que [xl,...,xp) est libre est un ouvert de EP. Retrouver ce résultat plus
simplement si E est de dimension finie.

1. Montrer que (xi,...,x,) est libre si et seulement si inf{ (A, Ap) € IR”} >0

Exercice 90 (Mines MP/MPI - 2023)
Lorsque J est un intervalle de R, on pose S,,(J) = {M € ., (R),Sp(M) < J}.

1. Soit I un intervalle de R. Montrer que S, (I) est convexe.
2. Montrer que S, (I) = S,,(I).
Exercice 91 (Mines MP/MPI - 2021)

Soit n € N*. On munit R” d’'une norme || . Soit f : R” — R continue. Montrer que 'image réciproque par f de tout compact est
compacte si et seulement si | f(x)| — +oo lorsque || x|| — +oo.

Exercice 92 (Mines MP/MPI - 2019)
Soient 1 € N*,(Ag) k=0 €t (Br) k=0 deux suites d’éléments de M,,(R) convergeant respectivement vers A et B.
1. On suppose que, pour tout k € N, Ay et By sont semblables. Les matrices A et B sont-elles semblables?
2. Que dire si, pour tout k € N, A et Bi sont orthogonalement semblables?

Exercice 93 (Mines MP/MPI - 2019)
Soient (E, || [I) un espace normé réel, K un compact non vide de E, f une application de K dans K telle que V(x,y) € K2 x # y=

[fe=fmll <lx-vyl
1. Montrer que f admet un unique point fixe, que I'on note x.

2. Soit (X) pen € KN telle que VneN, x,41 = f (x,). Montrer que (x,) ,en CONVerge vers Xx.

Exercice 94 (Mines MP/MPI - 2018)
Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, K une partie compacte d’intérieur non vide de E. Montrer que
{ue Z(E), u(K) < K} est une partie compacte de .2 (E).

Exercice 95 (Mines MP/MPI - 2017)

1. Montrer que 'application M — y s est continue sur M, (C).

2. Soit A€ M, (C) diagonalisable. Montrer que S(A) = {P"! AP, P € GL,(C)} est fermé. Réciproque?
3. Montrer que si A est nilpotente alors 0 € S(A). Réciproque?
4

. Caractériser les matrices A pour lesquelles S(A) est bornée.

10
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Exercice 96 (Mines MP/MPI - 2013)
On admet le résultat suivant : si (1) est une suite positive telle que, pour tout k,! € N*, ur,; < uru;, alors la suite ({/uy) est

convergente. On munit M, (C) d'une norme ||| d’opérateur.

1. Montrer que la suite (|| A¥| I/k) converge. On note p(A) sa limite.

2. Soit N une norme sur M, (C). Montrer que (N(AX)!/¥) converge vers p(A).
3. Montrer que, pour tout A, B dans M, (C), p(AB) = p(BA).
4. On suppose que A est diagonalisable. Montrer que p(A) = max|Sp(A)|.
5. On suppose toujours A diagonalisable. Montrer I’équivalence entre
@ AF—o0
(b) VX €My (C), AXX—0
(c) p(A <1

Exercice 97 (Mines MP/MPI - 2012)
Pour p>1, onpose Qp = pXP — (XP71+---+ X +1).

1. Montrer que 1 est racine simple de Q.

2. Montrer que toute racine de Q,, différente de 1 est de module strictement inférieur a 1.
3. Montrer que Q, n'admet que des racines simples dans C.
4

. Soit A€ My, (R) telle que Q,(A) = 0. Convergence et limite éventuelle de (AK) keN?

Exercice 98 (Mines MP/MPI - 2024)
Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, f : R — E continue en 0. Montrer que f est dérivable en 0 si et seulement si

X — M possede une limite quand x — 0.

Exercice 99 (Mines MP/MPI - 2023)
X
Soient i :R — R* continue, £ € R**,n € N*. On suppose h(x)/ h" ., (- Déterminer un équivalent de 1 en +oo.
0 —+00

Exercice 100 (Mines MP/MPI - 2018)
On munit R” de sa structure euclidienne canonique. Soit f € (R, R"). On suppose que f et f” sont bornées.

1. Soit x € Ret h > 0. Montrer que | f'(x)| < % + % 1"l oo
2. Montrer que f’ est bornée et que ||f’||(2>o <4l I1f" | -

Exercice 101 (Mines MP/MPI - 2011)
Soient f et g deux applications continues de [0, 1] dans lui-méme telles que fo g = go f. Soit Al'ensemble des points fixes de f.
1. Montrer que A contient un plus grand et un plus petit élément.

2. Montrer qu’il existe x dans [0, 1] tel que f(x) = g(x).

Exercice 102 (Mines MP/MPI - 2024) '
Soit f: R* — R une fonction de classe ¢! telle que f(x) — +oo et f'(x) — 0 quand x — +oo. Montrer que {elf(”), neN} est dense

dans le cercle unité.

Exercice 103 (Mines MP/MPI - 2024)
Soit (uy);>1 a valeurs dans [0,1]. On dit que (u,) est équirépartie si et seulement si, pour tous a < f dans [0,1], on a

1

s card{k € [1,n],a < u, < B} o Ba
1. On suppose (u,) équirépartie. Montrer que (u,) diverge. Montrer que {un, ne N*} est dense dans [0, 1].
2. Montrer I’équivalence entre :

i) (uy) est équirépartie,

1 !
.o 0 . - _
(i) Vfe€?(0,11,0), lim — k;f(uk) —fo f(ndz,
1z :
(i) VmeN*, lim — ) " =0,
n—+oo n =1

Exercice 104 (Mines MP/MPI - 2024)
Ftudier la convergence de la série Z sin(mwen!).

11
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Exercice 105 (Mines MP/MPI - 2024)

!
Soit f une fonction de classe 4! de R*dans R™* telle que ]}((;C)) e, oo Montrer que ) f(k) converge et donner un équivalent
+00
e ) fk).
k=n

Exercice 106 (Mines MP/MPI - 2024)
1 +00 (_ 1) n

Soit x € R\(-N). Mont T )
oit x € R\(=N). onrerquenzox(x+1) ‘(x+n) eng’on!(x+n)

Exercice 107 (Mines MP/MPI - 2024)

n—k
Déterminer la limite de la suite de terme général u,, = Z ( ) .
k=o\ 7

Exercice 108 (Mines MP/MPI - 2023)

1. Soit )_ u, une série a termes positifs. On pose S, = Z uy. Montrer que si ) u, diverge, alors Z — diverge aussi.
k=0 Sn

2. Soit Z ¥n une série a termes complexes telle que, pour toute suite (x,) qui tend vers 0, la série Z Xnyn converge. Montrer
que )_|y»| converge.

Exercice 109 (Mines MP/MPI - 2022)
Soit (u5) une suite réelle qui ne s’annule pas, telle que u"“ =-1+ % +0 (#) Discuter la convergence de Z Uy.

Exercice 110 (Mines MP/MPI - 2022)

1. Montrer que, si xe R**, Ly L _ 2_>o.
a VX Vx+2 Vx+1
+00 (—l)k

2. Pour n € N*, justifier L'existence de R;, =

k=n \/E '
3. Quelle est la nature de ) _ R, ?
Exercice 111 (Mines MP/MPI - 2021)
On considere la fonction f: x — % +e *etl’équation (E,;) f(x)=
1. (a) Montrer que, pour n assez grand, (E,) posséde deux solutions a,, <0 < by,.

(b) Montrer que (a,) et (b,) convergent et donner leurs limites.

2. (a) Trouver Aet a tels que a, ~ %

(b) Donner un équivalent de a,, — n—f}x

3. (a) Trouver un équivalent simple §, de b,,.
(b) Donner un équivalent de b,, — 8.

Exercice 112 (Mines MP/MPI - 2021)

n

n
= 1) Zak Discuter de la

Soit a € R**. On considere la suite (ay) 1 définie par a;, a; € R avec a; + az > 0 et, pour n =2, d,. =
convergence (a,) en fonction de a.

Exercice 113 (Mines MP/MPI - 201 7)
=Dt Z Déterminer la nature de ) uy,.

Vn Ek

Exercice 114 (Mines MP/MPI - 2016)
Soit (u,) nen+ une suite de réels strictement positifs telle que, pour tout n € N*, u,1 = u, +

Pour n € N*, soit u,, =

niy,"
1. Déterminer la limite de la suite.
2. Déterminer un équivalent de la suite.
Exercice 115 (Mines MP/MPI - 2012)
P -k
Soit p € N. On note, pour tout n € N*, §h = Z P ) . i i ) nen+ et (Sz)pe,\,,
ico\k) n+k

12
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Exercice 116 (Mines MP/MPI - 2024)
Soit f:R™ — R*une fonction continue, strictement croissante telle que f(0) =0

1. On suppose que f est de classe ¢’'. Montrer que

X fx)
Vx>0,f f(t)dt+f Floder=xfx).
0 0

n-1 f(x)
2. (a) Soit x> 0. Pour neN* et i € [0;n], on note x; ,, = Wx Montrer que ) xi,n (f (Xi+1,n) = f (xi,n)) —»f f1(ndr quand
0

i=0
n— +oo.

(b) Montrer I’égalité vue en a).

a b
3. Soientae R* et be f:R* — R" continue et bijective. Montrer quef f(nde +f f(ndt = ab.
0 0

Exercice 117 (Mines MP/MPI - 2024)
1
1. Soit f € €°([0,1],R). On suppose que, pour toute fonction ¢ € €’ ([0, 1], R) vérifiant ¢(0) = ¢(1) =0, ’'on aitf fep(nde =0.
0
Montrer que f =0.
1
2. Soient maintenant f,g € %°(10,1],R) telles que, pour tout ¢ € %1([0,1],R) vérifiant ¢(0) = (1) =0, I'on ait f f(Op(nde =
0
1
f g(t)¢'(r)dt. Montrer que g est de classe €’! et déterminer sa dérivée.
0

Exercice 118 (Mines MP/MPI - 2024)
+00
t
Montrer que f: x — f —_
t (e‘ﬁ - 1)

Exercice 119 (Mines MP/MPI - 2023)

. +oo sin® x
Soit a > 0. Etudier la convergence de I'intégrale : f (exp ( ) - 1) dx.
0 X

a

est définie, continue et intégrable sur ]0, +ool.

Exercice 120 (Mines MP/MPI - 2016)

1. Soitu € R, déterminer lim f [sin(At)| dt.

A—+00

2. Soienta,beRaveca<bet f:[a,b] — R continue. Déterminer lim f f@)|sin(At)| dt.

A—+o00
Exercice 121 (Mines MP/MPI - 2012) )
Soit E = ¢°([0,1],R). Pour f € E, on définit ¢(f) par ¢(f)(x) :f min(x, 1) f(¢) dt.
0

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

2. Déterminer les éléments propres de ¢.

Exercice 122 (Mines MP/MPI - 2023)
On pose, pour x € R, f(x) = f " In(1+xe”")dz. Montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0 et expliciter son
développement. ’

Exercice 123 (Mines MP/MPI - 2023)

On note .Z 'ensemble des fonctions f : R** — C continues et intégrables, et & 'ensemble des fonctions f : R™* — C continues telles

fw oo f (w)

T s estintégrable. Si f € &, on pose f(s) =

que, pour tout s > 0, la fonction u — du pour tout s > 0.

1. Quelles inclusions existent entre . et &2

-1

2. Dans cette question, on suppose que f(u) = u*"*, olt @ €]0,1[. Montrer que f; est proportionnelle a f,.

3. Soit f € &. Montrer que f est continue, et déterminer lir+n f(s).
§—+00

13
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Exercice 124 (Mines MP/MPI - 2021)

+00 e—t—x/t
Soitl:x-—»f dt.
0 Vi

1. Montrer que la fonction I est définie sur R*.
2. Montrer que I est C? sur R** et vérifie I'équation différentielle (E) : 2xy” + y' -2y =0.
3. On pose y(x) = z(y/x). Résoudre (E).
4. Donner I'expression de I(x).
Exercice 125 (Mines MP/MtPI -2015)
On pose F(x) :[()+OO ; dt.

+1
. Donner le domaine de définition de F puis montrer que F est continue sur ce domaine. Etudier la monotonie de F.

1
2. Trouver la limite de F en +oo et donner un équivalent de F en +oo.
3. Trouver la limite de F en 0 et donner un équivalent de F en 0.

4. Etudier la convexité de F.

Exercice 126 (Mines MP/MPI - 2024)
n
1
Pourn=0,soitu,:x— | | —.
g X+i
+00
1. Montrer que S = Z uy est définie et continue surR**.
n=0

2. Exprimer S(x + 1) en fonction de S(x) et de x.
Exercice 127 (Mines MP/MPI - 2022)

+00
Montrer que h ) — In(2).

n=1 1+ enh h—07*

Exercice 128 (Mines MP/MPI - 2018)

1. Montrer qu’il existe une unique fonction f : R} — R telle que f tende vers 0 en +oo et, pour tout x >0, f(x) + f(x+1) = Lz
X

2. Montrer que f est continue et intégrable sur [1, +ool.

+00
3. Calculerf fdze.
1

Exercice 129 (Mines MP/MPI - 2017)
n
Soit g €]0,1[. Pour n € N* et x € R, on pose f,(x) = H 1- qu).
k=1

1. Montrer que la suite de fonctions (f},) converge simplement sur R. On note f sa limite.
2. Montrer que f est'unique fonction continue sur R telle que f(0) = 0 et, pour tout x € R, f(x) = (1 — gx) f(gx).

3. Montrer que f est développable en série entiere en 0.

Exercice 130 (Mines MP/MPI - 2024)
Soit (an) ;=0 une suite complexe telle que la série Z na, converge absolument. On note D le disque unité ouvert de C. Soit f : z—

+00
Y anz".
n=0
1. Montrer que le rayon de convergence de f est = 1.

+00
2. On suppose que a; # 0 et que Z nla,l < |a;|. Montrer que f est injective sur D.
n=2

Exercice 131 (Mines MP/MPI - 2024)

b,
Soit (by) la suite définie par by =1 et VneN*, b, = ) "T'k

k=1 *
_1
1. Montrer que VrneN, by, < e

+0oo 1
2. Montrer que la série entiere Z b,x™ aun rayon de convergence R non nul et que Vx €] — R, R|, Z byx" = Py
—e

n=0

3. En déduire une expression sommatoire explicite de b, pour n € N.

Exercice 132 (Mines MP/MPI - 2024)
Déterminer un équivalent de p(n) = card {(x, Y2 € N3, x + 2y+3z= n}

14
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Exercice 133 (Mines MP/MPI - 2018)
Pour neN*,onpose up= ) .
G pen? b
i+j=n
1. Déterminer un équivalent de u;,.
+00
2. Donner le rayon de convergence de Z u,x" et calculer la somme Z u,x".
n=1
Exercice 134 (Mines MP/MPI - 2024)
Soit y une solution sur R** de xy”" + y' + xy =0,

1. Onpose: Vx> 0, u(x) = /xy(x). Déterminer une équation différentielle dont u est solution.

b yuxyv(x)

2. Montrer que[ dx = (uv' - u'v) (b) - (uv' — u'v) (@) avec v vérifiant v" + v = 0.

2

a 4x

3. Montrer que, pour tout a > 0, il existe x, € [a,a+ [ tel que y(x,) =0.
+00 (-1) nx2n

4. Montrer que f:x— )_ W s’annule une infinité de fois.

n=0 n.

Exercice 135 (Mines MP/MPI - 2024)
Soient T € R**, A une application continue et T-périodique de R dans .#},(C). Montrer qu'il existe A dans C* et une application X
de classe ¢! non identiquement nulle de R dans C" telle que, pour tout ¢ € R, X'(#) = A(H) X () et X (¢ + T) = AX(1).

Exercice 136 (Mines MP/MPI - 2024)
Soient E un espace euclidien, u : R — SO(E) dérivable. Montrer I'équivalence entre :
(i) Vs, teR, u(s+1)=u(s)u(r),
() Jae A (E),VteR, u(t) =e?.

Exercice 137 (Mines MP/MPI - 2021)

2n
Soit f une fonction de classe C? de [0,27] dans R telle que f” + f = 0. Quel est le signe de f?
0

Exercice 138 (Mines MP/MPI - 2019)
Soient n € N*, A et B dans .#,,(C). On pose [A,B] = AB— BA, on suppose que A et B commutent avec [A, B]. Pour t € R, soit

F(t) = ethetB o5 1AB]
1. Pour k € N*, montrer que AkB - BAK = kAF-1[A, B].
2. Trouver une équation différentielle vérifiée par f.

_[AB]
3. Montrer que e2*8 = edeBe™ 2 .

Exercice 139 (Mines MP/MPI - 2024)

S . P X+
Déterminer le domaine de définition de f: (x, y) — E 5
n

n=0

. Est-elle continue? de classe €1 ?

Exercice 140 (Mines MP/MPI - 2024)
3

On pose f(0,0) =0 et, pour (x, y) € R2\{(0,0)}, fl,y) = f +y 5. Ftudier la continuité et la différentiabilité de f.
X +y

Exercice 141 (Mines MP/MPI - 2024)

) -1 o —lxI?
Soient E un espace euclidien, ¢ € E* une forme linéaire et f : x — ¢(x)e”*!

. Etudier les extrema de f.

Exercice 142 (Mines MP/MPI - 2023)
Soit K € R. Déterminer toutes les fonctions f :]0,+oo[xR— R de classe € solutions de I'équation x%f{x, V) - y%f{x, ¥ =
Kf(x,y).

Exercice 143 (Mines MP/MPI - 2023)
Soient A€ S;;*(R) et Be R”.Onpose: f: XeR" — XTAX-2BTX.

1. Calculer Vf(X).

2. Montrer que f admet un minimum global et le déterminer.

e

3. Soit (X}) une suite de vecteurs non nuls vérifiant Vk € N, X, = X T
X AXx

Vf (Yk). On suppose que la suite (Xj) est

convergente. Déterminer sa limite.
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Exercice 144 (Mines MP/MPI - 2024)
Onlance N dés. A chaque tour, on relance ceux qui n’ont pas donné 6 lors des tours précédents. Soit S, la variable aléatoire donnant
le nombre total de dés ayant donné 6 au cours des n premiers tours.

1. Montrer que S, suit une loi binomiale dont on donnera les parametres.
2. Montrer que P (U} (S, = N)) =1.
3. Onpose Ty =inf{n e N*,S,, = N} e N* U {+00}.

(a) Donner laloide Ty.

(b) Montrer que Ty admet une espérance et la calculer.

Exercice 145 (Mines MP/MPI - 2024)
1. Soit n € N*. Donner le développement en série entiere de f: — ﬁ
s+n-1

2. En déduire que card {(ky, ..., kn) eN" k1 +---+ k,, = s} = ( |

3. Soit (X;) ;> i.i.d. suivant la loi géométrique de parametre p €]0, 1. Déterminer P ( U Xg+--+Xp=9)).
n=1

Exercice 146 (Mines MP/MPI - 2024)

e[

V2t

1. Montrer qu'il existe une variable aléatoire telle que : V£ € [0,1], Gx(¢) =

2. Calculer E(X) et V(X).

Exercice 147 (Mines MP/MPI - 2024)
Soit X une variable aléatoire réelle discrete.

1. Pour t € R, justifier 'existence de ¢ x (1) = E (eifX)_
2. Montrer que ¢ x est uniformément continue sur R.

3. Montrer que ¢ x détermine la loi de X.

Exercice 148 (Mines MP/MPI - 2024)

Soient (X;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi ¢4 (p) et N une variable indépendante des X; qui suit
N

laloi¥(q). Soit S = Z Xk. Montrer que S est une variable aléatoire et déterminer son espérance et sa variance.
k=1
Exercice 149 (Mines MP/MPI - 2023)
On lance une piéce jusqu’a obtenir deux piles de plus que de faces ou deux faces de plus que de piles. On note p €]0, 1] la probabilité
que la piece donne pile. On note X la variable aléatoire associée au nombre de lancers. Déterminer la loi de X et montrer que X est
presque sirement finie. La variable aléatoire X est-elle d’espérance finie?

Exercice 150 (Mines MP/MPI - 2023)
Une puce se trouve sur l'origine de Z2. A chaque étape, elle saute aléatoirement dans I'une des quatre directions. On note X,
I'abscisse de la puce a I'étape n. Calculer E (X,) et E(X2).

Exercice 151 (Mines MP/MPI - 2023)
Soit (X,),>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi géométrique de parametre p €]0, 1[. Montrer I'existence de a > 0
que 'on déterminera tel que :

max Xi—a

Ve>0,P (
In(n) 1<k<n

= e) — 0.
n—+oo

Exercice 152 (Mines MP/MPI - 2021)
Soit (1, p) € N? avec 1 < p < n— 1. On extrait simultanément p boules d’une urne contenant n boules numérotées de 1 a n. Soit X la
variable aléatoire donnant le maximum des numéros tirés. Déterminer la loi de X. Calculer son espérance et sa variance.

Exercice 153 (Mines MP/MPI - 2021)
Soit (X) =1 une suite de variables i.i.d. de loi Z8(2/3). Soit T = min {k = 2, X} = Xj_; = 1}. Calculer 'espérance de T

Exercice 154 (Mines MP/MPI - 2019)
Soient n € N*, A et B deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur &?({1,..., n}). Déterminer P(A c B).
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