Révisions pour 'oral Exercices X / ENS

Polytechnique MPI (2025)

Exercice 1 (Polytechnique MPI 2025 - corrigé a finir )

Soit G un groupe. Un sous-groupe H de G est dit maximal lorsque H # G et aucun sous-groupe de G n'est compris strictement
entre H et G. Soit n = 2.

a) Montrer que {0 € .%,,&(0) = 1} est un sous-groupe maximal de .%,,.

b) Soit k € [1; n]. Montrer que {o € .%,,0(k) = k} est un sous-groupe maximal de .7,.

¢) Onsuppose que G est fini, et on se donne un sous-groupe H de G tel que % soit un nombre premier. Montrer que H est
maximal.

Exercice 2 (Polytechnique MPI 2025 - corrigé)
Soient n e N et O € &, (R). Calculer a, = |det(y,)| olly, : A € .7, (R) — OT AO.

Complément dexercice : généraliser en remplagant O € O,(R) par S € S,,(R), puis par M € GL,(R).

Exercice 3 (Polytechnique MPI 2025)

Soientn e N* et C,, = {-1,1}".Onpose H = {f € Z (R"), f (C,) = C,}. Montrer que H est un groupe pour la loi de composition et
déterminer son cardinal.

Exercice 4 (Polytechnique MPI 2025 - corrigé)
Soient a < b réels et (u,,),,cn Une suite réelle telle que, pour tout ¢ € [a, b], il existe une suite (k,,),,.n d’entiers tels que liIP tu, -
n—+oo

k, = 0. Montrer que la suite (u, ) converge vers 0.
Exercice 5 (Polytechnique MPI 2025 - corrigé)

a) Pour f € €°(R,R), on note Iy = {p > O,f IfIP < +oo}. Montrer que I est un intervalle et exhiber [ telle que I; =]a, b[,
R
10,b[ ou |b, +oo[ pour 0 < a < b.

1 1/p
b) Déterminer lim (f |f|”) .
p—+oo | Jo

Exercice 6 (Polytechnique MPI 2025 - corrigé)
Soit f une bijection de classe ¢ de R* sur R*, de réciproque notée g.

X f(x)
a) Montrer que, pour x = O,f f(®)dr +f g(t)dt = xf(x).
0 0

x y
b) Déduire que Vx,y € R*,xy < f f(e)dt + f g(t)dt. On pourra également s'intéresser aux cas d’égalité.
0 0

¢) (ajout) : généraliser la premiére question au cas ou f est seulement continue et réalise une bijection strictement croissante
de R* sur R*

Exercice 7 (Polytechnique MPI 2025 - corrigé)

0
Soit f : R — R intégrable sur R. On pose g : x e R* — f (x - %) Montrer que g est intégrable sur R** et sur R™*. Exprimer f g+
—00

+00 +00
f g en fonction de f f-
0 —00

Exercice 8 (Polytechnique MPI 2025 - corrigé)

Soit (f},),,en Une suite de fonctions de carré intégrable sur R telle que f fif; = 6;j pourtous i,j € N. Pour N € N* et x,y € R, on
R

N-1
pose Ky (x,y)= ), Je(x)fi(y). Pour peNet xy,...,x, €R, on pose ¢, (xl,...,x,,) =det((KN (x,-,xj))lsijsp).Calculer

k=0
L...pr(xl,...,xp)dxl...dxp.
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Exercice 9 (Polytechnique MPI 2025 - corrigé)

n
a) Onpose uy=1etu,,, = Y Ugu,_; pourtout n €N. Calculer u,.
k=0
2
b) Pour n € N, on pose I, = f x?"\/4 — x2dx. Prouver l'existence d’'une constante ¢ > 0 telle que Vn € N,u,, = cI, etla
-2
déterminer.
Exercice 10 (Polytechnique MPI 2025)

a) Soient A > 0 et X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson #?(1). Calculer E(X(X —1)--- (X —p +1)) pour tout p € N*,
etcalculer E(1/(X +1)) et E(1/(X +2)).

b) Soient A un ensemble fini de cardinal 7 et p € N*. Une p-partition de A est une partition de X formée de p sous-ensembles
(non vides) de X. Soit B un ensemble fini de cardinal m. Dénombrer, pour une p-partition de % de A, les applications de
A dans B dont .7 est 'ensemble des fibres non vides (a savoir des ensembles non vides de la forme f~'{b} o1 b € B).

¢) En utilisant les deux questions précédentes, exprimer le nombre de partitions de A comme la somme d’une série numé-
rique.
Exercice 11 (Polytechnique MPI 2025)
Soit X une variable aléatoire discréte positive ayant un moment d’ordre 2 et telle que E (X 2) > 0. Montrer que, pour ¢ >0

[2
PX-EX)s-t)sexp|-———5].
( X) ) p( E (Xz))
Exercice 12 (Polytechnique MPI 2025)

On cherche a prouver l'existence d'un réel C > 0 tel que, pour toutes variables aléatoires réelles X et Y indépendantes et de méme
loi, on ait'inégalitée P (| X -Y|<2)<C.P(|X-Y|<1).

a) On suppose X et Y a valeurs dans Z. Montrer I'existence de C’ > 0 indépendant de X et Y tel que P(|X -Y|<2) <
C'P(X=Y).

b) Montrer le résultat souhaité.

¢) Montrer que C' = 3.

Polytechnique MPI (2024)

Exercice 13 (Polytechnique MPI 2024 - corrigé)
Soient A, B € .#,(R) commutant a AB — BA. Calculer exp(A + B).

Exercice 14 (Polytechnique MPI 2024 - corrigé)
Combien y a-t-il de matrices orthogonales de taille n € N* a coefficients dans Z?

Exercice 15 (Polytechnique MPI 2024 - corrigé)
On munit I'espace E = R" de sa structure euclidienne canonique. Soit u# un endomorphisme autoadjoint de E. On note 1, <
-+ < A, les valeurs propres de u. Soit (e, ..., e,) une base orthonormée de E telle que Vi € [1,n],{u(e;), ¢;) = A;. Montrer que
(e, -..,e,) est une base de vecteurs propres de u.

Exercice 16 (Polytechnique MPI 2024 - corrigé)
Soit E un espace vectoriel normé. Que dire d'une partie A de E a la fois ouverte et fermée?

Exercice 17 (Polytechnique MPI 2024 - corrigé)

Trouver une partie A de R telle que A,A,Z,Z et A soient toutes distinctes.

Exercice 18 (Polytechnique MPI 2024 - corrigé)

2n
Soit (u,,),,»; une suite réelle majorée telle que Vn e N*, u,, = % )" u;. Montrer que la suite ( u, ) est constante.
k=n+1

Exercice 19 (Polytechnique MPI 2024 - corrigé)
1

Soit (u,,) une suite réelle strictement positive telle que la série ) u,, converge. Montrer que la série de terme général v, = Tonin
n

diverge.
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Exercice 20 (Polytechnique MPI 2024 - corrigé)

a) Soit (f,,) une suite de ‘51([0 1],R) convergeant uniformément vers une fonction f sur [0, 1]. On suppose que, pour toute

fonction g € €'([0,1],R), f frg — 0 quand n — +oo. Que dire de f?

cos(nx)

b) Soit x € R. Calculer ) >

neN* n
Exercice 21 (Polytechnique MPI 2024 - corrigé)

+00
Déterminer la limite de la suite de terme général u,, = n f sin(¢")dt.
0

Exercice 22 (Polytechnique MPI 2024 - corrigé)

" sin(nt
Soit r €]0, 7 [ . Déterminer la limite de la suite de terme général u,, = f ,( " )d
-r sin

Exercice 23 (Polytechnique MPI 2024 - corrigé)

lxt
Calculer f(x) = f

1+t

Exercice 24 (Polytechnique MPI 2024 - corrigé)
Soit E un ensemble fini. Dénombrer les triplets (A, B,C) de parties de E tellesque Ac Bc C.

Exercice 25 (Polytechnique MPI 2024 - corrigé)
Soit r € N*. Combien y a-t-il de facon d’apparier les entiers de 1 a 2r?

Exercice 26 (Polytechnique MPI 2024 - corrigé)
a) Dénombrer les triplets (4, B,C) de parties deux a deux disjointes de [1, n].
b) Soit N € N*. Dénombrerles fonctions f : [0,2N] — [0,2N] tellesque f(0) = f(2N) =0etVk € [0,2N 1], |f(k+1)-f (k)| =
1.

Exercice 27 (Polytechnique MPI 2024)

n
Soit (X,),>; une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur {-1,1}. On pose S, = ) X;, et on note N : v —
k=1
card{n e N*,S,(w) =0} e NU {+0o0}.

a) Montrer que E(N) = +oo.
b) Exprimer P(N = 2) en fonction de P(N =1).
¢) Montrer que P(N = +o00) = 1.

Exercice 28 (Polytechnique MPI 2024 - corrigé)

Soit n € N*. Déterminer espérance et variance du nombre de points fixes d’'une permutation de [1; n].

Exercice 29 (Polytechnique MPI 2024 - corrigé)

On joue a pile ou face avec probabilité p €]0, 1] d’obtenir pile. On découpe la succession des lancers en séquences maximales de
résultats identiques. Déterminer I'espérance de la longueur de la deuxiéme séquence.

Exercice 30 (Polytechnique MPI 2024 - corrigé)

Une grille {1,2,3} x {1,2, ..., n} modélise un tuyau vertical. On dépose a I'instant ¢ = 0 une goutte d’eau au point (2, n). A chaque

instant, si elle se trouve au milieu (i.e. en un point (2, k) ), la goutte descend d’un niveau avec probabilité % ou se déplace a droite

(resp. gauche) avec probabilité % ; si elle se trouve sur un bord, elle descend avec probabilité % ou va au milieu avec probabilité

1

2 .
a) Calculer la probabilité pour que la goutte sorte du tuyau a un instant ¢.

b) Calculer I'espérance du temps d’attente pour que I'eau sorte du tuyau.
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Polytechnique MP - 2025

Exercice 31 (Polytechnique 2025)

n
a) Soit f: R — Rdeclasse ¢ et 1 -périodique. On suppose qu’il existe a € R\Qety € Rtelsque:Vx e R, YneN, Y f(x+ka) <
k=0

n
Y f(y + ka). Montrer que f est constante.
k=0

b) Soient p un nombre premier et n € N*. Déterminer la valuation p-adique de n!.
-1
m 25\ [ m (2f
c) Soient m, k € N*. Montrer que [ | ( ] ) [T ( ]) eN.
jm1\Jk =i\ J
Exercice 32 (Polytechnique 2025)
Pour A € .#,,(C) on pose R(A) = {M € .4, (C),M* = A}.
a) Déterminer le cardinal maximal d’une famille de matrices de R (I,,) non semblables deux a deux.
b) On suppose A diagonalisable avec n valeurs propres distinctes. Déterminer le cardinal de R(A).
c) Est-il vrai que, si A est diagonalisable, toutes les matrices de R(A) le sont?
d) Toute matrice A de .#,,(C) admet-elle une racine carrée?
e) Onpose U, ={I, + N,N nilpotente }. Montrer que toute matrice A de U,, admet une unique racine carrée dans U,,.
Exercice 33 (Polytechnique 2025 - corrigé)
Pour n € N*, on pose
a(n)=sup{r eN;3A,, ..., A, € .4, (C), Vi, A? = I,, et Vi # j, AiA; = —A; Ay}
a) Sin est impair, montrer que a(n) = 1.
b) Soient s, t € N. Montrer que a(2°(2f +1)) =2s +1.
Exercice 34 (Polytechnique 2025)

Pour M € GL,(R) tel que —1 ¢ Sp(M), on pose T (M) = (I, — M) (I, + M)~'. On note <7, (R) I'ensemble des matrices antisymé-
triques et %, (R) I'ensemble des matrices M € 7, (R) telles que —1 ¢ Sp(M).

a) Montrer que T est bien définie sur <7, (R) et £, (R).
b) Si A € &7,(R), montrer que T(A) € 4,,(R).

¢) SiBe %, (R), montrer que T(B) € <7, (R).

d) Calculer (T - T)(A) si A € &7, (R).

e) Soientx e Ret A = (_Ox J(;) Calculer T (A).
f) Déduire des questions précédentes que toute matrice de 2%, (R) est orthosemblable a une matrice diagonale par blocs

avec des blocs diagonaux de la forme (_O g)
Exercice 35 (Polytechnique 2025)
On munit R” de sa structure euclidienne canonique.
a) Soit M € .#,7*(R). Montrer que I'application (x,y) € (R")* — (M~'x,y) définit un produit scalaire sur R".
b) Soient M € .7 *(R) et N € «7,(R). Montrer que M N est diagonalisable dans .#,,(C) a spectre inclus dans iR.

c¢) Soit A € ., (R) diagonalisable dans .#,,(C) a spectre inclus dans iR. Existe-t-il M € . (R) et N € ,(R) telles que
A=MN?
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Exercice 36 (Polytechnique 2025)
a) Soient N; et N, deux normes sur un R-espace vectoriel E. Montrer que si N; et N, ont la méme sphere unité alors N; = N,.

b) On pose E = €°([0,1],R). Soit (f,g) € E?. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (x,y) € R* —
lxf +yglly soit une norme sur R*.

c) Soit (E,(-,-)) un espace euclidien, dont on note |-|| la norme. Soit p une autre norme sur E. On note S et S,, les spheéres
unité respectives pour ||-| et p. Montrer que d : x € S — SUPycs, |{x,y)| est a valeurs dans R**, que k = sup ||y| est un

YESy
réel strictement positif, et enfin que d est k-lipschitzienne pour la norme |-|. d) On note B = {f € E, p(f) < 1} et, pour
x €8,D, ={z € E;|(x,z)| < d(x)}. Montrer que B = [ ) D,.
x€eS

Exercice 37 (Polytechnique 2025 - corrigé)
Soit p : [0,1] — .#,,(C) continue telle que, pour tout ¢, p(t)* = p(t).
a) Montrer que t — rg p(t) est constante.
b) Montrer l'existence de u € € ([0,1],GL, (C)) telle que Vt, p(t) = u(t)p(0)u~(t).

¢) On suppose de plus que p(1) = p(0). Montrer que 'on peut choisir u de sorte que I'on ait aussi #(0) = u(1).

Exercice 38 (Polytechnique 2025 - corrigé)
On munit E = ¢°([-1,1],R) de la norme ||| .

a) Soit n € N. Montrer qu'il existe un unique 7, € R[X] de degré n tel que V6 € R, T,,(cos8) = cos(n6). Soit (a,),»¢ € (RN
telle que ) _ a, converge.

+00
b) Soit f:x — ) a,Tzn(x).

n=0
i) Montrer que f est bien définie et continue sur [—1,1].
+00
ii) Montrer que d(f,Rg:[X])= inf |f-Plo= Y ax.
PeRyn [X] it
Indication : on pourra considérer les points x; = cos (7 (1+ k37"7')) pour k € [0;3"*'].

Exercice 39 (Polytechnique 2025 - corrigé)

an+1

Soient @ e R** et f = 1/a. Soit (z,,),,5, la suite définie par z, = 1 et, pour tout n €N, z,, ., = mzn.

a) Donner un équivalent de z,, et sa valeur exacte lorsque § € N*.

n
Y xpety, =ax,+(1-a)u,. Onsuppose que y, — x € R.

b) Soit (x,),s, une suite réelle. On pose, pour n € N, y,, = ﬁ
k=0

Montrer que x, — X.

Exercice 40 (Polytechnique 2025)
Soit (a,) ey Une suite réelle vérifiant, pour tout n €N, a, ., = a, (1 -a,).

a) On suppose que a, = 1/2. Montrer que aL —n~Innquand n — +oo.
n
b) On suppose g, > 1. Déterminer la limite de (a,) puis un équivalent de a,,.

¢) Donner un développement asymptotique a deux termes de a,,.
Exercice 41 (Polytechnique 2025 - corrigé)

Soient M,m e Ravec 0 < m <M, f € €°(R,[m,M]), g € R\{-1,0, 1}. Soit (*) 'équation fonctionnelle Vt € R, g(t) =1+ gf((qtg)'

a) On suppose m > 2 ou M < 1/2. Montrer qu'il existe une unique solution bornée de ().

b) Montrer dans ce cas que les solutions bornées de (*) ne s'annulent pas.
Exercice 42 (Polytechnique 2025 - corrigé)
X
Soit & l'ensemble des nombres premiers. On pose ¥(x)= ). InpetT(x)= ) ¥ (—)
n

peP,aeN* 1sn<x
pUsx

a) Montrer que T(x) = ) In(n)=xIn(x)—x+O(Inx) quand x — +oo.

lsnsx

b) Montrer que T (x) —ZT(%) =3 (—1)"‘1‘{’(%) =xIn2+0(Inx).

nsx
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Exercice 43 (Polytechnique 2025)
a) Soit n € N. Montrer qu'il existe un unique T, € Z[X] tel que : Vx € R, T,,(2 cos(x)) = 2cos(nx).

+00 1
b) Pour x,y € [-2,2[avecx # y , on pose S(x,y) = ) ZTn(x)Tn(y).
n=1
i) Montrer que S, (x,y) est bien défini.
ii) Montrer que, pour x,y € [-2,2[ avec x # y,ona S(x,y) = -2In|x — y|.

Exercice 44 (Polytechnique 2025)

Soient O > 1 et P € Z[X] unitaire de degré n € N* dont 0 est racine de multiplicité 1 et dont les autres racines complexes sont de
module < 1 et dont 1/6 n'est pas racine. Soit Q = X"P(1/X).

P(z)

+00
a) Montrer que f : z — 0(2) est développable en série entiere au voisinage de 0 de rayon 1/6. On note f(z) = )_ b,z" ce
n=0

développement.

+00
b) Montrer que g : z — f(z)(1 - 0z) est développable en série entiére de rayon > 1. On note g(z) = ) ¢,z". Montrer que les
n=0

1 27 2 +00 )
c, sont dans Z et que Efo lg(e™)]"dt =) el
n=0

+00
c¢) Démontrer que 1 +6? =bZ + Y_ (b, —0b,_,)*.
n=1
d) On suppose que P(0) > 0. Montrer que (b,,),,y €St croissante.

Exercice 45 (Polytechnique 2025)
Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n = 1.
a) Soient p un projecteur de E et a € £(E) tels que ap + pa = a. Montrer que tra = 0.
b) Onnote #(E)'ensemble des projecteurs orthogonaux de E. Pour p € Z(E), décrire 'espace tangenta & (E) en p. Quelle
est sa dimension?
Exercice 46 (Polytechnique 2025 - corrigé)

Soient X une variable aléatoire & support fini a valeurs dans Z? et telle que —X ~ X, (X;) ., une suite de variables aléatoires i.i.d.
suivant la loi de X. Pour n e N*, on pose S,, = X; + - + X,,.

a) Montrer que, si n e N*, E([|S,[*)=nE(|X[?)etP(S,, =0)= Y P(S,=x)"

xez?

b) Montrer qu’il existe ¢ € R** tel que Vn € N*,P (S,, =0) =

S|o

¢) Démontrerque P (In=1,S, =0) = 1.

Polytechnique MP - 2024

Exercice 47 (Polytechnique MP/MPI 2024 - corrigé)
Soit p un nombre premier impair.
a) Dénombrer les (x,y) € (Z/pZ)?* tels que x> + y? = 1.
b) Soit z € Z/pz\{0}. Dénombrer {(x,y) € (Z/pZ)* : x* + y* = z}.
Exercice 48 (Polytechnique MP/MPI 2024 - corrigé)
Soit G un groupe fini de cardinal 2n ou n est impair.
a) Montrer que G posséde un élément d’ordre 2.

b) Montrer que G posseéde un sous-groupe d’ordre 7.
Indication : Considérer I'application ® qui a g € G associe ®(g) : G — G telle que, pour tout x € G, ®(g)(x) = gx.

¢) (infaisable seul) Trouver un contre-exemple si n est pair.

Exercice 49 (Polytechnique MP/MPI 2024- corrigé)
Soient n € N, P € Z[X] de degré majoré par n, A le pged de P(0),P(1),...,P(n). Montrer que, pour tout k € Z, A divise P (k).
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Exercice 50 (Polytechnique MP/MPI 2024)
Soient V un R-espace vectoriel de dimension finie, et a, b € Z(V). Pour u, v € £ (V), on pose [u, v] = uv — vu. On suppose que
a est nilpotent et que [a, [a, b]] = 0. Montrer que [a, b] et ab sont nilpotents.

Exercice 51 (Polytechnique MP/MPI 2024)
n
a) SineN*, montrer que I'équation ) x* = 1 admet une unique solution dans R* que I'on note a,,.
k=1
b) Montrer que (a,,),, converge vers une limite ¢ a déterminer. Donner un équivalent de a,, — ¢.

Exercice 52 (Polytechnique MP/MPI 2024)
sin(7r\/n)
n*

Déterminer la nature de la série )

Exercice 53 (Polytechnique MP/MPI 2024)
Soient f : R — R de classe ¢! 4 support compact et E 'ensemble des fonctions ¢ de R dans R, de classe 4! bornées par 1. Déter-

+00
miner sup{ f(p’;(peE}.
—00
Exercice 54 (Polytechnique MP/MPI 2024)
+00 e*
Nature de f — 5 ——dx?
0 e Y+e¥|sinx|

Exercice 55 (Polytechnique MP/MPI 2024 - corrigé)
o1

Soitn>2.0nposeg, = ) —=
k=02

2
2k
( s ) . Soit K, I'élément de R, [X] tel que 1 = K,(x)+o(x").
x—

V1i-x
1 27 0112
14 —
a) Montrer que ﬁfo K, (e)]"do = g,
b) Soit Zakzk une série entiere de rayon de convergence supérieur ou égal a 1, de somme f(z). On suppose que, pour

n
Zak

k=0

|z| < 1,|f(2)| < 1. Montrer que <g,.

Exercice 56 (Polytechnique MP/MPI 2024 - corrigé)
a) Soient f,g : R* — R des fonctions continues et K un réel strictement positif. On suppose que, pour tout ¢t € R*, f(1) <
t t
g(1) +Kf f(u)du. Montrer que, pour tout ¢ € R*, f(r) < g(t) +Kf eK(t_”)g(u)du.
0 0
b) Soient A, B :R* — .#,(R) des fonctions continues, et M, N : R* — .#, (R) de classe €. On suppose que V¢ € R*,M'(t) =
A(t)M(t),N’'(t) = B(t)N(t) et que M(0) = N(0) = I,. On suppose de plus que |A(¢?)| <K et |A(t) — B(¢)| < n pour tout
t €[0,T], ou K,n, T sont des réels strictement positifs, et ||| une norme subordonnée sur ., (R). Montrer que, pour tout
re[0,T], IM(r)-N(r)| < e (e -1).
Exercice 57 (Polytechnique MP/MPI 2024 - corrigé)
Soient n € N* et r € [0, n], & I'ensemble des projecteurs orthogonaux de R” sur un sous-espace de dimension r et p € . Déter-
miner I'ensemble des vecteurs tangents a & en p.
Exercice 58 (Polytechnique MP/MPI 2024 - corrigé)

Soient N = 1, it une distribution de probabilité sur [1, N] telle que (1) > 0, (X,,),,»; une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant
laloi u. On pose Sy = 0 et, pour n € N*, S, = X, +--- + X,,. Soit E = {S,,,, m € N}.

N
a) Pour n e N*, montrer que P(n € E) = )_ u(k)P(n-k € E).
k=1

+00 N
OnposeF:z— Y P(neE)z"etG:z— Y u(k)z:.
n=0 k=1
b) OnposeD ={z€C,|z| < 1}. Montrer que: Vz € D, F(z) = %G(z)
¢) Montrer que 1 est un pole simple de F et tous les autres péles de F ont un module strictement supérieura 1.

d) Montrer que P(n € E) - ﬁ
n—+00 1
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Polytechnique MPI/MP - années précédentes

Exercice 59 (Polytechnique 2022 - corrigé)
+00 € N
Soientp > letA, = { Y 2 (€n)ns € -1 } Montrer que A, est un compact de R.
n=1 P
Exercice 60 (Polytechnique 2022 - corrigé)
Soit A une partie de N* telle qu'il existe d > 0 tel que F(n) = card (An[1;n]) ~ nd.OnposeQ ={a/b,(a,b) € A*}.
(o0}

n—+
a) Montrer que Q est dense dans R*.
b) Onsuppose que d = 1. Montrer que Q = Q**.

¢) Soit £ > 0. Montrer qu’il existe A = N* telle que Q # Q** et @ — d=1-¢.
n o0

—+

Exercice 61 (Polytechnique MP/MPI 2023 - corrigé)

-1
n
Soit f € ¢° (R*,R*), strictement croissante et bijective. Montrer que les séries ) | ety I (2 ) sont de méme nature.
n

f(n)
Exercice 62 (Polytechnique 2020 - corrigé)

Soient D = {z € C; |z| < 1}, E 'ensemble des fonctions continues de D dans C dont la restriction a D, = {z € C; |z| < 1} est dévelop-
pable en série entiére.
+00 1 271 . .
a) Soit f € E.On écrit Yz € D,, f(2) = }_ a,2". Montrer que a,, = 5~ f () e "9d0 pour tout n € N.
n=0 0
b) Montrer que, si f € E,max,.p, |f(z)| = max,, |f(2)].

c) Montrer qu'il existe K tel que, pour toute f dans E écrite comme dans la question a) et tout N = 2, on ait

<K|flloInN.

N
2 ay,
n=0

Exercice 63 (Polytechnique 2020 - corrigé)
Soient n € N*, f une fonction de R” dans R.

a) Montrer que f est convexe si et seulement si, pour tout couple (u, v) d’éléments de R", la fonction ¢t — f(u+tv) est convexe
sur R.

b) On suppose que f est convexe. Soit x € R" tel que toutes les dérivées partielles 9; f (x), pour 1 < i < n existent. Montrer que
f est différentiable en x.

Exercice 64 (Polytechnique MP/MPI 2023 - corrigé)
Soient p € [0,1/2],(X,,),», ii.d. telleque P(X,, = -1) =P(X,, =1) =p et P(X,, =0) = 1 - 2p. On cherche p tel que :

n n
VneN*,Val,...,an,bEZ,P(Z a;X; =o) ;P(Z a;X; = b).
i=1 i=1

a) Montrer que p < 1/3, puis que p < 1/3 etenfin que p <1/4.
b) Si X une variable aléatoire a valeurs dans Z, on pose @y : 6 — E(eiXH). Exprimer P(X = k) en fonction de ®y.
¢) En déduire que p < 1/4 est une condition suffisante.

Exercice 65 (Polytechnique 2022 - corrigé)
On note G le sous-groupe de GL,(C) formé des matrices a coefficients entiers et de determinant 1. On pose les matrices S =

o=l 1)

a) Montrer que G est le sous-groupe engendré par S et T'.

b) Soit ¢ un morphisme de groupes de G vers C*. Montrer que Im ¢ < U, ,.
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Exercice 66 (Polytechnique MP 2021 - corrigé)
On considere G le groupe des symétries d'un pentagone régulier, c’est-a-dire les isométries vectorielles de C conservant Us.

a) Décrire G. En donner un systéme de générateurs. On note {r, s} un systéme de générateurs de G, avec r° = 1 et s* = 1.
Montrer que G = {r¥,0< k <4}u{sr*,0< k <4}.

b) On souhaite maintenant montrer que tout groupe a 10 éléments est isomorphe, soit a Z/10Z, soit au groupe des symétries
du pentagone. On considere (G, ) un groupe a 10 éléments, non cyclique. Montrer que G possede un élément d’ordre 5,
noté p, et un élément d’'ordre 2, noté o.
Montrer que G = {p*,0 < k <4} u{op*,0< k <4}. Montrer que 6 po~" € {p, p™'}. En distinguant les cas, conclure.
Exercice 67 (Polytechnique 2020 - corrigé)
Soient p un nombre premier, n dans N*, et A, B dans .#,,(Z). Montrer que tr ((A+ B)?) = tr (AP) + tr (B”) [p].

Exercice 68 (Polytechnique 2020 - corrigé)
Soient K un corps, n, p,r dansN*, M € .#,(K),N € .#,,(K), P dans .#,, ,(K) de rang r telle que MP = PN. Montrer que x; A Xn
est de degré supérieur ou égala r.
Exercice 69 (Polytechnique 2022 - corrigé )
Soient n € N* et M € SL,,(R).
a) Montrer qu'il existe X € R" tel que |[MX |, = | X, =1
b) Montrer qu'il existe O et O’ dans &, (R) telles que OM O’ soit triangulaire supérieure & coefficients diagonaux égaux a 1.

¢) Expliciter un vecteur X vérifiant les conditions de la question a).

Exercice 70 (Polytechnique MP 2021 - corrigé)
Soient A € .7,/ *(R) et B € <7, (R). Montrer que AB est diagonalisable dans .#,,(C)

Exercice 71 (Polytechnique 2020 - corrigé)
Soient n € N, et ¢ I'application de .#,,(R) dans R définie par

VM € #,(R),p(M) =max{tr(OM) | O € 0,(R)}

a) Justifier la définition de ¢.

b) Montrer que ¢ est continue.

c¢) Calculer (M) lorsque M € .7, (R).

d) Soit M € .#,(R). Montrer que si U € O, (R) — tr (UM ) admet son maximum en une matrice O alors OM € .¥,f (R).
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ENS

Exercice 72 (ENS MP/MPI 2025 - corrigé)
a) Soit p un nombre premier et A € M, (Z). Montrer que tr (A”) = tr (A) modp.
b) Soit (u,) définie par uy =4,u, = u, =0,u3 =3 etVn e N,u,,, = u, + u,,;. Montrer que, pour tout nombre premier p, p
divise u,,.
Exercice 73 (ENS MP/MPI (PLSR) 2025)

a) Montrer qu'il existe une infinité de nombres premiers p tels que p = 3[4].

. . . (np)P -1
b) Soient p un nombre premier et n = 2. Soit k = p=T
i) Montrer que k = 1[p].
ii) Soit d € N*. Montrer que si d divise k alors d = 1[p].
¢) Soit p un nombre premier. Montrer qu'il existe une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo p.
Exercice 74 (ENS MP/MPI (SR) 2025)

Soit (A, +, x) un anneau intégre (donc commutatif). On suppose que A est euclidien, c’est-a-dire qu'il existe une fonction ¢ :
A\{0} — N vérifiant les deux conditions suivantes :

(i) Y(a,b) e Ax(A\{0}),3(q,r) €A%, a=bqg+ret(r=0out(r)<t(b)).
(i) Y(a,b) e (A\{0})?* t(ab) = t(a).
a) Montrer que Z et R[X] sont euclidiens, tout comme n’'importe quel corps K.
b) Montrer que tout idéal de A est principal.
¢) c) On suppose que t (1,) = 0. Montrer que les éléments inversibles de A sont les u € A\{0} tels que #(u) = 0.

d) Onsuppose dans toute la suite de 'exercice que dans I'hypotheése (i) il y a en plus unicité du couple (g, r) solution. Montrer
que t(a+ b) <max(t(a), t(b)) quels que soient a € A\{0} et b € A\{0} telsque a + b # 0.

e) Montrer que A™ U {0} est un sous-corps de A.

f) Montrer que A est un corps ou est isomorphe a K[X] pour un corps K.

Exercice 75 (ENS MP/MPI 2025)
Soit I = {P € C[X];Vn € Z,P(n) € Z}. On pose Hy = 1 et, pour n € N*, H, = X(X - 1)";1,(X_ n+1) pour P e C[X], on pose
A(P) = P(X +1) = P(X) et D, (P) = A*(P)(0).

a) Montrer que (H,),,-, est une base de C[X].

b) Montrer que, pour tout n,H, € 1.
¢) Montrer que, pour tout n € N*,A(H,)) = H,,_;.
d) Montrer que I < Q[X].
n
e) Montrer que I = {Z a;H;neN,(ay,...,a,) € Z"}.
i=0

f) Soient P}, P, € I tels que, pour tout n € Z, P (n) soit premier avec P, (n). Montrer qu'il existe U;, U, € I tels que U, P, + U,P, =
1.

Exercice 76 (ENS MP/MPI 2025 (SR))
Soient G un groupe admettant une partie génératrice finie et H un groupe fini.
a) Montrer que I'ensemble E des morphismes de groupes de G vers H est fini.
b) Soit ¢ un endomorphisme surjectif du groupe G. Montrer que ker(y) =, ker(¢p).
c) Onpose G ={M € .#,(7),det(M) = 1}.
i) Montrer que G est un groupe multiplicatif.
ii) Montrer que G est engendré par S = ((1) i) , T = (i (1)) etU = (_01 (1))
iii) Montrer que tout endomorphisme surjectif du groupe G est bijectif.
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Exercice 77 (ENS MP/MPI 2025)

a) Soit M € .#,(C) admettant n valeurs propres distinctes. Montrer que si N € .#,,(C) est suffisamment proche de M, alors
N admet n valeurs propres distinctes.

b) Soient A = (8 (1)) et B € .#,(C). A quelle condition la matrice A + ¢ B admet-elle deux valeurs propres distinctes pour tout
€ >0 assez petit?
c) Méme question en demandant que A + B soit diagonalisable pour tout € > 0 assez petit.
Exercice 78 (ENS MP/MPI 2025 (PLSR) - corrigé)
+oo

Soient (a,), =0eCNetf:z— Y a,z" de rayon de convergence égal a +oo.
n=0

+00
a) Pour M € .#,(C), justifier la définition de f*(M) = }_ a Mk,
k=0
b) Montrer que f* est continue.

¢) On suppose que f est surjective. Montrer que f induit une surjection de 'ensemble des matrices diagonalisables sur lui-
meme.

d) On suppose que, pour tout A € C, il existe z € C tel que f(z) = A et f'(z) # 0. Montrer que f* est une surjection de .#,,(C)
sur lui-méme.

Exercice 79 (ENS MP/MPI 2025 (PLSR))

a) Soient A, B € .#,(R), diagonalisables et telles que AB = BA. Montrer qu'il existe P € GL,,(R) telle que PAP~! et PBP™!
soient diagonales.

b) Montrer que 'application ®: (S,0) € .7, *(R) x €, (R) — SO € GL, (R) est bien définie et bijective, et que @' est continue.

c) Soit M € GL,(R). Montrer qu'il existe une unique suite de matrices (M), telle que My = M et Vk € N,My,, =
% (In +(M[IM k)_l), et étudier sa convergence.

Exercice 80 (ENS MP/MPI 2025 (PLSR - corrigé)

Lespace R” est muni de sa norme euclidienne canonique et ./, (R) de la norme subordonnée notée || lop- Si M € GL,(R), on
définit le conditionnement de M comme le réel cond(M) = [M |, [M 7', b

a) Calculer cond(M) dans le cas ot M est symétrique définie positive.

b) Montrer que, pour toute matrice M € GL,,(R), cond(M) = 1 et cond (M T) = cond(M).

¢) Que dire des matrices M € GL,,(R) telles que cond(M) =12

d) Pour A et B dans S;;*, montrer que cond(A + B) < max(cond(A), cond(B)).

Exercice 81 (ENS MP/MPI 2025 (SR))
1
Soient n=2,a:[0,1] — .7 (R) continue et A = f a(t)dr.
0

a) Montrer que A appartient a .7, (R).
b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A = 0. Exprimer ker(A).

1

— ++
¢) Montrer que M = (1 g est dans .7, " (R).

)lsi,jsn

d) On suppose a a valeurs dans I'ensemble des matrices de projecteurs orthogonaux. Donner une condition pour que A soit
une matrice de projecteur orthogonal.

rca) T(a+p)

r@+f) TB) estdans .7, (R).

+00
e) SoitT':x e R™™ — f e 't*"'dt. Soient 0 < a < 8. Montrer que
0

f) En déduire que In(T') est convexe.
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Exercice 82 (ENS MP/MPI 2025 (PLSR) - corrigé)

. ) .

sinn o sin’n . |sinn

a) Déterminer la nature des séries ) _ 5y >y | | .
n n n

b) Soit x € R\Q et Q € N*. Montrer qu'il existe p € Z et g € [1,Q] tels que |gx — p| < % En déduire qu'il existe une infinité de

couples (p, q) de Z x N* tels que |x - §| < #

c) On admet que 7 est irrationnel. Déterminer la nature de la série ) #(n)
Exercice 83 (ENS MP/MPI 2025 (SR))
a) Soienta,beRaveca<betf:|a,b]— [a,b].
i) Si f est continue, montrer que f posséde un point fixe.
ii) Si f est croissante, montrer que f posséde un point fixe.
b) Soit f : R — R monotone. Montrer que 'ensemble (dis(f) des points de discontinuité de f est au plus dénombrable.

¢) Construire f : R — R monotone dont 'ensemble des points de discontinuité est Q.

Exercice 84 (ENS MP/MPI 2025 - corrigé)
Soit (ay);»; une suite décroissante de réels positifs telle que, pour tout k € N*, ka; < (k + 1)ai,,. Montrer que

™ | sin(kx)| " a,
——=|dx=) —+0(1).

Exercice 85 (ENS MP/MPI 2025 - corrigé)
Soit n = 2. Soit A : R* — .#,,(R) continue. On considere les solutions de I'équation différentielle () : x'(¢) = A(t)x(t).

a) On suppose qu'il existe P € GL,(R) et D : R* — .#,(R) continue et & valeurs dans I'ensemble des matrices diagonales a
coefficients dans ] — oo, —1 | telles que, pour tout ¢, A(t) = PD(t)P™!. Les solutions de (*) ont-elles toutes pour limite 0 en
+00?

b) On suppose qu'il existe P : R* — GL,(R) continue et D € .#,(R) diagonale a coefficients dans | — oo, —1] telles que, pour
tout t,A(t) = P(t)DP~'(t). Les solutions de (*) ont-elles toutes pour limite 0 en +oco?

Exercice 86 (ENS MP/MPI 2025 (PLSR) - corrigé)
Soit u € R*. On considere (Eu) Yy -u(-y*)y +y=o.
a) Résoudre (E,).

b) Soient x, et x, deux fonctions bornées et de classe € de R*dans R, et w; € R. On suppose qu'il existe des fonctions
w:R* —> Rete:RxR— Rdeux fois dérivables par rapport a la seconde variable telles que :

i) w(u) o l+wp+o(p);i

ii) il existe C : R* — R*croissante telle que Vk € {0,1,2}, V(7,u) e R* x R,

(az)kE(T,lJ)| < C(1)p?;
iii) pour x:(7,u) € R* x R — x(7) + ux; (1) + (7, 1), la fonction ¢t — x(w(u)t, u) est solution de (E,u) sur R*pour g voisin
de 0.

Calculer alors w, et donner une expression explicite de x, et x; en fonction de quelques constantes inconnues.

Exercice 87 (ENS MP/MPI 2025 (L) - corrigé)

Soit (X,,),o une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans Z telles que VYn € N,Vk e N, P(X,=k) =
P (X, = —k) = ce " o1 ¢ est a déterminer. Déterminer la loi du rayon de convergence de la série entiére aléatoire Y X,z"

Exercice 88 (ENS MP/MPI 2025 (L) - corrigé)

Montrer qu'il existe un réel ¢ > 0 vérifiant la condition suivante : quel que soit n € N*, quelle que soit S partie non vide de U,, il

p n
existe un entier naturel p < % ainsi qu'une p-liste (zl, ,zp) d’éléments de U, telle que || sz‘ >
k=1
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Exercice 89 (ENS MP/MPI 2025 (SR))
Soit @ > 0. On considere I'équation différentielle (*) : (y' = —x,x’ = a®y) avec (x,y) : R — R%.
a) Si (x,,),) € R? est fixé, justifier I'existence et I'unicité d'une solution de () vérifiant x(0) = x, et y(0) = y,. Pour cette
solution, on pose I(t) = y*(t) et J(t) = a®x*(¢).
T T
b) Montrer que les applications T — % f I(t)dtetT — % f J(t)dt admettent une limite finie en +oo.
0 0

¢) Soit N € N*. On consideére deux variables aléatoires x,, y, indépendantes a valeurs dans %Z telles que, pour tout k €

Z,P (xo = %) =P (yo = %) =yyexp(—(k/N)?).

i) Justifier I'existence de yy € R* pour lequel ces conditions définissent la loi des deux variables aléatoires.
ii) On fixe t et on consideére, pour N € N*, la variable aléatoire fy () = I(¢) +J(t) (les fonctions I et J sont associées aux

variables aléatoires x, et y, ). Montrer que E (e‘f N (t)) possede une limite quand N — +oo0.
Exercice 90 (ENS MP 2024 (PLSR) - corrigé)

Soientn = 2etl,(R) = {A € #,(R);3A € Sp(A),Im (A) c E;(A)}, ol E, (A) estle sous-espace propre de A associé ala valeur propre
A.

a) Montrer que I, (R) est stable par similitude.
b) Soient A, B € I,(R). Montrer que A et B sont semblables si et seulement sirg A =rg B et tr(A) = tr(B).
c) Onnote I (R) = {A € .#,(R); 31 € Sp(A),Im (A) = E, (A)}. Etudier la connexité par arcs de I,,(R) et de I, (R).

d) Déterminer les classes de similitude incluses dans L, (R).

Exercice 91 (ENS MP 2024 (PLSR) - corrigé)

m
Soient m € N*, z,, ..., z,, € U distincts et a,, ..., a,, € C. On suppose que Y ayz; — 0.Montrer que a; = - = a,, = 0.
k=1 n—+oo

Exercice 92 (ENS MP/MPI 2023 - corrigé)

n
a) Sin =2 estun entier, montrer que Y. |log,(n)| = Y [¥/n].

k=2 Jj=2

n
b) Donner un équivalent lorsque n tend vers +oo de Y |log,(n)].

k=2
Exercice 93 (ENS MP 2024 (PLSR))
_ n
On admet l'irrationalité de . Pour n € N, on pose u,, = a(;)
n%+cos(n)

a) Montrer que Y u,, converge si a > %

b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que )_ u,, converge.

Exercice 94 (ENS MP/MPI 2023 - corrigé)
oo (-1)F {ln(k)J

Montrer la convergence et calculer —
& &k |h@

Exercice 95 (ENS MP/MPI 2023 - corrigé)

+00
Soient f : R* — R de classe ¢, décroissante de limite nulle en +coet g : x — Y (—1)"f(nx). Quelle est la limite de g en 0* ?
n=0
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Exercice 96 (ENS MP 2021 (PLSR) - corrigé)

On fixe un entier naturel z. On note & 'ensemble des matrices de .¥, (R) ayant n valeurs propres distinctes. Pour A dans &, on
note A,(A) < --- < 1,,(A) ses valeurs propres.

a) Soit A:I — 2 de classe 4. On admet que, pour tout k € [1, 7], la fonction a; : t — A;(A(t)) est de classe €. On admet
également que l'on peut trouver des fonctions u, ..., u, de classe ¢ de I dans R" telles que, pour tout ¢ € I, la famille
(u(2),...,u,(t)) soit une base orthonormée de vecteurs propres de A(t) associée a (a,(t),...,a,(t)). On fixe k € [1, n].
Exprimer la dérivée de a;. al'aide de A, A’ et de u; seulement. Exprimer la dérivée seconde de a; al'aide de A’, A", u; et uj,
seulement.

b) Démontrer que 2 est un ouvert de .7, (R).
c) Soit k € [1,n]. On admet que A, : 2 — R est de classe €. On fixe A € Z et H € .7, (R). Donner une expression simple de
la dérivée seconde en zéro de t — A, (A + tH).

Exercice 97 (ENS MP 2022 (L) - corrigé)
n
Soit n € N*. On considére des fonctions dérivables y,, ..., y, et des réels a; ; € R} tels que, pour tout 1 < i < n,y; = > a;;y;j et
j=1
lim,_ ., y;(t) = 0. Montrer que (y, ..., ), ) est liée.
Exercice 98 (ENS MP/MPI 2023 - corrigé)
Soient f une application différentiable convexe de R” dans R, L € R**.
a) Montrer que V(x,y) e R" xR",(Vf(y) - Vf(x),y —x) =0.
b) On suppose que I'application Vf est L-lipschitzienne. Montrer que V(x,y) € R” x R* (Vf(y)-Vf(x),y—x) = % IVf(x)-
VEOI?.

Exercice 99 (ENS MP 2021 (PLSR) - corrigé)

Soient (A4, +, x) un anneau commutatif et M un idéal de A. On dit que M est maximal si M est différent de A et si tout idéal de A
contenant M est égala M oua A.

a) Soit M un idéal de A. Montrer que M est maximal si et seulement si, pour tout a ¢ M, il existe x € M et u € A tels que
l=x+uxa.

b) Soient (B, +, x) un anneau commutatif et f : A — B un morphisme surjectif de A sur B. Montrer que si M est un idéal
maximal de A alors, soit f(M) = B, soit f(M) est un idéal maximal de B.

¢) Soit K un corps. Déterminer les idéaux maximaux de K[X].
d) Soit M un idéal maximal de Z[X] tel que M N Z # {0}.
i) Montrer qu'il existe p premier tel que M NZ = pZ.
ii) Montrer qu’il existe des éléments irréductibles P et Q de Z[X] tels que M = (P) + (Q)
Exercice 100 (ENS MP/MPI 2023 - corrigé)
Soit P e R[X ]| de degré n = 1.
a) On suppose P scindé sur R. Montrer que Vx € R, nP(x)P"(x) < (n—1)P'(x)?.

b) Donner un polynéme ne vérifiant pas le résultat de la question précédente, puis un polynéme non scindé le vérifiant.

Exercice 101 (ENS MP 2021 (L) - corrigé)
Soient n € N*, K un corps. Déterminer les automorphismes de 'algebre .#,, ().

Exercice 102 (ENS MP 2024 (SR))

A quelle condition sur la matrice A, la comatrice de A est-elle diagonalisable?

Exercice 103 (ENS MP/MPI 2023 - corrigé)

Soient r € N*, d,, ..., d, des entiers supérieurs ou égaux a 2 tels que d, |d,| --- | d,. Déterminer le plus petit n € N* tel que GL,,(C)
contienne un sous-groupe isomorphe a Z/d,Z x --- x Z/d,.Z

Exercice 104 (ENS MP 2018 - corrigé)
Déterminer les matrices de GL,(C) qui commutent avec tous les éléments de leur classe de conjugaison.
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Exercice 105 (ENS MP 2024 (PLSR) - corrigé)

a) Soit A € .7, (R) a coefficients strictement positifs. Montrer qu'il existe un vecteur propre de A dont tous les coefficients
sont > 0.

b) Soit A € .#,(R) a coefficients > 0. Montrer que A posséde un vecteur propre a coefficients > 0.

. . a; 1 . N .
¢) Soient ay,...,a, e N*,M; = ( ll 0) pour 1 < i < n. Montrer que M, x --- x M,, est & spectre inclus dans R\Q.

Exercice 106 (ENS MP/MPI 2023 - corrigé)
Soient A, B deux matrices de ¢, (R) qui n‘ont pas -1 pour valeur propre et telles que AB n’ait pas 1 pour valeur propre. Montrer
que (A—-1,)(BA-1,)"" (B -1I,) est antisymétrique.
Exercice 107 (ENS MP/MPI 2023 - corrigé)
Pour M € .%,(R), onnote 1, (M) < --- < 1,,(M) le spectre ordonné de M.
a) On considére A, B € .7, (R) telles que A + B € ., (R). Montrer que, si i + j < n +2, alors 1;(A) + A;(B) <0.
b) Généralisera 4,,...,A; € 7, (R) tellesque A, + --- + A, € &, (R).
Exercice 108 (ENS MP/MPI 2023 - corrigé)

On note [||-]|| la norme d’opérateur sur .#,,(C) associée a la norme X — X X.
a) Soient A, B dans .7, (R). Montrer que |||e** — e’8||| < ||A - B||.
b) Montrer que le résultat reste vrai sous 'hypothése que A et B sont deux matrices de .#,,(C) telles que A =AetB =B.
Exercice 109 (ENS MP 2024 (SR))
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, X suivant la loi de Poisson de parametre A > 0, et Y la loi géométrique de

parametre p €]0,1].

+00

a) Montrerque P(X =Y) =) P(X = k)P(Y = k). On pose A = ()é X; Y).
k=0

b) Calculer E(rg (A)).

¢) Calculer P (A € GL,(R)) puis P (A € GL,(2)).

d) Déterminer la probabilité pour que A soit diagonalisable sur R.

X X+Y
e) OnposeBz(

X_y v ) Calculer P (B € 0,(R)).

X X+Y

f) Soient Z une variable aléatoire réelle et C = ( P v ) Calculer P(C € 0,(R)).

g) Soit M une matrice aléatoire dans .#,,(R) dontla famille des coefficients esti.i.d., chaque coefficient suivant la loi uniforme
sur {0, —1,1}. Déterminer P (M € 0, (R)).

Exercice 110 (ENS MP 2024 (SR))
n
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans {x,, ..., x,,}. Lentropie de X est définie par #(X) = - Y_ p;In(p;) avec p; =P (X = x;).
k=1

a) Montrer que #(X) = 0 avec égalité si et seulement si X est constante.
Soit (p;),<;<, Une suite positive telle que p, + --- + p,, = 1 et (g;) une autre suite positive de somme 1.

n n
b) Montrer que ) p;In(p;) = Y p;In(q;). Expliciter le cas d’égalité.
i=1 i=1
¢) Montrer que 77 (X) < In(n) avec égalité si et seulement si X suit une loi uniforme.
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans {x,, ..., x,}*. On note pij=P (X =x;Y = xj) pourl <i,j<n.

n
Lentropie de (X,Y) est #/(X,Y)=—- ) p;;In (p,-,j).
ij=1

d) Montrer que 7 (X,Y) < #(X)+7(Y).
Exercice 111 (ENS MP/MPI 2023 - corrigé)

Soient m = 1 et r = 1 deux entiers. On munit 'ensemble des morphismes de groupes de (Z/mZ)" dans Z/ mZ de la loi uniforme.
Donner une expression simple de la probabilité de 'événement «le morphisme ¢ est surjectif ».
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Révisions pour 'oral Exercices X / ENS

Exercice 112 (ENS MP 2022 (PLSR) - corrigé)
Soient f une fonction de Z dans R, (X}),; une suite de variables aléatoires réelles discrétes admettant un moment d’ordre 2,
ayant toutes m pour espérance et telles que, si (k, ¢) € N*2,Cov (X,,, X,) = f(|k - £)).

n n
a) On suppose que % Y f(k) — 0.Pour n € N*, soit Y, = % Y X;. Montrer que (Y,),., converge en probabilité vers m.

k=1 k=1
b) Onsuppose quelasuite (f(k));so estsommable. Montrer que la suite (nV(Y,)),», converge vers un nombre réel a préciser.

Exercice 113 (ENS MP 2021 (SR) - corrigé)

n
Soit (Xj) s, une suite i.i.d. de variables de Rademacher indépendantes. Pour n € N*, soit S,, = )_ X;. Soit enfin N le cardinal
k=1
(dans N U {+00} ) de I'ensemble aléatoire {n € N*; S,, = 0}.

a) Donner un équivalent de P (S,,, = 0). En déduire E(N).

b) Montrer que N est presque stirement égale & +oo.
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