SOLUTIONS Exercices X/ ENS

Corrections

Exercice 1

a) On note H le sous-groupe {0 € .7,,,e(0) = 1} et K un sous-groupe de G = ., tel que H < K < G. 1l existe donc p € K avec
o(p) = —1. Si on note K' = G\H (les permutations de signature —1), alors I'application ¢ € H — p o ¢ € K’ est bijective (sa
réciproque estla composition par p~!). Puisque K est un sous-groupe contenant H et p, il contient p.H = K’ etdonc K contient
toutes les permutations. Ainsi K = G est H est maximal.

b) Pour la rédaction, on suppose que k = n (on peut s’y ramener en considérant 'automorphisme intérieur o — 7' oo o T Ol1 T

est une transposition bien choisie...). On note H = {o € .¥,,,0(n) = n} (qui est en bijection avec .¥,_;) et K un sous-groupe
strictement plus grand que H. Il contient une permutation telle que o(n) = p # n. On décompose cette permutation en

produit de cycle a supports disjoints : 0 = (x; x, ... X,)° [l avecXx; =n, X, = p et u le produit des autres cycles. On a
doncueHet0=p'o=(x; x, .. x,)€K.Ona
g=|T *2 X3 o Xma Xnm
Xy X3 X4 .. Xy R
On compose a gauche avecle cycle ¢ = (x,, x,,; ... X3 X,)(quiestdansH donc dansK) et on obtient
cof=|T X2 Xz o Xma Xnm
X, X X3 ... Xpop N

Clest-a-dire la transposition 7,,, quiestdansK.Sii€[l;n—1]ett' =1, ;€ H alors (T’)_lTn’xm 7' =1, ; est encore dans K.
Ainsi K contient toutes les transpositions 7, ; avec i € [1;n — 1] et finalement toutes les transpositions (car H c K). Puisque
les transpositions engendrent .%,,, K = .%,.

¢) On suppose avec des sous-groupes H < K < G. Notamment H est un sous-groupe de K.

¢ version hors-programme : on a le théoreme de Lagrange. On a donc card (H )|card (K) et card (K)|card (G). Il existe m € N,
cardG cardG
cardH cardH

m = 2 tel que card (K') = m.card (H). On en déduit que m # 1 divise et finalement
cardK = cardG.
¢ version au programme : on peut redémontrer le théoréme de Lagrange, ou essayer de s'en inspirer : on prend x € K\H et

on s’intéresse au sous-groupe engendré par H et x.... a voir

qui est premier donc m =

Exercice 2

On vérifie que v, est bien un endomorphisme de I'espace vectoriel S, (R). On constate également que Y, o Wor = Woor = 1d. On a
Wor = Wo-1 = (W)~ mais celane suffit pas pour conclure... On montre que ¥, est'adjoint de v, (pour le produit scalaire canonique
induit sur S, (R) - les matrices étant symétriques, on peut retirer la transposition dans le produit scalaire)

VM, N € (S,(R))? (yy(A),B,=)tr (O"MON) = tr(MONOT) = (M, yyr(N))

Cela donne bien ()" = y,r. Puisque les déterminants sont identiques, on a finalement det(y, o ¥or) = 1 = (det,)?. Cela donne
|detwO| =1.

compléments :
* on commence par le faire lorsque O est une matrice diagonale - on obtient alors |det,| = |detO|""" en écrivant la matrice
de v, dans une base de S,,(R).
* on généralise 2 une matrice symétrique en diagonalisant S = P"'DP et wg = ¥p-1 o yp o ¥p qui donne detyg = detyy,
¢ pour une matrice inversible M, on justifie qu'on peut 'écrire M = OS avec O € O, (R) et S € S,,(R) et ¥, = ¥ o Ws.
Finalement, on obtient |dety,| = |[detA|"*'.

Exercice 4

* sit; et t, sont deux éléments distincts de [a, b], par différence, il existe une suite d’entiers (k, ) telle que (¢, — t;)u,, — k,, tend
1 2 p n q 2 1 n n

vers 0. Si ¢ est un réel quelconque alors il existe N € Nx* tel que |NL| < % etil existe #,, t, € [a, b] tels que ﬁ =t,—t; etainsi
t = N(t,—t;). ll existe une suite d’entiers telle que (¢, — t;)u,, — k,, tend vers 0 et en multipliant par N, tu,, — (N k,,) tend encore
vers 0 avec N k,, € Z. Ainsi, pour tout ¢ € R, il existe une suite d’entiers (k,,) telle que HIP tu,—k,=0.

n—+00

* si(u,)estbornée:si|t| < % |ullo avec t # 0, alors |tu,,| < % pour tout n € N. Il existe un rang n, a partir duquel |t u, — k,,| < %
etainsi |k,| <1.On adonc k,, nul a partir d'un certain rang et t.u donc u tendent vers 0.
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SOLUTIONS Exercices X/ ENS

e silasuite n'est pas bornée. On considére une extractrice ¢ telle que hm u = +oo (quitte a changer u en —u). On remplace

@(n) —
U, Par Uy, Il existe une suite d’entiers (k,,) tel que v, — k,, tend vers O donc v, = k, +0(1) avec (k,) de limite infinie. Quitte
a décaler les indices, on peut méme supposer que u,, > 0 pour tout n € N. L'idée est que si ¢ décrit [a, B] alors fu,, va décrire

lau,, Bu,] et lorsque n tend vers +oo la largeur de ce segment va aussi tendre vers I'infini donc le segment va contenir un

intervalle centré sur un réel m + % avec m € N. on va ainsi construire une suite de segments emboités avec des valeurs de fu,,

proche d’un entier +1/2.

— Onrevienta a, = a et by = b. Il existe n, € N et un entier m, tel que [m, + 41, my + 1%] c [a%uno, byu,,. Puisque t — u,, est
strictement croissante, il existe a, < by dans [ay, by] tel que [a,u,, , byu,, | = [mg + 3, Mg+ 5]. On pose w(1) = n,.

— on suppose avoir construit une suite a, < @, < ... < a, < b, < ... < b; < b, et une suite strictement croissante ¢(1) <

¢(2)... <@(p) tel que, pour tout k € [1; p], il existe un entier my. tel que [ay Uy k), by ty ()] = [my + i, my + %]. De nouveau,

on peut trouver n > v (p) tel que [a, u,, b u,] contiennent un segment [inml + i, 1371,,+1 + %]. On pose ¥ (p +1) cet entier et
on définit a, ., et by, de sorte que [@, ., Uy (p+1)) Up+1 Uy ()] = [Mpi1 + 3, My + 31 €U Ay, byin] < [a,, by,]. Cela permet
de définir les suite a, b, m et 'extractrice .

— SoitK =) la,, b,] = [a, B] ol a est la limite de la suite croissante majorée (a;) et § celle de la suite b (éventuellement

p=1

@ = f). On choisit alors ¢ € [a, 8], alors ¢ € [a,, b,] pour tout p € N* et notamment d(#uy,(,),Z) = i pour toutn = 1. La
suite (tu,),ey @ donc une suite extraite qui ne se rapproche pas d'une suite d’entiers (plus précisément, pour toute suite

d’entiers (k,,‘), !tuw(n) —kyml = %) et cela contredit 'hypothése. La suite est donc bornée et dans ce cas on a montré que
(u,,) est de limite nulle.

Exercice 5

a) onsuppose que a < b sont deux éléments de I;. Soit ¢ €]a, b[. Pour x € R, si [f(x)| < 1, alors |f(x)[° < [f(x)[“ etsi|f(x)[ =1

alors | f(x)|° < |f(x)|”. On a donc, pour tout x € R, |f(x)|¢ < |f(x)|* + |f(x)|® et par majoration, |f|¢ est intégrable sur R. On
en déduit que [a, b] < Iy et que I est un intervalle.

e avec f(x) = T |t|“ ota >0.0na |f(t)|” ~ |t|”“ et |f|” estintégrable sur R si et seulement si p > l .Aveca = %, on
aun exemple ou Iy =]b, +oo].
¢ On prend une fonction qui vaut n* (a > 0) entre sur [n — nL n+ l qu'on rend continue avec des fonctions affines que

1

rejoignent (n + —5 - =, n*)a(n+ =5 . 0) de méme a gauche - et qui Vaut 0 ailleurs. Lintégrale sur |f|” est de l'ordre de la

+00 pa
n S . . 2 .
somme Y 5 (& faire proprement avec des encadrements, I'intégrale de chaque morceaux est compris entre n”* % et
n
n=ny

nPe 4 3 . Elle existe si et seulement si0 < p < ;

e en alternant I'exemple précédent (sur les valeurs paires de n) avec une fonction ot la largeur des trapézes est de l'ordre de
1

vn
| R S s . .
de —= ——= nécessite d’avoir p supérieur a un certain seuil).

vn npP

b) voir autre exercice

et la hauteur en dfracln® (ou f > 0), on doit pouvoir trouver un intervalle I de la forme ]a, b[ (les aires de l'ordre

Exercice 6

a) On note h(x)la différence. La fonction f est de classe ¢! et bijective de R* sur lui-méme. Ainsi g est continue sur R*. On note
F et G les primitives sur R* s'annulant en 0 de f et g. On a alors pour tout x = 0,

h(x) = F(x) +G(f(x)) - xf(x)

et h est de classe @' sur R*, nulle en 0 et

x=0,h(x) = f(x)+f'(x).g(f(x)) - f(x) —xf'(x) =0 (carg(f(x)) = x).

Ainsi & est nulle sur R*.

b) On commence par le cas ol1 y = f(x). On a d’'apres I'identité précédente,

foxf+/0yf—1_xy=xf(x)+ff}(’x)g—xy:ﬁix)(g_x);0
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car g est croissante sur [f(x),y] et minorée par x sur cet intervalle. Par caractére défini de 'intégrale, on a méme une quantité
strictement positive si y > f(x) (g — x ne peut pas étre identiquement nul). Lorsque y < f(x) on fait de méme en inversant les

rolesde fetg:ona
X y g(y) x y
ff+f g§—xy f f+f f+f g—xy
0 0 0 g) 0

fx f+yg(y)—xy=fx (f-y)=o0.
g g

De nouveau, I'inégalité est stricte si y < f(x). On a obtenu I'inégalité demandée ainsi que le cas d’égalité.

¢) Onanotamment f(0) = 0. on prend une subdivision réguliere 0 = x, < x; < -:* < x,, = x del'intervalle [0, x]. Onnote y; = f (x;)
pour i € [0; n] (1a suite des (y;) est toujours strictement croissante). Puisque f est continue,

lim Zyz'(xi—xi—l)zfo f
i=1

n—+oo

On transforme cette quantité :

n n n-1
ZJ’;‘ (x; —x;-1) Zyixi_ Zyi+1xi
i=1 i=1 i=0

n—1
= YuXp=YoXo+ ) (Vi—YVin)X; (etxy=0)
i=0

n-1
= xf(x)+ Y. i Yie1) Xi
i=0
n-1
= xf(x)- ;) G =¥ ')

f(x)
Comme f~! est également continue, la derniére somme est une somme de Riemann qui tend vers f~'sipasdela

0
subdivision des y; converge aussi vers 0. On sait que f est continue donc uniformément continue sur le segment [0, x]. On
se donne € > 0. Il existe n > 0 tel que si |u — v| <7, on a |f(u) — f(v)| < €. Pour n suffisamment grand, % < 1) et pour tout
ie[L;n], x;—x;_; = % et0<y;—y;_; < ¢€.Le pas de la subdivision des y; est donc inférieur ou égal a €. En passant a la limite
dans la relation obtenue précédemment, on obtient

X f(x)
[ rae=xre- [ e
0 0

Exercice 7

. R —R
. Smt(plz{ x+ e x—1/x
R.De méme ¢, : x — x—1/x estun ¢! -difféomorphisme de R* dansR. De plus, soit y € R. ¢, (x) = y équivalenta x?~yx—1=0

Y+ y?+4
s

.Pour tout x >0, ¢j(x) =1+ % > 0. Ainsi ¢, est un ¢! -difféomorphisme de R% dans ¢, (R}) =

+\/y*+4
ce qui donne x = % et puisque x doit étre positif, on obtient ¢;* (y) = .Le méme calcul donne ¢, (y) =
y—\y*+4

2
¢ Soit K un segment de R}. On a

[ lgeatdx= [ 1f@enlax= [ Iflerywdu
K K »(K)

avec ((pfl)’(u) = %(1 +— ) ce qui donne 0 < ((pl_l)’(u) < 1.Ainsi/ lg(x)| dx sf |f(u)| du sf |f(u)| du. Par défi-
1/},2_‘_4_ K @(K) R
Y

nition, g est intégrable sur R . On refait le méme calcul sur les segments de R” avec (¢; Y(u) = %(1 - ) toujours entre
\Vy?+4

Oetl.
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* Le fait d’'avoir g intégrable sur R* et R* ainsi que les deux ¢ -difféomorphismes ¢, et ¢, permet de réaliser le changement de
variable dans les intégrales, ce qui donne

f_lg(x)dxz%f_:of(u)(l— \/y};—+4) du

ainsi que

j(;+°°g(x) dx = %j::of(u) (l-{— \/ngl—H) du

En ajoutant, on obtient I'égalité demandée.
Exercice 8

On note Iy , I'intégrale qu'on cherche a calculer. On note également My , la matrice de taille p dont les coefficients sont Ky (x;, x;).
On utilisera plusieurs le résultat suivant (lorsqu'on peut séparer les variables) - si g;, ..., g, sont des fonctions intégrables sur R alors

fm{...jﬂ;gl(xl)gz(xz)...gp(Jcp)dxlde...dx,,:k]i[1 (/ng(xk)dxk).

Enfin on note (f, g) = f fgsif etgsontdeux fonctions de carré intégrable (on a bien fg intégrable).
R
ecasp=1:ona

N-1 N-1
Iy,= fRKN(x,x)dx = fR kgosz(x)dx = kgofnsz(x)dx =N

K y K )
. caspzZ:onaMN,zz( o) Kyl xZ)) et

Ky (x2,%1)  Ky(x2,%5)
Ivo = [, [ KoK () =K Geyddady = [ [ KyConK(a)dedy = [ [ kG Gry)dedy

La premiere intégrale vaut (f Ky (x, x)dx) (/ KN(y,y)dy) = N2. On développe la seconde :
R R

N-1 N-1 N-1N-1
(Ky(x,9))* = ( ZO fi(X)fi(J/)) ( ZO JS-(X)J?(J/)) = ZO ZO VACNACHI AN AGD)
i= Jj= i=0 j=

En intégrant (et en séparant les variables) :

N-1N-1

N-1N-1
[ [onteyraxdy="% ¥ [ [ ffR0S0dxdy =

i=0 j=0

N-1
(ffi)-(fofi)= L 12=N
i=0 j=0 i=0
Finalement Iy , = N>~ N = N(N —1).
* Récriturede My, : on constante que Ky (x, y) estle produit scalaire entre les vecteurs V (x) et V(y) ou V(x) = (fo(x), ..., fyv—1(x)).
La matrice My , est donc une matrice de Gram. On note Ay , la matrice

KD hR) e h)
AG) Rl) e A |

Fooa () o (®) o fua(x,)

de sorte que My ,, = Alf,,pANyp. Onarg (M) =rg (ATA) =rg A <min(N, p). Puisque My , € M, elle n'est pas de rang p lorsque
N < p etainsi son déterminant est nul. Onadonc Iy, =0sip > N.

e casN = p:onaM = AT A, toutes les matrices sont carrées de taille N (ou p) et detM = (detA)?. On essaie avec ¢ca en déve-
loppant:

AN,p =

(detA)?

( Z 8(0)f[1fu(i)(xi))( Z 5(0')lzllfa'(;)(xj)
i= Jj=

o€S, o'eS,

Y s(o)s(a')f[lfa(,-)(xi)fm(xi)

0€S, d'eS,
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En utilisant la séparation des variables :

p
Ivn= ) X 8(0)5(01)1:11<f;7(i)’f0’(i)>

0€S, 0'€S,
, . . L, .
I'un des produits est non nul si et seulement si o = o’ et dans ce cas il vaut 1. Il reste

IN,N = Z 5(0-)2 :N!

o€S,

cas p < N : onveut montrer que Iy, = N(N —-1)...(N-p+1) = (NNf'p)' (au passage, la premiére égalité devient toujours

vrai puisque le produit est nul si p > N). On utilise la formule de Cauchy-Binet (pour I'instant je ne vois pas comment faire
autrement... peut-étre en développant tout brutalement mais je n'ai pas trés envie) : si A est de taille (p, q) et B de taille (g, p)
alors AB est de taille p (on suppose p < q):

det(AB)= Y det(A,)det(B,)

ol s décrit les parties & p éléments des entiers [1;g] et A, est la matrice carrée de taille p extraite de A ou on a gardé les
colonnes de A qui sont dans la liste s. On peut alors utiliser cela avec M = AT A et obtenir

detM = Y det(A,)?
s€2y({L,...,q})

on se retrouve avec la situation N = p pour les matrices A, ce qui donne detM = > pl.llya (IZ ) termes dans la
seZ,({1,....9})
somme et ainsi

E (N) | N!
Np = P=
P \p (N-p)
Exercice 9
+00
a) Comme d’habitude, on introduit la série entiere associée : f(x) = ) u,x" sous réserve de convergence. On suppose que le
n=0

b)

rayon de convergence de la série entiere est R > 0. On a alors,

Vx €] -R,R[,f*(x) = +Z°° Up X" et xf2(x) = f(x) —up = f(x) -1
n=0

Onadonc xf?(x)—f(x)+1 = 0 pour tout x €]-R, R[. Celadonne f(x) = 1£v1-dx w six €]—R, R[. Auvoisinage de 0, si on veut

obtenir f(0) = 1, on doit avoir f(x) = 1-vi-dx ”2}6_4)6 On prend alors cette fonction f définiesurI =]— i, }‘ [. Elle est développable

1 (2n
en série entiere sur cet intervalle et plus précisément on a, apres calculs, f(x) = ) 1 ( )x" pour tout x € I. On note v,
n=0 1 n

son coefficient de degré n. Puisque f(x) vérifie x f>(x) — f(x)+1 = 0 pour tout x € I, un produit de Cauchy permet de justifier
n

que v,,; = Y U V,_; pour tout n € N. Puisque y, = 1, on vérifie par récurrence que u,, = v, pour tout n € N.
k=0

On a [; = 27 (changement de variable x = 2sint par exemple) ce qui donnerait ¢ = ﬁ On détermine une relation de ré-

P . L . . . 2(2n+1 . S s
currence vérifiée par la suite I,,. Par intégration par parties, on obtient /,,,; = %In. On peut alors exprimer I, a 'aide
factorielles et simplifier pour retrouver I,, = 2w u,, ou vérifier que 2w u,, vérifie la méme relation de récurrence :

Uy n+1(2n+2)2n+1) 2(2n+1)
u, n+2 (n+1?  n+2

Ainsi, pourtoutn €N, I, =2nu,,.

Exercice 13

Comme souvent dans ce genre de question, on cherche une équation différentielle vérifiée par deux expressions différentes. Comme
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on ne sait pas ce qu'il faut chercher, ce n’est pas immédiat. On se doute qu'il va y avoir exp(¢A), exp(¢B) et une exponentielle avec
[A,B] = AB — BA. On peut avoir une idée en regardant le début du développement limité de exp(tA)exp(¢B) :

exp(tA)exp(tB)

t? t?
I, +tA+ 3A2 + o(tz)) (In +tB+ EBZ +0o(t?)

tZ
= :In+t(A+B)+E(A2+BZ+ZAB)+0(1,‘2)

t2
= In+t(A+B)+E(A2+BZ+AB+BA+AB—BA)+o(t2)

= I,+t(A +B)+%2((A+B)2+ [A,B])+o(1?)

ce qui correspond au début du DL de exp(#(A +B)). exp(% [A, B]). On note alors f(t) = exp(tA) exp(¢B)exp (— é (A, B]) et onregarde
sa dérivée :

2 2
f'(t)=Af(t)+exp(tA)B exp(tB)exp(—%[A,B]) +exp(tA)exp(tB)(—t[A, B])exp (—%[A,B])

(on peut/doit justifier la troisieme dérivée en revenant a la somme de la série) La matrice [A, B] commute avec A et B et on en déduit
qu’elle commute avec exp(zA) et exp(zB). On s’'intéresse au terme exp(fA)B :
Ona AB=AB-BA+BA =BA+[A,B], puis

A%B=A(AB)=A(BA+[A,B]) = ABA+A[A,B] = (BA+[A,B])A+A[A,B] = BA® + 2A[A, B]

Par récurrence (a faire), on a A¥B = BA* + kA*"'[A,B] si k = 1. On a alors, pour N € N,

kak kak k pk- kak -1 4kak
(&5 o= & i) n=s[£ ) amm( £
k=0 K k=1 : : k=0 .

k=0 k! k=0

En limite (avec la continuité de la multiplication par une matrice constante), cela donne exp(tA)B = Bexp(tA) + exp(tA).(t[A, B]).
Il vient alors
VieR, f'(t) =Af(t)+(B+t[A B])f(t) - t[AB]f(¢) = (A+B)f(¢)
Puisque f(0) = I,,, on en déduit que, pour tout t € R, f(¢t) = exp(¢(A + B)), c’est-a-dire
2

Vt eR,exp(tA)exp(tB) exp(—%[A,B]) =exp(t(A+B))

Finalement,ent =1,

2
A+ 5[A,B]

eAtB = pdeBeom

Exercice 14

Soit M une telle matrice. Chaque colonne de M est de norme 1. Siles coefficients sont dans Z, ce la signifie qu'’il y a exactement un
coefficient qui vaut +1 etles n—1 autres qui sont nuls. Il ya donc exactement un et un seul coefficient non nul qui vaut +1 dans chaque
colonne. De méme, il y a exactement un et un seul coefficient non nul sur chaque ligne. On note o (k) la ligne o1 le coefficients de la
colonne k est non nul. Les valeurs o (1), ..., 0 (n) sont deux a deux distinctes et a valeurs dans [1; n], ainsi o est une permutation des
entiers [1; n]. Réciproquement si o € &, et M est une matrice qui en colonne k a un unique coefficient non nul en ligne o (k) et que
ce coefficient vaut +, alors les colonnes de M sont unitaires et deux a deux orthogonales. Il y a 2" n! matrices de O,,(R) a coefficients
dans R (les n! permutations et pour chaque permutation le choix du signe pour chaque coefficient)

Exercice 15

On note A la matrice de u dans la base orthonormée (e, ..., e,). Cette matrice est symétrique (et la diagonale est A,,...,1,).
On commence par montrer le résultat suivant : si u est autoadjoint et A,, 1a plus grande valeur propre de E alors E; (u) = ker(u—
2
Aldg) = {x € E, (u(x),x) = A,, | x[I"}.

En effet si on prend un base orthonormée (e, ..., e;,) de vecteurs propres pour u associée a une suite croissante de valeurs propres
n

comme dans I'énoncé et x = Z x;e'i, alors
i=1

n n
(u(x),x) = 3. Axf < A, 3 x7 = A, x|
i=1

i=1
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et si on a égalité alors

A 1l = (), x) = 0= (1, - A,)

donc (4, — A;)x? pour tout i € [1;n] et x; = 0 lorsque A; # A,,. Cela donne x dans l'espace propre associé a la valeur propre A,,.
Réciproquement ces vecteurs conviennent.
On en déduit que e,, est un vecteur propre associé a la valeur propre 1,.. On a u(e,) = 1, e,. La derniére colonne de M est donc
0
(:) et par symétrie, la premiere ligne est sous la méme forme.
An
On en déduit que F = Vect(ey, ..., e,_;) eststable par . On note v = uy. Celareste un endomorphisme autoadjoint, son polynéme
caractéristique vérifie y, = (X — 1,,) x,, donc les valeurs propresde v sont A, <... < 1,_; et (e, ..., ,_;) est une base orthonormée de
F avec(v(e;), ;) = A;.
On a tout ce qu'il faut pour terminer la démonstration par récurrence sur n (le cas n = 1 étant immédiat).
Exercice 16

Les deux ensembles E et @ conviennent. On montre que ce sont les seuls. Supposons que A est ouvert et fermé et n'est ni E ni @. 1l
existe donc a € A et b € E\A. On s’intéresse au segment [a, b] = {(1—t)a + tb,t € [0,1]}. Cet ensemble est non vide, part d'un point
de A et termine sur un point hors de A. On s’intéresse a la transition. Soit I = {r € [0,1],(1—-t)a+tb € A}.

[ estnon vide (car 0 € I) et majoré par 1, il admet une borne supérieure s,

* puisque A est fermé, on a s € [ : par caractérisation de la borne supérieure, il existe une suite (¢,) de I qui converge vers s. On
ax,=(1-t,)a+t,b quiestune suite d’éléments de A qui converge vers (1 —s)a + sb. Puisque A est fermé, (1-s)a+sb e A
doncsel.

¢ Onendéduitque s < 1. Puisque A est également ouvert, on va montrer que cela donne une contradiction: u = (1-s)a+sb € A
doncil existe 7 > 0 tel que B(u, r) < A. On peut alors prolonger 'ensemble I vers la droite. Pour i > 0 avec s+ h < 1 (possible car
s<l1),onau,=(1-(s+h))a+(s+h)b=u+h(b—a).Si|h|< m, alors uy, € B(u,r) c A. Ainsi pour tout £ € [0, ﬁ],

s+ h €. Cela contredit le caractére maximal de s.
Conclusion I'hypothese de départ, a savoir qu’il existe a € A et b ¢ A est fausse. On en déduit que A est @ ou E.

Exercice 17

On peut prendre A =]0,1]U([2,3]nQ).On a
A=[0,1]U[2,3],4=]0,1[U]2,3[, A =]0,1[ et A = [0,1]
Plus simplement, on peut prend A =]0,1[u]1,2] u {3} et alors

A =1[0,2]u 3}, A =]0,2[,A=]0,1[U]1,2[ et A = [0,2]

Exercice 18

* onnote M laborne supérieure de la suite. On se rameéne a une suite minorée, de borne inférieure nulle en posant v, = M — u,,.

Cette suite vérifie la méme propriété que la suite u. On va montrer qu'elle est constante égale a 0 (toujours plus simple).
2n
e Larelation de récurrence est nv, = Y v. Celadonne (1 +1)v,,; — NV, = Uyyip + Uoyyq — Upyq d'OU
k=n+1

. n+2
(n+2)v,4; — RV, = Uy, + 1y, =0cequidonne ny, < (n+2)v,,, © v, < TU,HI.

Plus généralement, on obtient une majoration des termes précédents : si i < j — 2 (pour qu’il y ait au moins 2 facteurs aux
numérateurs et dénominateurs),
(i+2)...(7)G+1) _](]+1)V

0<svy < v )
PG+ (G-2)G-1D ) i+
2ng
* Puisque infv = 0 : on se donne ¢ > 0; il existe alors n, € N tel que 0 < v, < €. Puisque v, = nl Yy, il existe k €
k=ng+1

[1o +1;2n,] tel que vy < € (sinon la somme est > nye et v, > ¢€). Pour tout i € [n, +1;k —2], ona

k(k+1) 2ny(2ny+1)
S e S
i(i+1) (ng+1)(ng+2)

Uk < 4Vk
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et vp_; < zi i U <4v,. Onadong, pour tout i € [ny; k], v; < 4e.
 Dés qu'on a un entier n, tel que v, < ¢, alors on en a un autre strictement supérieur avec la méme propriété. On note alors

A={nz=nyv, <eetVke [ny;n], v <4e}.
Cet ensemble est non vide et il n’est pas majoré : des qu'un entier p convient, le principe précédent permet d’en trouver un

autre g strictement plus grand avec v, < 4¢ pour tout entier entre p et g. On en déduit que pour tout n = n,, v, < 4e.
2n

* Grace a larelation v, = % )" v, on obtient par récurrence descendante que Upo—1> PUIS Uy _,... jusqu’a vy sont inférieurs a
k=n+1
4e.
¢ On a donc montré que pour un € > 0 donné, pour tout n € N*, 0 < v, < 4¢. Cela étant vrai pour tout € > 0, tous les termes sont
nuls.

Exercice 19

Si v, ne tend pas vers 0 alors la série diverge grossiérement. On se place donc dans le cas ol v, tend vers 0, ce qui revient a dire que
1

lim n®u, =+oco.Onaalorsv, ~ ——.
n—-+oo n—+c0 N°U,,

On utilise alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

£ - (2

n=1N1"U, n=1 n=1\N\/ Uy, n=1N\/Uy, n=1 N—+oo
Puisque ) u,, converge, on a la divergence de ) — ” etdonc celle de )_ T
n n

Exercice 20

a) On commence par récrire I'intégrale pour pouvoir utiliser la convergence uniforme de la suite (f;,) :

1 1
fofri(t)g(t)dt=fn(1)g(1)—fn(0)g(0)—f0 Ju()g'(£)dr

Lasuite f, g’ converge uniformément vers f g’. La convergence uniforme donne également la convergence simple. Cela donne
en limite, pour tout fonction g de classe %™,

1
F(Dg(1) - £(0)g(0) = fo F(Og'(1)dt

Si g =1, on obtient f(1) = f(0). On a donc
1 1 1 1
| rngar-ray g -gon=o0= [ g~ [ g e = [ (7(0)- 1) (0)de
0 0 0 0

1
On a donc, pour toute fonction g de classe ¢’ sur [0, 1], f (f(£)-f(1))g'(¢)dt = 0. Si h est une fonction continue quelconque
0
sur [0, 1], toute primitive g est de classe &' sur [0,1] et g' = h. Ainsi, si g convient alors, pour toute fonction h continue sur

[0,1],ona fl(f(t) —f(1)h(t)dt =0.Avec h(t) = f(t) - f(1), on en déduit que f — f(1) est nulle et f est constante.
0

t cos(nx
b) Onnote f(x) = Z # Elle est définie, continue sur R, paire et de période 2. On peut montrer que, pour tout x € [0, 2],
n=1 n

2
flx)= %xz - %x + % ... mais aucun moyen simple. Le probleme vient qu'on aimerait dériver mais qu'on ne peut pas le faire

(pas de convergence suffisante pour la séries des dérivées premieres ou secondes). On peut compenser cela avec 'ajout d'un

parametre :
. ) . - & ,cosnx . ‘o
* on peut introduire une fonction auxiliaire comme g(x) = )_ ¢ >— ou 7 est un réel dans [0, 1[. On peut alors dériver,
n=1 n
+00
obtenir g"(x) = — Y_ t" cos(nx) qui se calcule en tant que somme géométrique. On espére pouvoir intégrer deux fois pour

n=1
obtenir g(x). On vérifie alors qu'on peut faire tendre ¢ vers 1 pour obtenir f(x)
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. . L - COS(
* une autre fonction utilisable : h(¢) = )_ e ———
n=1

(on change la variable d’étude). On dériva par rapport a ¢t deux fois

+00
(ajustifier) pour obtenir A"(¢) = Y e~ cos(nx) qui se calcule bien (somme géométrique). Dans une idée proche, on a
n=1

+oo p,— Nt

W)=-Yy °

n=1

cos(nx)

+00 1 1
et, en justifiant I'intégration terme a terme, puisque f e "'dt = — (et qu'on a convergence de ) — ), on obtient
0 n n

+00 +o0 o, Nt

Z

cos(nx)dt = f(x)
0

Exercice 21

* on commence par le changement de variable « ¢ = u'/" » qui donne

f+°° sinu d
U, = ——du
o ul—l/n

On en profite pour justifier 'existence de cette nouvelle intégrale (par IPP) ce qui donne 'existence de la suite u,, (avec le
changement de variable réciproque).
* on ne peut évidemment pas appliquer le théoréme de convergence dominée puisque u — SH&”
10, +o0[. On integre par parties pour avoir, pour n = 2,

+oo +oo l—cosu +00 ] —cosu
1——)f —(1——)[ STcosuy,
0

n'est pas intégrable sur

1—cosu

u, =
ul—l/n

2 l/n 2 1/n

e on peut alors appliquer le théoreme de convergence dominée, avec la domination par I_C# sur ]0,1] et 1—(5:# sur
u u

+© 1 —cosu + sinu
lim u, / —duzf du
0 0

n—+oo uz u

la seconde égalité s'obtenant par une nouvelle intégration par parties.

[1, +o0], ce qui donne

Exercice 22

;
On note v, = f

-r

i t r 1 1
—sm(tn )dt. Onau,-v, = f (—S i ;) sin(nt)dt. On vérifie que la fonction
i

=

_1
sint

t —

{ [-r,rI\{0} —
g: _1
t

se prolonge en une fonction de classe 4! sur [-r, r] (onI'a déja fait). On utilise alors le lemme de Lebesgue (a2 redémontrer) pour en

déduire que lim u,—-v,=0.
n—+oo
+o0 sin u
=2 f
(on prolonge par continuité en 0 par la valeur 1 pour deﬁnlr I'intégrale sur R).
Remarque : évidemment il y a plein de choses 2 démontrer en cours de route : le prolongement %, le lemme de Lebesgue (cadre
%1, cest facile), la convergence de l'intégrale.

nrosinu

Avec un changement de variable, on a v, du et cette suite d’intégrales converge vers f

Exercice 23

Par domination par ¢ — on montre facilement que f est définie, continue, paire et bornée sur R. Le reste de I'exercice consiste

1+1%
a montrer que f est de classe 42 sur R’ et de déterminer une équation différentielle vérifiée par f. La difficulté est qu'on ne peut

pas le faire avec 'expression donnée. Il faut commencer par intégrer par parties afin d’'augmenter le degré du dénominateur et ainsi
pouvoir appliquer les théoremes de dérivation (avec domination par une fonction intégrable). On peut aussi écrire par relation de

2f+°° cos(xt)

Chasles (en 0) et changement de variable que f(x) = dr - 'exercice est corrigé sur la feuille d’exercices sur les intégrales
a parametre.

Exercice 24

On note 7 le cardinale de E. On peut le faire de plusieurs fagons :
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n
e par calculs : on choisit les éléments de C - il y a ( k) facons de choisir k éléments, puis on choisit j éléments parmi ces k

éléments pour B, et enfin i < j éléments parmi ces derniers pour A. Cela donne

v SRR S IRIEEISE) - £lE0)- £oor- £l -avore

* plus rapidement : on « code » une description d'un tel choix (et donc on crée une bijection avec un ensemble simple). Pour
chaque élément k € [1; n] (on suppose qu'on a numéroté les éléments de E), on associe la valeur 1 si I’élément est dans A4,
2 s'il est dans B\A, 3 ¢'il est dans C\B et 4 (ou 0) s’il n’est pas dans C. Ainsi les triplets A, B, C vérifiant I’hypothese sont en
bijection avec {1,2,3,4}" (réciproquement, la donnée d'un élément de ce dernier ensemble permet de trouver A, B, C et avec
A cBcC).0Onadonc 4" possibilités.

Exercice 25

On note a, le nombre de facon pour apparier 27 entiers distincts. On a a; = 1. Pour n = 2, on doit associer 1 avec un autre entiers;
cela donne 2n — 1 possibilités. On doit alors apparier les 2n — 2 entiers restants. Cela donne a,, = (2n —1)a,,_, et finalement

a,=02n-1)(2n-3)....3.1= (Znn)!
2"n!

Exercice 26

a) On note </ I'ensemble des triplets correspondants. Soit (A, B,C) des parties deux a deux disjointes de [1; ]. Pour chaque
élément k € [1;n], on associe 1si k € A, 2si k € B, 3 si k € C et 4 sinon. Cela crée une application entre <7 et {1,2,3,4}". Cette
application est bijective (si on se donne un élément de {1,2,3,4}", on obtient un unique antécédent). On a donc 4" éléments
dans <.

remarque : c'est la méme question que I'exercice ott on dénombre les triples A « B < C : il suffitde prendre A = A, B = B\A
et C = C\B pour obtenir un triplet d'ensembles disjoints; et on fait de méme avec des réunions dans l'autre sens.

b) La fonction est entierement déterminée par la donnée des valeurs f(k + 1) — f(k) pour k € [0;2N — 1]. Plus précisément,
on note .# l'ensemble des fonctions recherchées. on peut créer une application 6 : .#% — {-1,1}*N qui a f associe la suite

p-1
(f(k+1) _f(k))ke[[O;ZN—l]]' Onaen effet f(p) = f(0)+ >_ f(k+1) - f(k) pour tout p € [1;2N]. Lapplication est injective et
k=0
donc bijective de 4 dans I'image de 6. Un élément u de F = {~1,1}*" est dans I'image de 0 si et seulement si Y 2Nu; =0
k=1
(cela équivaut a la condition f(2N) = 0). On doit donc dénombrer 'ensemble des éléments de F dont la somme fait 0. Cela
correspond a dire qu’il y a autant de 1 que de —1. On choisit la position des n termes +1, cela impose celle des n termes valant

2
—1.Ilyadonc ( :) éléments dans %.

Exercice 28

Voir feuille exercice de probas (variables aléatoires) - sujet CCINP
Exercice 29

On appelle L, la longueur de la premiére séquence et L, celle de la seconde (on peut les définir proprement en variables aléatoires,
par exemple par L; = max{k e N, X, =X, = ... = X; et X; # X;,,} oules X; sont des variables de Bernoulli indépendantes et (X; = 1)
est 'événement « pile au lancer i »).

Pour i, j des entiers de N*, I'événement (L, = i, L, = j) correspond aux deux tirages

PP..PFF..FP et FF..FPP...PF
—_— —_—

i fois Jj fois i fois Jj fois
doncP (L, =inL,=j)=p"™q’ +p/q'*". On en déduitlaloide L, : on a L, a valeurs dans N* et pour tout j € N*,
2 2

P(L,=j)=)p"'d+pPq" = —q'+

J— p2gi~1 4 g2pi-l
o 1-p 1_qp p-q qp
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+00
On détermine alors I'espérance. Ona Y jg'™' =

+00
1_a7 (dérivée de la somme de la série entiére ﬁ = ) x"). On obtient finale-
j=1 -q n=0

ment

Exercice 30

Quelle que soit la position de la goutte, elle descend avec une probabilité de 1/2. Formalisons. Soient, pour k € N*,
X =Y(0,-1) + (1 -Y) (Z(1,0) + (1 - Z;) (-1,0)).
La position de la goutte a I'instant ¢ est
S, =(2,n)+ iX,-,
i=1
ol les Y; sont i.i.d. et suivent la loi de Bernoulli de parametre 1/2, et les Z; sont a valeurs dans {0, 1} avec
[P(Zi=11S;, €2} x[Ln])=1/2,P(Z;=1|S;., € {1} x[1,n]) = L,P(Z; =1|S;_, € {3} x [1,n]) =0.
a) Laboule sort al'instant ¢, pour ¢ = n, est 'événement :
W+ +Y,=n)n(V1++Y,_,=n-1)=(1+-+Y,_,=n-1)n(Y, =1).

OrY, +--+Y,_; ~%(t—1,1/2), donc la probabilité que la boule sorte a I'instant ¢ est, par indépendance de Y; +-+- +Y,_; et
de Y,

P(Y, +-+7Y, LY, =1) R N L
=n- , = = —_— X - = _—
! =1 t n-1)2t-1 "2 \n-1]2!

b) On note Z = min{t €N,Y; +---+ Y, = n} € N* U {+o0o}. La variable aléatoire Z est presque stirement finie et sa fonction
génératrice est

G,()= 3 PZ=k)xk= 3 (k B 1) (f)k.

k=n k=n\N— j\2

En dérivant (n — 1) fois la série géométrique (série entiére de rayon 1 ), on obtient :

(n-1) ' o . 1 we(k+n-1)
m—k;)(k+n 1)(k+n-2)-(k+1)x* donc —(l—x)"_k:()( N )x.

On en déduit que

Gz(x) = (g)" X m,

série entiere de rayon 2. L'espérance de Z est
E(Z)=G,(1)=2n.

Exercice 33

a) On dira que A de .#,(C) telle que A®> = I, est une symétrie. Soient A, B € .#,(C) avec A*> = B> = I, et AB = —BA.Puisque
comme 7 est impair, on a

det(A)det(B) = det(AB) = (—1)" det(BA) = —det(BA) = —det(A) det(B)

Ainsi det(A) det(B) = 0, ce qui est impossible car A et B sont inversibles (ce sont des matrices de symétries vectorielles). On a
donc I(n) <1etlI(n) =1 puisque un ensemble avec une matrice de symétrie convient (par exemple avec I,,).

b) Onaa(2t+1) = 1. On va montrer que a(2n) = a,, + 2 pour tout n. Par récurrence la donnera bien a(2°(2¢ + 1)) = 2s.
* on considere By, ..., B, € .#,(C) des symétries anticommutant deux a deux. On pose

[, o (o 1,
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et, pour k € [3;r+2],
0 iB
Arr = (—in ok) :
On vérifie par produits par blocs que

V(i,j)e[1;r+2]% i+j = AA=-AA;.

Ainsi,onaa(2n) =2+ a(n).
e Supposons que A, ..., Ay € .#,,(C) sont des matrices de symétrie qui anticommutent. On décompose l'espace selon les
espaces propres de A, :
C*=FE,®E_ ou E,=ker(A-1I,) et E_=ker(A +1I,).

Comme A; anticommute avec A;, 'endomorphisme canoniquement associé a A; échange E, et E_. En particulier, E, et E_
ont la méme dimension 7n. En choisissant une base adaptée a cette décomposition, on peut supposer que

(1, o© (o U
Al‘(o —1,,) et AZ‘(V o)’

avec U,V € .#,(C). Comme A% =I,, ona UV = VU = I,,. En conjuguant par P = diag(I,,U), on ne change pas 4, et A,

. 0 I 0 I .. . .
devient ( ") On suppose donc que A, = ( I, 61) Soit j € [3;R]. Comme A; anticommute avec A;, la matrice A; a la

I, 0
forme
0 C;
L= J
A (D,. 7 ) |
Larelation A,A; = —A;A, entraine que D; = —C; et donc, on a
0 C
- j
A (‘Cf 0 )

Comme A} = I,,, ona C; = ~I,,. On pose B;_, = iC; de sorte que

B?

2, =1, et Vke[3;RI\l}, BjBis=-Bi B ,.

j
On obtient alors R — 2 symétries qui anticommutent dans .#,,(C) et doncon a R —2 < a(n). Ainsi, on a a(2n) < a(n) + 2.

Exercice 37

a) Lerangd’'un projecteur est égal a sa trace. La fonction ¢ — tr(p(t)) est continue a valeurs dans 'ensemble [[0; n]. Elle est donc
constante. On notera r = rg (p(¢)) dans la suite.

b) Le probléme revient essentiellement a trouver, pour tout ¢ € [0, 1], une base B, de C"* adaptée a la somme directe Im (p(t)) &
ker(p(t)), et qui dépende contintiment de ¢.
¢ Solution locale avec valeur donnée en un point £, Soient ¢, € [0,1] et (e, ..., e, ) une base de C" adaptée a Im (p(£,)) @
ker(p(t,)). Pourtouti€{l,...,n},ona

{p(to)eizei silsisr

i<
I,—p(ty))e;=¢ sir+l<isn
Posons, pour ¢ au voisinage de ¢,
B, =(p(t)ey,...,p(t)e., (I, — p(1)) €ryy, ..., (I, — p(1)) €y)

et notons u(t) € .#,(C) la matrice de la famille B, dans la base canonique de C". La fonction u est continue, u (,) est
inversible et GL,(C) est un ouvert de .#,,(C); il existe donc un voisinage V (¢,) de t, tel que, pour tout ¢ € V (t,), u(t) €
GL,(C), i.e. B, estune base de C". Les sous-familles (o(t)ey, ..., o(f)e,) et ((I,, — p(t)) €41, ..., (I,— p(t))e, ) sontalors des
bases de Im (p(t)) et ker(p(¢)) =Im (I, — p(t)) respectivement (vu qu’elles sont libres, contenues dans ces sous-espaces
et de cardinaux r et n — r ). On vient ainsi de construire une fonction continue u : V (¢,) — GL,,(C) telle que, pour tout
t eV (ty),u(t) 'p(t)u(t) =J,, ot ], est la matrice diagonale diag(I,,0,_,). Or p(0) est elle aussi semblable a J, : il existe
A€ GL,(C) telle que p(0) = A™YJ,A. Alors lafonction @i : t — u(t)A vérifie it € C° (V (£,),GL,(C)) et @i () p(t)ia(t) = p(0)
pour tout t € V (¢,).
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¢ Solution globale : on considére 'ensemble I des ¢ € [0, 1] tels qu'il existe une solution sur I'intervalle [0, ¢], i.e. une fonction
continue u : [0, t] — GL, (C) vérifiant u(s)™' p(s)u(s) = p(0) pour tout s € [0, ¢].
D’apres le cas local appliqué avec t, =0, onal # @ et m =supl est >0.Sim € I et m < 1, on obtient une contradiction
car on peut prolonger u sur un voisinage a droite de m grace au cas local en f;, = m. Si'on montre que m € I, on aura donc
nécessairement m = 1.

Supposons par 'absurde que m ¢ I. Par le cas local en m, il existe £ > 0 et une fonction v € C°([m — &, m],GL,,(C))
vérifiant v(s) ' p(s)v(s) = p(0) pour tout s € [m — &, m]. D’autre part il existe t € In[m—¢,m[ et u € C°([0,¢],GL,(C))
vérifiant u(s) "' p(s)u(s) = p(0) pour tout s € [0, t]. Au point ¢, on a deux descriptions que l'on va faire coincider par un
changement de base. On a

p(t) = u(t)p(0)u(t)™ = v(1)p(0)v(s)™

donclamatrice v(#) ' u(t) commute avec p(0). Ceci permet de prolonger u en posant, pourtout s €], m], u(s) = v(s)v(t) ‘u(t
Le prolongement est continu et pour t < s < m, on a

u(s) " p(s)u(s) = u(®) v()v(s) " p(s)v(s)v(t) " u(r)
= u(t) " ()p()(1) ™ u(t) = p(0)
On obtient ainsi une solution sur [0, m], en contradiction avec le fait que m ¢ I.
On a donc prouvé que I = [0,1] et qu’il existe u € C° ([0, 1], GL,(C)) vérifiant p(s) = u(s)p(0)u(s)™* pour tout s € [0,1].

¢) On utilisera le résultat classique : pour tout k = 1, GL, (C) est connexe par arcs. Lensemble des matrices inversibles qui com-
mutent avec /, = diag(1,,0,,_,) est

A 0
C= {(0 B) ;A€eGL,(C),Be GLn_r(C)}.

Cet ensemble est connexe par arcs, car GL, (C) et GL,,_,(C) le sont. Comme p(0) est un projecteur de rang r, il existe une base
de C" dans laquelle la matrice de ce projecteur est .. On en déduit que

C':={w e GL,(C); wp(0) = p(0)w}

est lui aussi connexe par arcs. Si p(0) = p(1) alors u(1) commute avec p(0). De plus u(0) commute évidemment avec p(0).
On peut donc trouver un chemin y € C°([0,1],C’) tel que y(0) = u(0) et y(1) = u(1). On pose, pour tout ¢ € [0,1],v(t) =
u(t)y(t)™'. Alors

v(t)p(0)v(t)™" = u()y (1)~ p(0)y (£)u()™ = u(t)p(0)u(r)™ = p(r)

etv(0)=v(1)=1,.

Exercice 38

a) Résultat habituel sur les polynomes de Tchebychev. On peut justifier que les polyndmes vérifient la relation T,,,; —2XT,, +
T,,_; = 0 pour en déduire l'existence ou le refaire par un calcul complet : soient 6 € R et n € N. On a I'égalité suivante, via la

formule du bin6me :
n

> (Z) i* sin* () cos™ ¥ (0)

k=0

> (n)(—l)ksin2k(6)cos”‘2k(9)

cos(n0) = Re((cos(0) + isin(6))") =Re

0<2ks<n 2k

-y (;C) (cos(0) —1)* cos™ 2 (0)

0<2k<n

n

Ainsi, lepolynome T,(X) =}, ( ) k) (x*-1 )k X"~k estde degré n, de coefficient dominant 2! et vérifie I'égalité T, (cos(8)) =
0<2ks<n

cos(n6) pour tout réel 0, ce qui prouve l'existence. De plus, deux éventuels polyndmes solutions coincident sur [-1,1] donc

doivent étre égaux, ce qui prouve l'unicité.
b) i) Posons u, : x — a,Tz.(x). Sur [-1,1],|T3. (x)| = |cos (3" arccos x)| < 1. On a donc ||u,(x) |, < |a,| = a,. La série des u,,
converge donc normalement sur [ —1, 1 |, ce qui assure sa continuité.

n +00
ii) Notons T = )_ a; Ty (x). Commencons par vérifier que |f - Tl = ), ay.Eneffet, pour tout x,
k=0 k=n+1

FE-TWI=| Y ali@|< Y lall@l< Y, a

k=n+1 k=n+1 k=n+1
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avec égalité dans I'inégalité pour x = 1.
Supposons qu'il existe un polyndme P € R3.[X] tel que ||f — P|loo < |f — T |l Posons, comme le suggere 'indication,
x = cos(m(1+k37"")) pour k € [0,3"']. Pour tout £ = n + 1, Ty (x;) = cos (3€7r + k?/‘"‘ln) =cos((k + 1)) = (-1)F*,

oi1 'on a utilisé que 3¢ et 3“~""! sont impairs. On en déduit que

T ()~ P (xi) = f(x0) — P () - (C1F S a

l=n+1

S fr)-P)+(CDE Y a

l=n+1

+00
Comme [|f—Plo < Y a,ondéduit que cette expression est du signe de (— 1)¥. Or, lasuite (x; ) est une suite strictement
l=n+1
croissante. On en déduit que T — P change 3"*! fois de signe sur [-1, 1], donc qu’il admet 3"*! racines. Comme il est de
degré au plus 3", on conclut que ce polyndme est nul.
Pour compléter la contradiction, on voit alors que || f — T |loo = |f = Plloo < |f — T || - Ainsi, le polynéme T est celui qui
réalise la distance, ce qui conclut la question.

Exercice 39

a) Larelation se réécrit z,,,; = Z—:’[fzn, ce qui permet d’avoir la formule explicite
n+pf-1 n+p-2 s I'(n+p)
= . Bz = TP
" n n—-1 T IT(n+1)I(B)

Dans le cas ou f est entier, cette formule devient

; _(n+,6—1)_ (n+p-1)(n+p-2)...(n+1) nP-1
" - (B-1) (B-1)

f-1
La formule de Stirling pour la fonction I (c’est-a-dire I'(x + 1) Y 2nxx*e™*) permet de trouver I'équivalent z,, ~ lr“l(_,B)
X—+00

Sans utiliser la formule de Stirling, on va montrer qu'il existe C > 0 tel que z,, ~ Cnf~!. La relation peut également se réécrire
z, =[] (1+ﬁ—) = exp(z ln(1+‘3—))
k = k

k
iln(l+ﬁ_l): i (E+O(%))=(ﬁ—l)lnn+l<+o(l)

ol K est une constante. En repassant a 'exponentielle, on trouve I’équivalent souhaité.

b) Quitte a raisonner sur (x, — x), on peut supposer pour la suite que x = 0. Notons que si y,, tend vers 0, on déduit de ax,, =
¥, — (1 — a)y,, que la suite (x,,) tend vers 0 comme voulu. Ainsi, plutét que de raisonner avec la suite (x,,), on réexprime le

n
probleme en fonction de la moyenne de Cesaro y,, = ﬁ )" x;. Puisque x,, = (n+ 1)y, — ny,_,, la relation de I'énoncé se
k=0
réécrit
l[a(n+1)+(1-a)|y, =any, ;+y, < pf, = an Wy + Yn
" neln e "Tan+17" an+1

On pose a présent P, = (n+ 1)1, 2,1, ol (z,,) estla suite de la question a). La relation devient

an Yn
P =(n+1 z =—-u, (n+1)z + n+l)z
n ( )I‘Ln n+1 an_l_lﬂn l( ) n+1 (Ii’l+1( ) n+1
P4 n+1
= _ z _—
n-11TYn n+lan+_1

4 k+1
OnadoncP, =Py+ Y y;zr,, — . Or, d’apres la question a), on a
=1 ak+1

n+1 zn) 1/a-1
z =o|22|=0(n
Ynén 1 (a ( )
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n
En utilisant I'équivalent ) k't < an'/® qui diverge, et par sommation des relations de comparaison, on trouve
k=1

n

P, = o(z k/) = o(n'/®)

k=1
On revient alors 2 la suite (i,,), et on utilise de nouveau que z,, ~ Cn'/%"!, qui vérifie donc

P, nlle
= = = 1
(n+1)z,4, ( a1 o)

Hn
nn

donc la limite est bien nulle pour (y,,) et donc pour (x,,).

Exercice 41

a) * Notons E le sous-espace vectoriel des fonctions bornées de R dans R. Si m > 2, considérons I'application ¥ définie sur E

g(qt)

par, pour tout f dans E, pour tout  dans R, ¥(g)(¢) = 1+ NiOR On estramenés a chercher un point fixe de V. Le caractere

minoré de f assure que V¥ est a valeurs dans E et que, si g; et g, sont dans E,

1
¥ (8) — ¥ (&)lleo < 5 181 ~ &2 lloo:

ce qui assure que V¥ est contractante, et donne facilement 'unicité d'un point fixe de . Pour l'existence, on redémontre
ce cas du théoréme du point fixe. En posant 1, = 0 et, pour tout n dans N, u,,,; = ¥ (u,,), on remarque que, pour tout n
dans N, |[u,, —u,ll < ZL" |l — uy ||, ce qui assure que la série de fonctions ) (u,,, — u,) converge normalement, donc
uniformément. Ainsi, la suite de fonctions (u,,),. converge uniformément vers une fonction g. Le caractere fermé de E

etla continuité de ¥ assurentque g € E et ¥(g) = g.
e Danslecasou M < %, en posant,pour g € Eett eR,

oo 3l

on montre que @ est aussi contractante et qu'elle admet un point fixe, solution de ’équation en posant x = ¢ /q.

b) Sim > 2, par itération de la relation de récurrence, pour tout n = 1,

g=y s S

k-1

k=0 ll)f(qjt) :zl:gf(qjt)

Comme f est minorée par m, on a

1 1
0< <— — 0
k-1 . mk k—+00
[1f(4't)
Jj=0
ce qui assure que

y
g(t)=

k=0 k-1

La fonction g est une somme de termes strictement positifs et est donc strictement positive.

+oo k t
SiM < % on a, de méme que précédemment, g(t)=- Y [[f (—j , qui ne s’annule pas sur R.
k=1j=1 \q

Exercice 42
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In(p) sin=p“

a) Onnote 8(n) = { .Ainsi ¥ (x) = ) 6(n), et

0 sinon =
1= % v[3]= ¥ ¥ 6m= ¥ 6m=Y ¥ o0m)
lsns<x lsnsxms% rr?z’r?s?)% k<x m|k

;
On calcule ) 60(d) = In(k). Si on introduit la décomposition en facteurs premiers de k, k = || pf i, les diviseurs d de k
dlk i=1

pour lesquels 6(d) # 0 sont exactement les p{ pour 1 €j < a;. Ainsi,
.
2. 0(d)= Z ZIH(P,) = Za In(p;) —IH(H ) In(k).
d\k i=1j=1 =1

On en déduit ainsi que

T(x)= Y In(k).

k<x
Pour le développement asymptotique, on peut utiliser la formule de Stirling. En posant n = [x],T(x) = In(n!). Or, In(n!) —
In (\/ﬁ (% )") a une limite finie et donc:
In(n!) = nin(n)—n+0(Inn)

Comme x —1 < n < x,In(n) =1n(x) + O(1) et donc finalement,
T(x)=xIn(x)—x+0O(Inx).

On peut également faire une comparaison série-intégrale, /n étant croissante sur R .

T(x)= i In(k) = i In(k) = nilln(k) +1n(n)
k=1 k=2 k=2

et
nin(n)-n+1 =f In(£)ds < T(x) sln(n)+f Intds =In(n) + nin(n) - n+1.
1 1

On conclut comme ci-dessus puisque n = x + O(1)
b) On calcule

X
w(z)=z ¥ vlg)=2 X (5]

2 l<n<l 2n lsmsx

] m pair
Ainsi, on a
T(x)—zT(f)z Y ‘{’( ) 2 Y ‘P( ) Y (-1)"" 1\1/( )
2 lsns<x lsns<sx n<x
n pair

On utilise I'estimation précédente pour conclure :

T(x)- ZT( ) > in(m) =2 ¥ In(n)

n<x
n<
2

=xIn(x)-x+0O(Inx) - 2—ln( )+2 +O(Inx)
=xIn(2) +O(Inx)

Exercice 46

a) Ona |S,|* = Z (X, )17 + 2 Y < X;, Xj>. Comme les X; sont indépendantes, et par bilinéarité du produit scalaire (méme

1<i<jsn

démo que [E(XY) =EX)E(Y)):
E((Xi.X;)) = (B0, E[X))) = IEX)I* =0
car comme X ~ —X, E(X) =E(-X). OnadoncE(S2) = nE(X)>. On a, puisque les X; sont indépendantes :

P(S,=0)= > P(X;++X,=%X 0+ +Xp, =—X)

xez?

=Y PX++X, =0)P (X, + - + X5, = =)

xez?
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Comme les variables aléatoires (X;),;<,, sontindépendantes et de méme loi et comme les X; sont symétriques, les n-uplets
(X0 X)) Kgrr - Xop) €t (=X,40, -+, —X5,) suivent la méme loi donc (X; + -+ X)) ~ — (X,,4; + - + X,,,). Ainsi

P(S,,=0)= Y P(S,=x)*.

xez?

b) Pour R >0, on note By = {x € Z?, ||x|| < R}. Linégalité de Cauchy-Schwarz donne

Y P(S,=x)= ) P(Sn:x)2>L( 2 P(Sn=X))

=
xez? X€EBp |BR| X€Bp

1 2
= —FP(||S,,| <R
5P IS0 <R)

Par I'inégalité de Markov, on a

P (IS, >R) =P ([IS, 1> > R?) < E(IIS, %) _ nE([1X %)

R? R?
1
En prenant R® = 4nE (|| X||*),onaP (||S, | > R) < n et donc
3
P(IS,I <R)=-=
4
On en déduit déja que
9
P(S,,=0)=
( 2n ) 16 |BR|

Enfin, ona By < [-|R]; [RJ]]2 et donc, pour n assez grand,
|Bg| < (2R +1)* < 16R?

Ainsi, on en déduit que
9 9 1
= x [e—

P(S,,=0)=
an 16 x 16R?  1024E(|X[?) n

¢) Soit T =inf{n = 1,8, =0} e NU {+o0}. Soit n e N*. On a

n n
P(S,=0)=> P(S,=0T=k)=) P(T=kXz; ++X,=0).
k=1 k=1

Orl’événement (T = k) ne dépend que des variables aléatoires X, ..., X}, doncles événements (T = k) et (X, + - + X, =0)
sont indépendants. De plus, si k s n -1, Xi41,---,X,,) ~ (X3, ..., X,,_¢), donc
n n
P(S,=0)=Y P(T=k)PXiy++X,=0)=) P(T=k)P(S,_x=0)
k=1 k=1
On pose

+00 oo
fit— Y P(S,=0)t" et g:t— Y P(T=n)t".
n=0

n=1

Ces séries entieres ont un rayon de convergence supérieur ou égal a 1 et, par produit de Cauchy,

Vee[0,1[,f(t)=1+f(t)g(t) ouencore g(tf)=1- ]%

D’apres la question b), Y P (S,, = 0) diverge donc }11}1 f(t) = +oo (les coefficients sont positifs, f est croissante sur [0, 1] et elle

admet une limite finie si ) P (S, = 0) converge, infinie sinon). On a alors

+00
P(T < +00) = ZP(T:n):[P’(EIn>l,S,Z:O):tliI{l_g(t):l.

n=1

Exercice 47
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a) On s'inspire des relations qui paramétrisent le cercle unité (avec ¢ = tan(6/2) :

) 1-1¢2 L 2t
zZ2(t)=— +i——
1+t 1+¢?
Puisque ?+1 peut s'annuler, on note D := [Fp\ {t €F,: t? = —1} ,S 'ensemble des solutions de I’équation considérée, et
on va montrer que S\{(—1,0)} est constitué des couples de la forme

1-t> 2t
1+12 1+¢2

(xt,yt)z( ) outeD,
et que la fonction ¢ : t € D — (x,,y,) ainsi définie est injective.

¢ Soit d’abord ¢ € D. On observe alors que x, et y, sont bien définis et que
G2+ 0= (14 2) 2 (=22 + @0)7) = (14 2) P (1422 + %) = 1.

* siy, = 0 alors ¢ = 0 (on utilise ici I'imparité de p pour voir que 2 est inversible dans [, ), puis x, = 1 # —1 (2 nouveau
puisque 2 est inversible dans [, ). Ainsi (x,,y,) # (-1,0).

Ve 2 Ye
801tt€D.Alorsxt+1—1+t2 X, +1°

* Soit enfin (x,y) € S\{(~1,0)}. Si x = —1 alors y* = 1 —x? = 0 donc y = 0, ce qui est interdit. Ainsi x # —1 et on peut donc

#0puisy, =(1+x,)tett = On a donc montré 'injectivité de ¢.

—_Y
poser £ := - 1.Alors

1+tz:szr(er1)2:y2+x2+2x+1:2(x+1): 2 '
(x +1)? (x+1)? (x+1)? (x+1)

i v = -2t -_2 S
A1n31y—1,‘(x+1)—lJr 2etx+1—1+t2 puis x = 7.

On a donc établi que S\{(—1,0)} est en bijection avec D. Puisque (—1,0) est une solution, on conclut que #S = #D + 1. Ensuite,
ilyadeuxcas:

e si -1 est un carré dans Fp, alors X2 + 1 a exactement deux racines de F, (de nouveau puisque —1 # 1 dans F, ); ainsi
#D=p-2;

¢ sinon#D = p.
En conclusion, #S = p — 1 si -1 est un carré dans F,, et #S = p + 1 sinon.
Remarque : on peut montrer que -1 est un carré dans [, si et seulement si p = 1 modulo 4 (voir d’autres exercices)

b) Pour z € F,, notons S, I'ensemble des solutions de I'équation x* + y* = z. Tout du long, on notera C := {az |a el }l’ensernble

des carrés non nuls dans [, qui est un sous-groupe de [, (image du morphisme d’élévation au carré). Nous faisons trois
observations essentielles :

* pour tout a € [, la fonction (x,y) — (ax, ay) est clairement une bijection de S, sur S,z ;

¢ pour la fonction x € ([Fp) —x%€e [, tout élément y ayant un antécédent x a exactement pour antécédents x et —x, qui

sont distincts; le lemme des bergers assure donc que #C = b >—, et par suite

x _ p-1_ .
#(E5\C) = (p-1) - = =
* soitenfin z € F;\C. Pour tout x € C on observe que xz ¢ C (sinon z = (xz)x ™! serait dans le sous-groupe C ). Ainsi x € C —
xz € F,\C est bien définie; or elle est injective par inversibilité de z, donc bijective puisque #C = # ([F; \C )

En combinant ces points, on trouve que la fonction z — #S, est constante sur C et sur F;\C. Notons a et b ses valeurs
respectives sur ces ensembles. On a vu a la question précédente que a = p—1si—1 € C, et a = p + 1 sinon. Il reste a évaluer b.

2
On trouve 'égalité a#C + b# ([F;\C ) +#8, = p? en partitionnant ([Fp) selon la somme des carrés des composantes, donc
2
—#S
P "% _,
p-1

On distingue maintenant deux cas, ou1 a chaque fois on dénombrera S,.

b=2

¢ Supposons d’abord que —1 ¢ C. Soit (x,y) € S,. Siy # 0 alors (xy‘l)2 = -1, ce qui est interdit. Ainsi y = 0 puis x? =0-y? =0
et donc x = 0. Réciproquement (0,0) € S,. Ainsi #S; = 1, et comme a = p — 1 on conclut que

2

p__1—(p+1)=2(p+1)—(p+1)=p+1.
p-1

b=2
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* Supposons enfin que —1 = @ pour un a € F,. Nécessairement & # 0. Léquation x*+y* = 0 se récrit x* = a’y* soit x = +ay.
Ainsi Sy = D,UD_, oul'onnote D, := {(ty,y) lye€ [Fp} lorsque ¢ € F,. Clairement D, est en bijection avec[F,, (viay — (¢y,y)
) pour tout ¢ € Fp, et Do ND_, ={(0,0)} car 2a # 0. Ainsi #S, = 2p — 1. En conclusion

p2—2p+1
-1

b=2 -(p-1=2(p-1)-(p-1)=p-1

Conclusion : quel que soit z € F}, I''équation x? + y* = z posséde exactement p + 1 solutions si -1 n’est pas un carré modulo
p, et exactement p — 1 solutions sinon.

Exercice 48

a) Notons e I'élément neutre de G et E I'ensemble des éléments de G d'ordre 2. On a g # g~ si et seulement si g # e ce qui
équivauta g ¢ {e} UE. Soit H = G\({e} UE). Si g € H alors g~ est aussi dans H et g # g~'. H peut étre partitionné avec des
ensembles de cardinal 2 de la forme { g, g_l}. Donc les cardinaux de G et {e} U E ont la méme parité. Comme le cardinal de G
est pair, on conclut que E n’est pas vide.

b) e« Pour tout g € G, ®(g) est une bijection de G de bijection réciproque ®(g™') ). On va considérer les applications ®(g)
comme des permutations de G (donc des éléments de S(G)). Lapplication @ est étre un morphisme de groupes de G dans
le groupe des permutations G(G) (On a ®(g)®(g’') = 0(gg’)).

¢ Soit g un élément d’ordre 2 de G (existence garantie d’aprés la question précédente). La permutation ®(g) vérifie ®(g) o
®(g) = Id. Les orbites dans G d’une telle permutation sont évidemment de la forme {x,gx}. Comme les orbites parti-
tionnent G (de cardinal 2n ), on comprend qu'’il y a exactement 7 orbites. Or on sait que ®(g) peut se décomposer en
produit de cycles a supports disjoints et que ces derniers supports sont précisément les orbites. Autrement dit, ®(g) est
produit de n transpositions. La signature de ®(g) est donc (—1)" = —1 car n est impair.

¢ Le morphisme de groupes 8 = £ o ® : G — {—1, 1} est donc surjectif. On utilise la relation

| ker(6)| x [Im ()| = |G].

Cette formule assure que le groupe ker(8) - sous-groupe de G - est de cardinal 2n/2 = n.
¢) trop compliqué - voir RMS 2024/2025 - ex 278

Exercice 49

On pose d := degP. On introduit les polynomes de Lagrange relatifs aux point 0, ..., d, a savoir, pour tout i € {0, ..., d},

X-j

Lix)= ]

Jj#i,0sj<d =]
d

On peut écrire P = ) P(i)L; et donc, pour tout k dans Z,
i=0

d
P(k) =Y. P(D)L;(k).
i=0

Il suffit a présent de montrer que L;(k) € Z pour étre certain que A divise P(k). On a

L= 1 “ocpr L ow-p

j#io<j<d L= iNd =) jzip<j<d

* Premier cas:si k € [0;d], alors L;(k) =0 ou 1.
e Deuxieme cas: k =d + 1. Alors

__pya-ikk-1). (k- Dk —i—1).. (k=d) _ . afk|[k-i-1
Li(k) = (-1) Hd—1) =(-1) (l)( g )

e Troisieme cas: k < 0. On pose [ = —k et alors

I+1)...(I+i-D(+i+1)...(I+4d) :(_l)d_i(l+i—l)(l+d)
; )

_(_1\d-i(_1\d

Année 2025/2026



SOLUTIONS Exercices X/ ENS

Exercice 55

-1/2

a) Lafonction z — (1-2z) est développable en série entiere au voisinage de 0 et son rayon de convergence est égalal.0On a,

pour z € C avec |z| < 1,

1 1 1
P | o e ot JNye
1-z =1+ -z =1+ . —— 2i+1).
(1-2) k; T (-2) glzkklg( )
Or
k-1 k=1 (2i +1)(2i +2) (2k)!
2i+1)= = ,
izl_ll( +1) E) (2i +2) 2k k!
donc

o (2k)! no1 (2 n
Kn(X)=1+Z—( k) X’C:ZZT,C(:)X’C=Zka’“.
k=0

k=1 22k(k!)2 k=0

1l suffit ainsi de remarquer que |K,, (ei9)|2 =K, (e")K, (e?®) pour pouvoir conclure :

. 2 n n . _ . _
K (@) =3 5 bybe P =g, e T by

k=0h=0 (k,h)e0,n]?,k+h
Onsik+h:
[ etman = Ll .
0 i(k=h)|,

D’oly, par linéarité de 'intégrale,

27 a2
| 1 (o) a0 = 2,
b) Prenons |z| < 1. Alors, par produit de Cauchy,
o0 +00 n
/@ (Z aiz ) (Z zk) Y z" (Z ak).
k=0

1-2z

De ce fait, pour tout n = 2,0 € [0,2n] et0<r<1:

i0 n k
f(re ig e—ine = Zaj + Z rkei(k—n)(? (Zai)'
i=0

l1-re j=0 k#n

Pour r €]0, 1] fixé, la série de fonction de terme général

k
10 — rkeitk-mo (Zai),

converge normalement sur le segment [0, 277], puisque

+00 +00 k +oo [ k B 1 *© i
Yo luelle =Y rF1Y ai| < Y lal|r —Zlaklr < +o0.
k=0 k=0 |i=0 k=0 \i=0 l1-r
On peut donc permuter série et intégrale :
27 f( ) n
e i"0dg| =r" a
21 1-re' kzzo

Or, par produit de Cauchy et en reprenant les notations de a ),
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1 1 2 +00 2 +00
— = =|K,(2) + b zk) =K,(2)*+ 2"
(\/l—z) ( k:Zn:+1 ¢ k:§'+1 £

ol1 le rayon de convergence de ) c;.z¥ est = 1. On a également :

f(z) » +00 K +0o k ) +00 k
s = f(2)K,(2) +(Z aiz )( Y 7| =f()K,(2)*+ Y. dp 2",
-z k=0 k=n+1 k=n+1
ol1 le rayon de convergence de ) | d,.z" est = 1. On fixe r €]0,1[. On permute 2 nouveau série et intégrale (convergence
normale sur un segment) :

27 f(reia) . 27 . 2 +00 2m 27 . D
ge a0 = [ f(re)K, (re® o+ Y de [ e 0do = [ f(ret)K, (re®) do
0 0

k=n+1 0

o 1-re

On a dong, pour r €]0,1],

< szjl K, (rei9)|2d9
T2md T ’

rn

27
fo f(re®)K, (re”’)2 de

i 1
ap| s —
k=0 27

Comme |Kn (re’9)| est polynomiale en r, on peut faire tendre r vers 1 et obtenir le résultat souhaité.

Exercice 56

t
a) On note F(t) = f f(u)du. Linéquation se récrit F'(t) — KF(t) < g(t). On multiplie par e X" et intégre entre 0 et x ce qui
0
donne x x
[F(t)e ™ !]; sf g(u)e ®*du ou encore F(x)e X* sf g(w)e X du
0 0

X
Onadonc F(x) < eX* f g(u)e ®"du et en revenant a I'inéquation de départ,
0
t
Ve R, F(1) < g(r) +1<f K= g (1) du
o
b) e oncommence par majorer les normes de M et N. On a, pour tout ¢ = 0,

M@ -M = | [ Awmau] < [ 1acm) au

On utilisant la relation ||A(u)M (u)| < [|A(u) | |M (u)| etle fait que [|M(0)| = ||I,,]| =1, on obtient
Vi >0, |M(0)] < 1+1<f0t IM ()] du.
On peut utiliser la question a) pour en déduire (avec f(¢) = |[M(¢)| et g(¢) = 1),
Vez M| <1 +KeKt/0teK“du =1+(eX" —1)= e,

De la méme maniére, on obtient que |N ()| < e®*+7,
¢ On revient a la question (avec le méme type de majoration que a)) :

1M (2) - N ()]

HfotA(u)M(u) — B(u)N(w)du

[ " AWM (1)~ N () — (B(u) — A(u))N () du

N

1 [ INGO) du K [ M) - N () du
Onnote f(t)=||M(t)-N(t)| et g(¢) =17[) |N(u)|| du.Ona

t
0<o(t) < (K+muq :L (K+mt _ 1),
g(1) nfo ey = e )
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On réutilise la question a) et on obtient

IM(2) =N (o)

N

t
g(1) +Keth g(w)e X du
0

t
L(e(K+n)t_1)+ _nK eth (enu_e—Ku)du
0

A

K+n K+n
n n nk e"—-1 e X1
— _e(K+n)t_ + ekt +
K+n K+n K+n7@ n K
I BT o R I SN o YR SR S MR BN 7'
K+n K+n K+nq K+n K+n K+n7q

K+ne(K+n)t _ K'H?eKz — oK+t _ oKt _ ekt (e 1)
K+n K+n

Exercice 57

On suppose que r € [1,n — 1] sinon 2 est un singleton. Soit e = (e, ..., €,) une base orthonormée adaptée a Im p. La matrice de p
dans cette base est donc J,. Soit &' I'ensemble des matrices dans la base e des projecteurs orthogonaux de rang r. Soient & > 0 et
I':]-a,a[— &' dérivableen 0 et tel que I'(0) = J,. On a, pour ¢ €] - a, a[, ['(t) = ['(¢)T et T(¢)? = I'(¢). En dérivant en 0, on obtient

(1) T'(0)T(0) +T(O)I'(0)=T"(0) et (2) T'(0)" =1'(0).

T
D’apres (2), la matrice I''(0) est symétrique; on écrit I'(0) = (g BC ) avecA€ . (R),Be . #,_, . (R)etC €.7,_.(R). Larelation

FERE

donc A =0 et C = 0. Lespace tangent a &' en J, est donc inclus dans

(0 e o}

Soit maintenant A € <7, (R). Alors, pour ¢ € R, e’ est dans &, (R) d’inverse e~*4. Le chemin

(1) donne:

F:teR—eje 4
: A, -AT
esttracé sur &' etde classe °.0Onal'(0) = J, etI'(0) = AJ,—J,A.Enécrivant A = (Al A 2 ) avecA, € #,(R),Ay € M,,_, ,(R),Az €
2 3

o,_.(R), on obtient que
roy= |4 0 _[4 ~A ) _[0 A7)
A, 0] lo o A, 0
Lespace tangent 8 &' en J, est donc

(o M)scsnim]

Ils’ensuit que 'espace tangent 2 & en p est'ensemble des endomorphismes symétriques u € .Z(E) tels que u(Im (p)) < Im (p)*.

Exercice 58

a) Comme les X; sont a valeurs dans N*, on a

+00 +oo N N +oo
P(neE)= )Y P(S,=n)=) Y PX;=kX,++X,=n-k) =) > PX,=kX,++X,=n-k).
m=1 m=1k=1 k=1m=1

Or X, estindépendante de X, + --- + X,,, (lemme des coalitions) donc

N +00
P(neE)=)Y P(X;=k) ) P(X,++X,=n—-k)
k=1 m=1
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Comme (X,,),,.; estii.d,

PXo++X,=n-k)=PX;++X,_.,=n-k),

cette probabilité étant égaleaOsin—k <0,etalsin =k et m=1.Ainsi

N N
P(neE)=)Y P(X;=k)P(n-keE)=) u(k)P(n-keE).
k=1 k=1
b) Comme P(n € E) = O(1), le rayon de convergence de la série entiére définissant F est supérieur ou égal a 1. On a, par
n—+oo
produit de Cauchy,
+oo [(max(n,N)

F(z2)G(z)=) | Y wu(k)P(n-keE)|z"=F(z)-P(0€E)=F(z)-1.

n=1 k=1
Ceci montre I'égalité, pour z € D.
¢) Soit

N
Q=1-Y p(k)-x*
k=1

N
Onabienstr Q(1)=0etQ'(1)=-Y_ ku(k) # 0, donc 1 est un pole simple de F. Soit z € C avec |z| < 1. Alors
k=1

N N
1< ) u(k)lzl* < (Z u(k)) lz| = |z|.
k=1 k=1

Ainsi pour que z soit racine de Q, il faut que z soit de module 1 et, d’aprés la condition d’égalité dans 1'inégalité triangulaire,
1(1)z doit étre positivement colinéaire a 1 . Le seul zéro de Q de module inférieur ou égalalest1.

d) Ona

F(z) = 1 tH(2)

Q' (1)
ol F, est une fraction rationnelle dont les poles sont de module strictement supérieur a 1 . Le rayon de convergence du déve-
loppement en série entiére de F, est strictement supérieur a 1. On a donc

F(z)= z + b z", avec b,=o0(1)
Ainsi )
P(neE) = +0 = +o(1).
€B), 5 g oW Sy o
Exercice 59
°+00 1 1
On commence par remarque que les séries sont absolument convergentes. Si x € A,, ona |x| < Y — = —1 Lensemble est borné.
n=1 p

On a alors le choix entre directement montrer qu’il est compact ou seulement qu’il est fermé.

+o0o g
Soit x(P) = Y n—’: une suite de termes de A,. On doit en extraire une suite convergente dans I'ensemble.
n=1
* Onnote I ={p eN, ¢ , = +1} et I] = {p €N, ¢, = —1}. L'un des deux ensembles au moins est infini. On le note I; et on pose

= +1 ou -1 suivant qu'on a choisi I;” ou I; . On définit ¢ (1) = minI,.
. On note I = {p € I},&, , = +1} et I, = {p € I}, &, , = —1}. Lun des deux ensembles au moins est infini. On le note I, on pose
a, = +1 selon le choix et ¢ (2) = min L, \ {¢(1)}.
* On continue ainsi en construisant des parties infinies de N de sorte que I,, c I,,_; < I, < I, des entiers a;, ..., @, valant +1
et une séquence d’entiers strictement croissante ¢ (1) < ¢(2) < ... < ¢(n) (avec (k) € I;.) avec, pour tout k € [1; 1], X, =

i a, 7] ’i" 1 1
— + Vi avec |Yi| S —_— = .
p=1 Pp ¢ , p=k+1 pp (P_l)Pk

+00 a
14 * 2
e Onnotey = ) —-.Onaalors, pour tout k e N*, |x, —y| < —=——
p; oP o) (p-1)pF
on peut explorer plusieurs autres idées :

. Ainsi kl_i,IPoox‘/’(k) =y €A,
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* On peut essayer de montrer que si une suite d’éléments de A, converge alors elle converge dans I'ensemble. La difficulté est

e N €k, . : ep , :
que I'écriture ) —; est pas unique - en fait elle l'est si p > 2 et ne I'est pas si p €]1,2]

k=10
+z°:° Ep 1
e Puisque — | € — =, on peut considérer les ensembles
pern PPl (p=1)p

A U B % A
N = T L r
Comenel-1y  \p=1 07 (p—1)p*

cela représente la réunion des boules fermées centrées en les début des développements de rayon suffisamment grand pour

contenir toutes les sommes commengant par ces N premiers termes. On a alors A, < Ay, pour tout N € N*, de plus Ay, < Ay

etainsi A, <y Ay. En tant qu’intersection de fermés, c’est un fermé. Si on prouve I'inclusion réciproque, alors on aura que

A, est un fermé. On trouve alors deux situations (liées notamment a la non-unicité de la décomposition) :

— si p > 2, on peut montrer 'inclusion réciproque, notamment grice a I'unicité de I'écriture (et le fait que les différentes
boules fermés de Ay sont deux a deux disjointes.

— dans le cas ou p €]1,2], il est plus simple de directement montrer que A, = [— 1 1

p-T'p-1°- K. On a déja une inclusion

évidente. Soit x € K. c
— six?O,onposeelzlsinonelz—letxl:Fl.Six>O,ona0sxs p£1 et

1 1 1 1
-——<Xx-x -——== .
P p—-1 p plp-1)
- 1 1 R .
P >, - X;| < ———=.0Onal h <0.
ulsquep_1 onal|x— x| p(p-1) n a la méme chose si x

— on choisit pour &, le signe de x —x; (+1six = x;) etx, = x; + % On montre comme au dessus que |x — x,| < m
e e . Uy 1 . .
— On poursuit ainsi et on construit ¢y,...,&, = £l et x,, = 1;1 ? de sorte que |x — x,,| < FUrEDE Si une telle suite est
construite, on note ¢, le signe de x — x,, (toujours avec +1 si x = x,,). Si x = x,,, alors

1 1 1

<
n+l

1
— <Xx-X - = .
P n+l pn(p_l) pn+l pn+1(p_1)

n
e . . . . . . Ex
et c’est similaire si x < x,,. On construite alors par récurrence cette suite (&,,) ,en- de sorte que x = lim Y —-
n—+oo
k=1

Exercice 60

a) Soit (u,,) la suite croissante des éléments de A (qui est infini puisque F(n) - +00). On a alors n = F (u,,) ~ du,, donc
n—+oo

u
U, ~ % Prenons x > 0, alors % — x, tandis que % — 0.Donc Q est dense dans R™.
n n—+oo n n—+oo
b) Onprend r = % ol a et b sont dans N*, et on suppose par I'absurde que r ¢ Q. Alors pour tout k e N* ona ka ¢ Aou kb ¢ A.
Ainsi

na nb
F(na)+F(nb)=) lia+) lica
A A

n n
sn(a-1)+ ) ligea+n(b=1)+ > lipea
k=1 k=1
n

sn(a+b-2)+ 3 (1xgen + lipea)
=1

<n(a+b-1)

Or, le terme de gauche est équivalent par hypothese a (a + b)n, ce qui est contradictoire pour n assez grand.

c¢) Considérons un nombre premier p suffisamment grand pour que % < g, etsoit A =N\pN. Alors % ¢ Q, car sinon on pourrait
trouver dans A un dénominateur multiple de p. Or F(n) = n— |pNn[L1,n]|=n—|n/p] et % — 1- % >1-¢.
n—+oo
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Exercice 61

Posons . B
S= ) ! Zn) €[0,+00] et S'=) Me[O&oo]
neN* N neN* n

Notons que

5 f’l(n)—gf_l(n)J <y iz<+oo

neN* n neN* 1

donc par addition S < +oo < S’ < +oc0. Par ailleurs, par sommation par paquets (cas positif) et croissance stricte de f,
1 1 o1
§'= > =2 X S=X X
(mk)e(N*)Zksf-1(n) T keN* neN*inzf(k) 7 keN* n=[f(k)] 1?

Pour tout p = 2, on a par comparaison

donc en sommant, pour tout entier M = 2,

Msnzzan M-1

Le théoreme des gendarmes pour les équivalents assure donc que

Puisque f tend vers +oo en +oo, il vient

+00

1 1 1
n:%kn 12 k—voo [f (k)] koo f(K)

Par comparaison de séries a terme général positif, on conclut que

1
S<t+oe S <t+oe ) — <400

keN* f(k)

Exercice 62

. - . ik i N
a) Soitr€]0,1[ et n € N. La série de fonctions )_ay (re’)” e”"* estnormalement convergente par rapport a ¢ sur [0, 7], on peut
k

donc intégrer terme a terme :

1

g 2n

27 X . +o0 & 21 k dr

f f(re™)e ™dtr=) apr [ eitk=mit — — g rn.
0 k=0 0

Ensuite on fait tendre r vers 17. Par convergence dominée, on obtient

1
27

21 . .
/(; f(elt)e—mtdt:an
alaide de la domination: |f (re’")e™ | < || fll -

27 .
b) Pour n = 0, 1'égalité (1) ci-dessus s’écrit f(0) = % f f (re” ) d¢. Démontrons que 'on a une relation similaire pour un cercle
0

C(z,r) c D, quelconque :

Pour un mondme z",ona:
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1 27T . n 2n dt
— | (z+re)dr=Y |" z"‘krkf ekt — = zn,
21 Jo i=\k 0 2m

On en déduit le résultat pour une série entiére f quelconque par interversion série-intégrale, grace a la convergence nor-
male de la série entiére sur le cercle C(z, r) (compact inclus dans le disque ouvert de convergence).

Comme a la question précédente, on peut par convergence dominée étendre ce résultat au cas o1 C(z,r) < D (lorsque
r=1-|z| et que C(z, 1) est intérieurement tangent au cercle unité).

Soit maintenant z un point de D ol | f| atteint son maximum. Si z € U, il n'y a rien a faire. Supposons donc |z| < 1 et posons
r =1—|z|. D’apres ce qui précede, on a

1 27 .
1flloo = 1 (2)] < Efo [f(z+re)|dt < |Iflloo-

11y a donc égalité et par continuité de |f] sur C(z,7), ona |f(z+re')| = ||fll, pour tout € [0,27]. Le cercle C(z,r)
rencontre U en un point, on a donc prouvé que le maximum de |f| sur D est atteint en un point de U.

¢) On exploite I'égalité de la question a ) :

X]\;an: ! foznf(e”)(% e‘””)dt.

n=0 27 n=0

Un calcul bien connu nous donne, pour tout ¢ €]0, 27|,

-

sin (

% e*int — 2
t
n=0 sin (—)
2
d’ou
. (N +1 t)
N 2 SN —0—
o< Ul [ 2 |,
n=0 2z Jo sin(z)
2
Lintégrale est laméme de 0 a w et de m a 27 ; 'inégalité sin(t/2) = ¢ /m si t € [0, ] et le changement de variable u = N2+ 1,
donnent:

. (N+1 )\|dt W+lr/z - du
sim tl|— = smu|—-.
()| =1 [ 1sinulS

N T
Y ) < e
n=0 0

Pour finir, en écrivant, pour tout x = 1,

X du * du
|sinu|— <1+ | —=1+Inx
0 u 1 u
on aboutit a la majoration
N

Zan

n=0

< Il 110V + D2 ) = 1l x 000N

ce qui prouve le résultat demandé.

Exercice 63

a) Par définition, f est convexe si, et seulement si pour tout (x,y) € R” x R”, pour tout ¢ € [0,1], f(1 = )x +ty) < (1 -t)f(x) +

tf(y).

Dans un premier temps, on suppose que pour chaque (u,v) € R" xR",¢,, , : t — f(u + tv) est convexe sur R. Soient
(x,y)eR" xR" et €[0,1].
Enchoisissant u =xetv=y—-x,a=0etb=1,ona(l1-t)x+ty=u+((1-t)a+tb)v, etdonc:
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f(Q-t)x+ty)=f(u+((1-t)a+tb)v)
s(A-8)f(u+av)+tf(u+bv)=0-t)f(x)+tf(y).
Ainsi f est bien convexe.
On suppose maintenant f convexe. Soit (1, v) un couple d’éléments de R”. Soient (a, b) € R® et s € [0,1]. Comme u + ((1—

tya+tb)v=(1-t)(u+av)+t(u+bv)etf estconvexe,ona:
Gy, (1-t)a+1tb)=f(u+((1-t)a+tb)v)
<s(A-8)f(u+av)+tf(u+bv)=(1-1t)p,,(a)+tp,,(b).
Donc la fonction ¢,, , : £ — f(u + tv) est bien convexe sur R.

b) Onnote e = (e, ..., e,) la base canonique de R". Toutes les normes sur R” sont équivalentes; on le munit donc de la norme

lloo-
Par hypothese, pour tout 1 < i < n, 'application t — f (x + te;) est dérivable en x et :

fx+te)—f(x)—19;f(x) =te;(t), ou ltil%ej(t)zo.

R" —R
=ty — F(x+h) = f(x) - ;"laif(x)hi.

On introduit u :

n
Comme f est convexe sur R” et b — ) 0;f(x)h; est une forme linéaire, cette application u est convexe sur R”. On en
i=1
déduit que pour tout i = (hy, ..., h,) e R",
u(h)=u() —hjne;|< =) u(hjne;)< =) |u(h;ne;)]|.
i=1 1 n =1 ni=

Soit € > 0. Pour chaque j € [1, n], on pose a; > 0 tel que pour tout |7] < q; |ej(t)| < %, ie. ‘u (tej” < |t|%. On en déduit

a.;
. j .
donc que, si ‘hj‘ < 7 pour tout j,

12 12
u(h)< =3 |hjle< = |hle=|hle
ni-1 ni=1
Comme |- k| = || 2] < %, onademéme u(—h) < | hje.
Or par convexité,

u(=h)+u(h)
-

N

0=u(0)=u(_7h+g)

Ainsi finalement :
—lhlle < —u(-h)<u(h)<|hle,

etdonc |u(h)| < el k| . On a ainsi montré que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que :

Ihll <6 = |u(h)| = f(x+h)—f(x)—i15if(X)hi <e|hl.

n
Donc f est différentiable en x, de différentielle h — )_ 8, (x)h;.

i=1

Exercice 64

a) OnaP(X;=0)=P(X;=1)donc(1-2p)=petp<1/3.
OnaP(X; +2X,=0)=P(X; +2X,=1)donc

P(X,=0,X,=0)>P(X,=1,X,=0)+P(X, =-1,X,=1)

ce qui donne que (1-2p)? = p®>+ p(1-2p), donc p # 1/3.
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Soit n € N avec n = 2. On a, avec un argument de parité,

n n
P(ZZ“IXi = 0) = P(X1 =0,) 272X; = 0) =P(X;=0,X,=0,...,X,=0) = (1-2p)"
i=1 i=2

k=1
Comme2F - Y 2/ =1
i

n n
P(Z 271X, = 1) =) P(X;=-1,.... X, =-1,X; =1,X4,,=0,...,X,=0)

i=1

n n k
k=1 k=1\1—4p

On a dong, pour tout n = 2,

n
1 p
n - 1-2p p p "
=\1-2p 1-2p 1P 1-3p 1-2p
1-2p

On a forcément % < 1 et, par passage a la limite dans I'inégalité, 1 -3p = p donc p < 1/4.

+00
b) Onadx(0)= ) P(X= k)e'*? . Soit b € Z. Sous réserve de justification,
k=-00
27T i +00 2w
f Oy(0)e™d= Y P(X = k)f ek 40 — 27P(X = b)
0 0

k=—00
La justification vient de la convergence des deux séries :

+00

+oo P27 27 .
Y [P(X =k)e*PP|do<2n et Y |P(X = —k)e!"F-0)0| dg < 21
0 0

n
c¢) Onsuppose p <1/4.Soientn € N*,ay,...,a,,b € Z.Soit X = )_ a;X;. Par le lemme des coalitions et I'indépendance,
i=1

Oy (t) = ]ﬂ[lE(e”“ka) = klﬂ[(zlacos(akt) +(1-2p)) eR?
i= -1

=0
Sibez,

2

1 X 1 27T .
PO =)= [ 0x(0)e a0 < ﬁfo |y (8)e~ | d6 = P(X = 0)

ce qui prouve la réciproque.

Exercice 65

. . 1 . . .
a) Onvérifie que $? = -, et S* = I,. On a également T* = ( 0 rlz) pour n € N mais également pour n € Z. Soit A une matrice de G

a b . . S 14 . S
avec A = c dl Les deux matrices S et T sont presque des matrices d'opérations élémentaires : T A correspond a I'opération

(L, L) = Ly — (Ly+ Ly, L2) et SAa(L,,L,) — (—L,, L;). On effectue de telles opérations afin de faire diminuer strictement | c|
(Ie coefficient en position (2,1) lorsque ¢ # 0.
e si|a| < |c| alors ST a comme coefficient (2,1) I'entier a avec |a| < |c|,

. 2 e PP . 3 . - rox
e si|a| = |c|, on écritla division euclidienne par ¢ (puisque ¢ # 0):a = cq+ravec|r| <|c|etg € Z.OnaalorsT"7A = (c X)

etST 9A = (—rc z) On abien |r| < |c|.
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b)

R R . s L s . 1 -1
On procede ainsi jusqu’a avoir ¢ = 0 (nombre fini d’étapes). On est ramené a une matrice de la forme (O rln) ou ( 0 inl)

En multipliant 4 gauche par S? = —I,, on se raméne 2 la premiére forme qui est la matrice 7™. On a donc écrit QA = T™ avec
Q produit de matrices T et S qui donne A = Q"!T™ et Q! est un produit de matrices de la forme S et T ou de leur inverse.
Toute matrice de G est dans le groupe engendré par S et T. La réciproque est immeédiate.

Si ¢ est un tel morphisme et si A € G est d’'ordre fini k alors (p(Ak) =¢(L,) =1=@(A)*. On anotamment ¢(S)* = 1 et ¢(S) est

n n

dansU, c Uy,. Si A = ]_[Bf" avec B; =SouT etk; € Z, alors p(A) = [| ¢(B;)*i. Le probleme est que T est d’ordre infini. Le
i=1 i=1

but est donc de trouver un autre systeme de générateurs, si possible & deux éléments, d’ordre un diviseur de 12. S convient,

on doit changer T (on peut chercher a 'aide des opérations sur les lignes). On trouve que ST = (1 1

T = S3(ST) on en déduit facilement les inclusions < S, T >c< S,ST > et I'inclusion réciproque. Ces deux générateurs sont
d’ordre 4 et 6 donc la puissance 12 est I,. Ainsi, pour toute A matrice de G, p(A)'? = 1.

) est d’ordre 6. Puisque

Exercice 66

2im

On identifie les points A,, ..., A, de R?, sommets du pentagone réguliers, et leurs affixes, les points de C: 0’ ...,0 olw=e 5 .

a)

b)

On note r la rotation d’angle 2?” (dont I’écriture complexe est z — wz ) et s la symétrie par rapport a I'axe des abscisses (dont
I'écriture complexe est z — z ). On vérifie immédiatement que r et s sont des éléments de G.

Soit f un élément de G. Si f est une isométrie directe, il s’agit d'une rotation du plan. Comme f (A,) € {A;,0< k<4},fa

un angle de la forme ZICT”, pour 0 < k < 4, et f est donc la rotation r*

Si f est une isométrie indirecte, so f est encore un élément de G et est une isométrie directe, donc so f = r* pour un certain
O<sk<detf=srk.

Finalement, G = {r¥,0 < k <4} 1 {sr¥,0 < k < 4} et cette union est disjointe (puisque les éléments du premier ensemble
sont des isométries directes et ceux du second des isométries indirectes). On a montré que r et s engendrent G et |G| = 10.

On considere maintenant un autre systeme de générateurs {r, s} de G, avec r® =1 et s2 = 1. Ainsi l'ordre de r divise 5 et
celui de s divise 2 . Comme G ne peut étre engendré uniquement par r ou uniquement par s (il est de cardinal 10), r # I d et
s #1d.Donc r est d’'ordre 5 et s d’ordre 2.

Le sous-groupe engendré par r est donc {r’C ,0<k < 4} et est de cardinal 5. Ainsi {s 7,0 < k < 4} est également constitué
de 5 éléments distincts. De plus ces deux ensembles sont disjoints car s'il existait (k, j) € [0,4]? tel que r* = s/, alors s = r*=/
serait d’'ordre 1 ou 5, ce qui est exclu.

Finalement, {r¥,0 < k <4} U {sr¥,0 < k <4} est une partie de G constituée de 10 éléments. Donc

G={r*0<k<4fu{srt0<k <4}

On considére G un groupe non cyclique de cardinal 10. Il ne contient aucun élément d’ordre 10. Les éléments du groupe

peuvent donc étre d’'ordre 1 pour le neutre, 2 ou 5 pour les autres.

Sitousles éléments de G\ {e;} sont d’'ordre 2, on vérifie alors que le groupe G est abélien: (V(x,y) € G%, xy = (xy) ' =y 1x7}
G q group y y y y

Et on peut alors montrer que G a un cardinal de la forme 2", par exemple en montrant qu'il s'agit d'un (Z/2Z)-espace vec-
toriel. On pouvait sinon simplement expliquer que pour tous éléments distincts x et y de G\ {e;}, H = {eg, x,y,, xy} était un
sous-groupe de cardinal 4 de G ce qui est exclu.

On dispose donc d’au moins un élément p d’ordre 5. Soit o € G\ {pk ,0<k < 4}. On suppose par 'absurde que son ordre
est 5. Pour tout x € (p) N (c), si x # eg, son ordre est un diviseur de 5, donc 5. Et x engendre donc {p) et (o). Donc (o) = (p),
ce qui est exclu. Donc o est d'ordre 2 .

Comme 2 la question précédente, comme o est d'ordre 2 et les p/ tous d’'ordre 1 ou 5, les ensembles {pk ,0<k < 4} et
{ka ,0<k< 4} sont disjoints et constitués chacun de 5 éléments distincts. On a donc finalement,

G={pF0<k<4}ufop’0<k<4}

On remarque que, pour tout 0 < k < 4,0p" € G\ {pk, 0 < k <4}, et on a donc montré ci-dessus qu'il était nécessairement
d’ordre 2. En particulier (op)? = e; etdoncopo ™' =opo =p~".

Or dans le groupe des isométries du pentagone de la question précédente, que 'on notera ici D, on a bien srs™ = r~! (car
sr est une isométrie indirecte, donc une réflexion et (sr)? = Id ). On vérifie alors que l'application de G dans D, qui a o’ p/,
pour i € {0,1} et j € [0,4], associe s’/ est un isomorphisme de groupes. Donc, si G n'est pas cyclique, il est isomorphe a D.

Si G est cyclique, il est isomorphe a Z/10Z.
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Exercice 67

Posons M, = A et M, = B. Développons :

(A+B)P =} MMy M) -
feitap 5
f

Par linéarité de la trace, il vient

w(A+By= Y tr(C)
reitap

Notons G le sous-groupe de G,, engendré par le p-cycle ¢ = (12--- p). Ainsi, G est d’'ordre p. Nous définissons une relation ~

sur '1,2}” comme suit : f ~ g si et seulement s'il existe o € G tel que g = f o ¢. On vérifie facilement qu’il s’agit d’une relation
d’équivalence. Notons que pour tout f € {1,2}”, on a par propriété de la trace :

tr (Cfoc) =t (Mf(Z)Mf(3) “‘Mf(p)Mf(l)] =t (Mf(l)Mf(Z)Mf(S) "'Mf(p)) =t (Cf)

Par récurrence, il vient tr (Cf) =tr (Cg) des que f et g représentent deux éléments équivalents de {1,2}”. En notant X I'ensemble des

classes d’équivalences pour ~ et en notant, pour une telle classe D, T, la valeur constante (nécessairement entiére) de f — C; sur D,
il vient

tr(A+B)? = ) |D|Tp.
DeX

Nous remarquons que la classede f; : x — 1est{f;} etquecellede f, : x — 2 est {f,}. Soitenfin f € {1,2}” non constante. La fonction
0 € G — f o0 estalors injective : supposons en effet le contraire et donnons-nous o et 7 distincts dans G tels que f c 0 = f o 7. Alors
fo(oo T_l) = f. Posons ¢’ := 0 o 77! et remarquons (récurrence évidente) que f o CONS f pourtout k € N.Or o’ := g o7} est
un élément différent de I'identité du groupe G; comme p est premier le théoréme de Lagrange montre que ¢’ engendre G, et en
particulier ¢ = (¢')* pour un k € N. Il vient foc=f,donc f est constante. C’est absurde, donc 0 € G — f o o est injective, et ainsi la

classe d’équivalence de f est de cardinal p. L'identité précédente donne alors

tr ((A+B)P) =tr (AP) +1tr (B?) [p].

Exercice 68

1
Notons J, ={6—8}€ My, (K). La matrice P € .4, ,(IK) étant de rang r, il existe (A, B) € GL,,(K) x GL,, (K) tel que P = AJ,.B. L'hypo-
thése MP = PN s’écrit alors CJ, = J,D ot1l'on a posé C = A"'MA et D = BNB™'. écrivons C et D par blocs :

G G

“le, < =\b, D,

ou Cy, Dy € #,(K). Larelation CJ, = J,D entraine C; = D;,C; = 0,D, = 0. Il en résulte x; = x¢c = Xc, Xc, €t v = Xp = Xp, XD, =
Xc, Xp,- Ainsi, x¢,, qui est de degré r, divise y,, et yy, ce qui prouve que deg (¥ A ¥n) = T.
Exercice 69

a) on cherche un vecteur de la sphére unité telle que |[MX|* = ’X'MMX = 1. La matrice A = ‘"M M est symétrique définie posi-
tive. Elle est diagonalisable avec des valeurs propres strictement positives quonnote 1, <1, <...<1,.OnaljA,...1, = 1.
Soit toutes les valeurs propres valent 1, dans ce cas M est orthogonale et tout vecteur de la sphere unité convient. Soit A; < 1
et 1, > 1. On note respectivement X; et X,, des vecteurs propres pour ces deux valeurs propres - ils sont orthogonaux. On note
Y =cos6X, +sinfX,.Ona||Y |? =sin?6+cos?H = 1 et [MY||* = A, cos? 0 + A, sin? 6. Cette quantité décrit le segment [A,, 1,,]
lorsque 60 décrit [0, 7] et il existe 0 tel que |[MY | = 1.

b) Soit f 'endomorphisme canoniquement associé a M. On note e, et f; deux vecteurs unitaires tels que f(e;) = f; (question
précédente). On compléte en deux bases orthonormées & = (e, ..., e,) et € = (fi, ..., f,). La matrice de f dans les bases % et

1 X ... X
% estsouslaforme T = 0 N avec det N = 1. On a donc deux matrices orthogonales U et V tellesque UMV =T.
0
On effectue alors une récurrence sur la taille des matrices. On écrit N = PTQ avec P et Q dans O,_;(R) et T triangulaire
1 (0)

(0) P

et UMV = PTQ. Cela permet d’'obtenir la décomposition souhaitée.

supérieure avec des 1 sur la diagonale. On note enfin P = ( ) - de méme pour Q. Les matrices P et Q sont orthogonales
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c¢) voir question a) (peut on faire mieux? ou en trouver un d’une autre fagon?).

Exercice 70

On peut écrire A = C? avec C € S;;*(R). On a alors

AB=C?*B=C(CBC)C™..

11 suffit de montrer que CBC est diagonalisable. Mais CBC est encore antisymétrique réelle. On a donc réduit le probleme a
montrer qu'une matrice antisymétrique réelle est diagonalisable, matrice que 'on note toujours B.

Lamatrice B? = —BT B est diagonalisable, donc admet un polynoéme minimal p5 scindé a racines simples (dans R ). On a yz. (BZ) =
0, donc gz (T?) annule B. 1l en résulte que i divise g2 (T2). Sil'on écrit

pae(1) = [T = 1)

on voit donc que pg divise

Al /&)

(o1 \/)L_k désigne une racine carrée complexe de A, ). Les divers \/)L_k non nuls sont distincts. Donc pp est de la forme TP, o1 P
est a racines simples non nulles. On suppose sans restriction que j = 1.

Enfin, ker B = ker B2. En effet, si B>X = 0,X7B?X = —(BX)"(BX) = 0, donc BX = 0. Il en résulte aisément que ker B/ = ker B pour
j =1.Mais Im P(B) c ker B/ = ker B. Donc BP(B) = 0, et B est annulé par un polynome a racines simples.

Exercice 71

a) D’abord O € ., (R) — tr(OM) est continue car linéaire avec espace-source de dimension finie. Lensemble non vide O,,(R)
est compact car :
¢ il est fermé dans ., (R) (image réciproque de {I,,} par la fonction M € .#, (R) — MM, continue car polynomiale);
« il est borné (inclus dans la sphere de centre 0 et de rayon /7 pour la norme euclidienne standard sur.#, (R) );
o #,(R) est de dimension finie.
Par suite, O € 0,(R) — tr (OM) posseéde bien un maximum ¢(M).

b) Nous allons constater que ¢ est lipschitzienne pour la norme infinie standard sur .#,,(R), ce qui donnera le résultat voulu.
Soit M, N dans .#,,(R). Soit O € O,,(R). Alors

tr(OM)—tr(ON) =tr(O(M -N))= Y. 0;;(M-N);;
1<ijsn

donc

[tr (OM) —tr (ON)| < n*|M =Nl |0 loo < n*|M = N | .

En effet, tout coefficient de O est dans [—1, 1] car la somme des carrés des coefficients de O sur n'importe quelle colonne
vaut 1 . Prenons O réalisant le maximum de U € O,,(R) — tr (UM). Alors tr (ON) = tr (OM) — n?|M = N ||, = (M) — n?|M -
N || donc

P(N) = (M) = —n?|M = N o

Puisque M et N jouent des roles symétriques, on a aussi (M) — @(N) = —n?|N — M ||, et finalement
lp(M) = (N)| < n*|M - N

n n
c¢) Commencons par le cas ol M est diagonale a coefficients positifs. Soit O € O,,(R). Alors tr(OM) = )~ O; ;M;; < ) M;; =
k=1 k=1
tr(M).

Passons maintenant au cas général. Soit M € .%,f (R). Le théoréme spectral fournit U € O, (R) et D € D,,(R) a coefficients
positifs telle que M = UDU ™. Pour tout O € O,,(R), on a donc

tr(OM) =t (OUDU )=t (U-'OUD) <tr(D) =tr(M) = tr (I,M).
€0,(R)

Ainsi, (M) = tr(M).
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d) Soit O € O, (R) réalisant le maximum de y : U € O,(R) — tr (UM). Fixons une matrice antisymétrique A. D’abord (eA)T = et

par retour au sommes partielles et continuité de la transposition (endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension fi-
nie). Ainsi (¢*)' = ™ = (e*)™, ce qui montre que e* est orthogonale. Par suite, pour tout réel ¢, la matrice e** est aussi
orthogonale. On en déduit que 7 € R — tr ((e*0) M) atteint un maximum en 0 . Or, cette fonction est dérivable sur R (com-
position de la fonction dérivable ¢ — e? par la fonction linéaire B — tr(BOM)) et de dérivée t — tr (etAAOM ) Sa dérivée
est alors nulle en 0, si bien que tr (AOM) = 0. En fixant (i,j) dans {1,..., n}* et en appliquant cela a A = E;; - E;;, on trouve
(OM); ;= (OM); ; = 0. Ainsi OM est symétrique.

Montrons enfin que OM est a valeurs propres positives. Supposons le contraire : par le théoréme spectral, on trouve alors
U € 0,(R) et D = Diag(ay,...,a,) telles que OM = UDU ! et a; < 0. Posons alors A := Diag(~1,1...,1) de taille n (évi-
demment orthogonale) puis O’ := UAU ™! € 0, (R). Remarquons alors que tr (0'(OM)) = tr(AD) = —a, + a, + -+ a, >
a,+a,+--+a, =tr(D) = tr(OM), ce qui, 0'O étant orthogonale, contredit notre hypothése initiale sur O. Ainsi, OM € .%,f (R).

Exercice 72

a)

b)

On note M € .#,, ([Fp) la matrice obtenue par réduction modulo p des coefficients de M. Lapplication M — M est un mor-

phisme surjectif d’anneaux de noyau p.#,,(Z). De plus il est clair que le polynome caractéristique de M est obtenu par réduc-
tion modulo p des coefficients du polyndme caractéristique de M. Pour A € .#,,(Z), étudions le polynéme caractéristique de
AP,

DansF,[X], ona yz» (X”) = det (X”In - Xp) or, du fait que p divise les coefficients (Z) pourl<k<p-1,onaX”I,—-A" =
(Xln - Z]p donc x5 (XP) = (yx(X))”. Ainsi, si x4 = X" + @, X"~ + -+ + a,, avec le petit théoréme de Fermat on obtient dans
FpX]

ar (XP) = (X" 4+ @X" 4+ @)
=X" +a,xP" V4 +a,p

=X" + XV 4. 4G,

Comme y4p (X) = X" —tr (AP) X" + --- on en déduit que tr (A”) est congru a —a,; = tr(A) modulo p (et plus généralement
on voit que les coefficients de y,, sont congrus modulo p aux coefficients de méme degré de y, ).

0 0 01
1 1

Soit P = X*~X —11e polynoéme associé a larelation de récurrence u,,, 4 = U, +1,,; €t A = 0 (1) 8 0 la matrice-compagnon
0 01 0

de P. La suite de terme général v, = tr (A") vérifie la méme relation de récurrence que (u,) car P est annulateur de A et un
simple calcul assure que v, = u,, pour n = 0,1,2,3, donc on a pour tout n, u, = tr (A"). La premiére question permet de
conclure.

Exercice 78

a)

b)

c)

On munit .#, (C) d’'une norme d’algebre || || (par exemple la norme subordonnée a | ||, sur C"* ). Considérons, pour k € N, f;. :
M € #,(C) — apM* € .#,(C). Pour tout R > 0 et toute M € B(0,R) on a

VkeN, [aiM*|<|ag| IM]* <|a|R¥

ce qui prouve que ) _ f; converge normalement sur B(0, R) pour tout R > 0. Ainsi sa somme f* est définie sur ., (C).

Pour tout n € N et M € .#,(C) les coordonnées de f,,(M) sont polynomiales en les coordonnées de M, donc f,, est continue.
Ainsi, par convergence normale donc uniforme sur B(0, R) pour tout R > 0, f* est continue sur B(0, R). Ainsi f* est continue
sur .4, (C).

Soit Z,, 'ensemble des matrices diagonalisables de .#,,(C). Soit M € &,,, on dispose donc de P € GL,(C) etde A,,..., 4, tels
que:

M (0)
M=P p!
(0) An
D
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Par hypothese, on dispose de «, ..., @, tels que f (a;) = A; pour tout i € [1, n], alors :

(( @ (0))) (f(al) (0) )
fr = =D.
(0) a, (0) f(ay)

Soitalors o : A — PAP™!, o estlinéaire en dimension finie donc continue et pour tout A € .#,,(C) et n e N,o (A") = o (A"),
donc f*(a(A)) = o (f*(A)). o
a; 0

Ainsi, avec A = P ( )P‘l €9, ona:

a, 0)
fflA)=o|f" =o(D)=M.
(0) @y

Ainsi, f* est bien surjective de Z,, dans lui-méme.

(0) an

d) Soit M € .#,(C), on traite d’abord le cas ot M a une seule valeur propre A, ainsi y,; = (X - A)" et M = AI,, + N ou N est

nilpotente. On dispose par hypothése de z € C tel que f(z) = A et f'(z) # 0. Soit J € .#,,(C) une matrice nilpotente, pour tout
keNonaavec’=1,:

= A R
(zI,+])" = 2"

izo\!
Ainsi : "
n-1 +00 n-1
faln=YJ'y (Izc)zk_l -5 LB = r@n Qo) )
=0 k=0 =0 b
n—lf(l)(z)
Avec Q(X) = ) X'. Ainsi Q(0) = 0 et Q'(0) = f'(z) # 0. La fonction g : x — Q(x) est donc €™ sur R et g(0) = 0. De

=l
plus, g’ ne s'annule pas sur un voisinage de 0 . Ainsi, g~! est définie sur un voisinage de 0 et C* sur ce voisinage, elle admet
donc un développement limité a l'ordre n — 1 en 0 : g7'(x) = R(x) + o(x"™"). Alors par unicité du développement limité,
x=g(g7'(x))=QR(x))+0(x""),donc Q(R(X)) =X +X"T(X) avec T € C[X]. Ainsi, puisque g"'(0) =0,X | R donc X" | R"
et R(N)" =0, donc R(N) est nilpotente et par ( * Jona:

f*(zl,+R(N)) = AL, + Q(R(N))= AL, + N + N"T(N) = M.

Toute matrice M n'ayant qu’une seule valeur propre est donc dans'image de f*. Dans le cas général, par la décomposition
en sous-espaces caractéristiques, on peut écrire avec P € GL,,(C) :

(Ml (0))
M=P p!
(0) M,

ou M, ..., M, sont des matrices carrées n‘ayant qu'une seule valeur propre. Elles ont donc toutes un antécédent (de leur
dimension) par f*, on les nomme A;, ..., A, alors par opération sur les matrices par bloc :

((Al (0))) (f* (A1) (0) ) (Ml (0))

f* — —

(0) Aq (0) " (Ad) (0) My
A (0)

Alors, par la remarque sur la conjugaison, avec A = P P!, onabien f*(A) = M. Ainsi, f* est surjective.

© A

Exercice 80

On note p(M) le rayon spectral d'une matrice M € .#,,(C), c’est-a-dire le maximum des modules des valeurs propres de M. On
commence par montrer le résultat général : pour toute matrice M € .#,,(R), on a

IMllop=\/p(MTM) = \/p(MMT)
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Démonstration : pour toute M € .#,(R) on a

s (MX,MX) _ (X,M"MX)
M5, = max ————— = max — _————
xesnl (X, X) xesr! (X, X)

Comme MT M est symétrique (et positive), du théoréme spectral on déduit

(X,M"™MX) r
xS PMM)

Par ailleurs si u > 0 est une valeur propre de M” M et si V est un vecteur propre associé alorsona MMV = uV donc (MMT)MV =
uMV avec MV # 0 et donc u est aussi valeur propre de M M. En échangeant les roles de M et M" on obtient p(M"M) = p(MM").

a) Soit M une matrice symétrique définie positive. Notons A, et 1., respectivement sa plus petite et sa plus grande valeur
propre. Le rayon spectral de MM = M? est alors A%, donc |M lop = /lmax (qui est positif). De méme, M~ étant aussi

symétrique définie positive de plus grande valeur propre T 1' ,ona |M™ || - et par suite
m

cond(M) = Amax/lmin

b) Légalité cond(M) = cond (M") est conséquence immédiate du lemme. Considérons la plus grande valeur propre a de A =
MTM et b sa plus petite valeur propre. Comme A est symétrique définie positive,ona p(A)=a=b >0etp (A‘l) = % Ainsi,
d’apres le lemme, il vient

”M_l”op = \/P ((M_l)TM_l) = \/p (M—l (M—I)T) — b—l/z

cond(M) = \/%B 1

c) La question précédente montre que, si cond(M) = 1, alors @ = b. Autrement dit M M, qui est symétrique positive donc
diagonalisable, admet une seule valeur propre a. Elle est donc scalaire : MTM = al,,. Autrement dit a~'/>M est orthogonale.
Comme la réciproque est évidente on peut énoncer que cond(M) = 1 si et seulement si M est proportionnelle a une matrice
orthogonale.

d) Notons A2, et Al (resp.AZ. et AZ., )laplus grande etla plus petite valeur propre de A (resp. de B ). Soit X € S"~'. Notons
que A + B est symétrique et vérifie que pour tout X non nul, (X, (A + B)X) = (X,AX) + (X,BX) > 0. Ainsi A + B est définie

positive, et si on note A;, et A, sa plus petite et sa plus grande valeur propre, d’aprésla a ), on a

et

cond(A +B) = &

min

Si X € $"! est un vecteur propre associé a A, ,

Aax = (X, (A+B)X) = (X,AX) +(X,BX) < Ma .+ A,

tandis que considérer X € $"~! un vecteur propre associé a A,.,;, implique

Ain = (X, (A+B)X) = (X,AX) +(X,BX) = A2+ 5.

min min*
On déduit que
A A+ AB
cond(A + B) = % < S5
Amin Amln + Amm
A B
Quitte a renommer A et B, on suppose maintenant que cond(A) = cond(B), c’est-a-dire 1 QX > 1 24X ouencore AL )Lgm
min min

A 9B
AtninAmax = 0. On a alors

Ao A+ A _ Ainax (Awin + Armin) = Ain (Anax + Ama)

min
A A B A A B
/lmln Amln + /lmln Amln (/lmln + A’mln)
A 1B A 2B
_ /lmax/lmm _ AmmAmaX >0
M (AL +AB YT
min min min

On a bien cond(A + B) < cond(A) avec égalité si et seulement si cond(A) = cond(B).
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Exercice 82

sin(n)

a) e Lasérie ) converge. Il s’agit d’un type classique de série dont le terme général est de la forme a,, b, avec )_a,, une

série dont les sommes partielles sont bornées et (b,) une suite positive décroissante qui tend vers 0 . Vérifions que nous

sommes bien dans cette situation avec a,, = sin(n) et b,, = % puis montrons le résultat de convergence annoncé.
n
Examinons les sommes ) a; :
k=1

i sin(k)‘ = ‘Im (i e”“)
k=1 k=1

ei_ei(n+l) 2
= |Im - < -
1-¢' |1-e’|

n
Donc les sommes partielles )  a; sont bornées. Lhypothese de positivité, décroissance et limite nulle de ( b, ) est
k=1
évidente.

Montrons maintenant la convergence de la série _a,b,. On pose S, = a, + --- + a,, (avec la convention S, = 0 ). Une
sommation d’Abel permet d’écrire :

n n n
Y b =) (Sp=Sko1) by = Sybyir + 3 S (b = bryr).-
=1 =1 o]

La suite (S, b,,,) tend vers 0 . Ensuite, la série ) |S,, (b, — b,,,) s'avére absolument convergente :

n n
2 ISkl b = byyy | < (SUP |Sk|) Y b —byy < (SUP|Sk|) b,.
k=1 keN k=1 keN

sin?(n)

e Lasérie ) diverge. En effet, une formule de trigonométrie classique permet d’écrire :

sin’(n) _ 1-cos(2n)
no 2n ’

(2n)

TN L . cos
Une argumentation similaire a celle employée ci-dessus montre que la série )| ———
n

. 1
converge. Comme la série ) .
n
sin®(n)

diverge, on déduit par sommation, que la série ) diverge.

sin(n in® i sin(n
* Lasérie ) % On peut minorer : smn(n) < | smrgn)l . Par comparaison, on déduit que la série ) % diverge.
b) Le résultat s'appelle le théoreme d’approximation de Dirichlet et est un résultat fondamental dans la théorie de 'approxima-

tion diophantienne. Notons {-} la fonction partie décimale définie sur R. Les Q + 1 nombres

0,{x},{2x},...,{Qx}
k

appartiennent a [0, 1] et se trouvent chacun dans I'un des Q intervalles %, 5 1 [ avec k € {0,...,Q —1}. Il y en a donc

deux distincts qui appartiennent au méme intervalle. Notons k et k' les indices associés. On a donc
e}~ k') <
Q
Notons p = |kx] — |k'x]. On adonc

1
k-k)x-pl<—
I( )x P|<Q

Comme 0 < |k — k'| < Q, celarépond a la question avec g = |k — k’|. On a ainsi

g —pl <
x-p|ls—=
Q
Pour finir, on note que g < Q. Donc on a obtenu I'inégalité
e-?]<
a| q
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Expliquons maintenant pourquoi cette construction donne une infinité de couples (p, g). Pour cela, il faut exploiter lir-
rationalité de x. Considérons I'ensemble E des couples (p, q) € Z x N* tels qu il existe Q € N* vérifiant |gx — p| < Q etqg<Q.
-4l

On a vu que tout couple (p, q) € E donne lieu a 'inégalité voulue | —5. Il suffit de prouver donc que E est infini. Dans

le cas contraire, 'application (p, q) € E — |gx — p| prend un nombre fini de Valeurs qui sont en outre strictement positives car
x est irrationnel. Il existe donc une constante ¢ > 0 telle que

V(p,q)eE |qx-pl=>c
Cela est en contradiction avec la construction précédente car, pour tout Q € N*, il existe un couple (p, q) € E avec |gx—p| <
% etg<Q.

¢) Vula question précédente, on ne peut qu'espérer montrer la divergence car on a seulement une information sur une infinité

d’entiers. Travaillons avec l'irrationalité de % : il existe une infinité de couples (p, g) € Z x N* tels que

q_ ‘gl
T

q
Notons au passage qu’il y a forcément une infinité de g car, dans le cas contraire, les g limites lim q_ p‘ = +00 mon-

|pl—+oo | T
treraient que |7 q p| serait minoré par une constante strictement positive indépendante de ( p, q ). Cela serait contradictoire.
Comme la fonctlon sin est 1-lipschitzienne, on a aussi

|sin(g)| = [sin(q) —sin(p7)| < ~

Il s’ensuit que % < m pour une infinité de nombres entiers g. Le terme général de la série considérée ne tend pas

vers 0.

Exercice 84

On utilisera les trois inégalités classiques sur le sinus : Vx € R, | sin x| < 1 (pertinente pour les grandes valeurs de x ), Vx € R, | sin x| <
|x| (pertinente pour les petites valeurs de x) et Vx € [0, %] ,sinu = 27”, qui découle de la concavité. Soit n € N*. On pose

fu i x €RT* — max
1sks<n

( |sin(kx)|)
k— .

X

. . . . N +h+|g-
Le maximum de deux fonctions continues est continue - par exemple, grace a la formule max(g, i) = %Ighl

récurrence, le maximum de z fonctions continues est continue, et en particulier f,, est continue.
On procede ensuite par encadrement. Réalisons d’abord une minoration, en observant que f,, est positive :

f”fnzfl . ka ka Al sin(kx)| |
0 2(n+1) o

20k + 2k +1)

Soit k € [1; n]. Alors par la troisieme inégalité citée plus haut,

- donc, par

T T

a;|sin(kx)| - 2kay
2(k+1) 2k

Vx €

X T

donc

"Zkakn 1 n
ff" = n Z(E_k+1)_,§l

Par ailleurs, la décroissance de ( a;. ) permet d’obtenir

ra 2 (1wl

k+1

n k n n
— +) a
;k k;kﬂ k;l’“(

B

1 k+1

=

Ay

+a.
+1

toy
1l

N
M=
7|

1
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Ainsi

7T n ak
f anZ?_al
0 k=1

Passons ensuite a la majoration, en fixant 8 nouveau un n € N*. D’abord, nous donnons deux majorations grossiéres de f;,.

Soit x € R}. Pour tout k € [1; n], on trouve akw <

f(x) s % et f,,(x) < na,. On en déduit les majorations

T 1/(n+1) na,
f funsa(m-1) et f fus <a,<a.
1 0

On découpe enfin

1 1/(n+1) n 1/k b4 n 1/k
ffn:f fn+2f fn+f fns”al+2f fn
0 0 k=1Y1/(k+1) 1 k=1Y1/(k+1)

Fixons enfin k € [1; r], et majorons f,, sur [k -ll- 1,%]. Soitx € [ ki 1,%].
Soit i € [1; n].
e Sii<k alors M <ia; < kay.
. Sii>kalorsMs%s(k+l)ak.
Ainsi f,(x) < (k + 1)a; dans tous les cas, et on en déduit fli::ﬂ)fn < ﬂ. En sommant, on conclut que
n
folfn skg&%wwml.

n

1
a
Cela donne le résultat voulu, et plus précisément la différence f ) =K est comprise entre —a, et wa;.
0 k

k=1
Exercice 85

a. _a, TP
< < % et par la seconde inégalité citée, a;

< kay < na,. Ainsi

a) Laréponse est oui. On note y(t) = P~'x(t), alors y'(¢t) = D(t)y(t). Posons D(t) = diag(A,(¢),...,1,(t)), ottles A, : R* —] —

oo, —1 ] sont des fonctions continues. On obtient

¥i(1) = y:(0) exp ( fo Ai(s)ds)
d’ou
ly;(8)] < y;(0)] e”* mo.

Par suite x(¢) = Py(t) — 0 par continuité du produit matriciel.

b) Laréponse est non. Voici un contre-exemple :

-1 ¥ 1

A(t) = ( 0 _2) =P(1t) (_01 _()Z)P(t)_1 avec P(t) = (0

Le systeme différentiel x’ = Ax s’écrit

x1(2) = —x, (1) + €' x,(1)
(1) = ~2x,(1)

Prenons x,(0) = x,(0) = 1 par exemple, alors x,(t) = e %! et x,(t) = ch(t).

Exercice 86

_ o3t
e

a) Pour u =0, 'ensemble des solutions est Vect(cos, sin).
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b) Notons y,(#) = x(w(u)t, u) = xo(w(p)t) + px; (w(p)t) + e(w(p)t, 1). Or, y, est solution de (Eﬂ) sur R* (pour u au voisinage
de 0). Un calcul donne

V(1) = o () xp(w()t) + po(p)xi (w(p)t) + o(p)d e(w(p)t, )
V(1) = (w(p)?xg(w(p)t) + plo(w))*x] (w(p)r) + (0(w)? 6 e(w(p)t, 1)

On fixe ¢ > 0. On effectue un développement limité de y, et de ses dérivées (en utilisant, pour x;, x;, x{, la formule de Taylor-
Young). De plus, comme, pour y proche de 0,w(u) € [1/2,2], on a

Vke{0,1,2}, |0fe(w(p)t,p)] <Clo(w)t)p? <C2t)u? =,_, O (u?)
Ainsi, en utilisant I'équation vérifiée par y,, on obtient
[x0(8) + p (2o x5 (1) + wy x5 (8) + x7(£))] — (1 = x0(£)*) x4 (£)
+[xo(1) + p (@ 1x5(2) + x,(£))] =0+ O (?)

On analyse chaque terme du développement limité.
* Le terme constant est x;(¢) + x,(t). Par unicité du développement limité, ce terme est nul, et ceci est valable pour tout
t = 0. Ainsi, pour certains réels 1 et 6, ona Vt € R, x,(t) = A cos(t) + Osin(t).
¢ Le coefficient devant u est

20w, x (1) +w txy (1) + x7(8) = (1= x0(£)?) x4 (1) + x4 (D, £+ x, (1)
ce qui vaut 2w, x{ () + x7 () - (1 - xo(t)z)x(’)(t) +x,(t) car x;' + x; = 0. Ceci est nul pour tout ¢ = 0, donc
Vi =0,x](t) +x,(t) = g(1) ot g(1) = 2w, xg (1) + (1 — x0(£)%) x5 ().
On remarque notamment que g est 2r-périodique.

On résout ensuite I’équation par variation de constantes, ce qui donne apres calculs, pour certaines constantesy et ( :

Vit =0,x,(t) =ycos(t)+{sin(t) + sin(t)ftg(x)cos(x)dx - cos(t)ftg(x)sin(x)dx.
0 0

=z(t)

27 27
Or, puisque x; est bornée z l'est aussi. Mais, si k € N*, z(2kx) = —kf g(x)sin(x)dx doncf g(x)sin(x)dx =0.
0 0

27 27
De méme, z( /2 + 2kn) = cste + kf g(x)cos(x)dx, doncf g(x)cos(x)dx =0.
On obtient alors, en exploitant 'expression de x, et celle de g en fonction de 1,0 et w,;, 'une des deux conclusions suivantes :

* oubien A =0 =0, i.e. x, =0 et donc g = 0; on ne trouve alors aucune condition particuliére sur w, ;
e oubien w, =0 et A? +0% = 4.

Exercice 87

e on détermine c :
2 e+1

e—1 e—-1

+00
Yelfl=142Y eF=1+
kez k=1

Le seul c tel que la formule définisse une distribution de probabilité est ¢ = g T { .

¢ Concernant le rayon, la suite ( X,, ) est a valeurs dans Z, elle ne tend vers 0 que sil’événement Uyn {V 7 = N, X,, = 0} est vérifié.
Or, a N fixé, la probabilité de cet événement est égale, par continuité décroissante, a lim ¢ N = 0. Donc chaque événement
n—+oo

est négligeable; la réunion l'est aussi. Ainsi P (X,, — 0) = 0 et, presque stirement, le rayon est inférieur ou égal a 1.
Pour montrer que presque sirement le rayon vaut 1, on va utiliser le lemme de Borel-Cantelli (si )_P (A,) converge alors
la probabilité qu’'une infinité de ces événements se réalisent simultanément est nulle). On a

P(X,|>n)=2 Jio e k=0

k=n+1

donc ) P (|X,| > n) converge. Ainsi, presque sirement, il existe N (w) tel que pour n = N (w) on a |X,,(w)| < n. Par comparai-
son, le rayon de la série aléatoire est presque sirement égal a 1.
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Exercice 88

Fixons n, p € N*, S une partie non vide de U,,. On considére p variables aléatoires indépendantes z,, ..., z,, uniformément distri-
buées dans U,,. Pour tout w € U,,, pour tout k € [1, p], on note A (w) I'événement : w € z;.S. Lévenement A, (w) est satisfait si et
seulementsi z; € wS ~1 o1S7! est’ensemble des inverses d’éléments de S. Ainsi, pour tout w € U, les événements A, (w), ... ,Ap(w)

st P
sont indépendants et de méme probabilité |w_n| = % On en déduit que, pour tout w € U,,, I'événement A(w) = | J A, (w) a pro-
k=1
babilite 1 - (1 - 131} Notons & le cardinal de [ 2,.S. Comme N = linéarité de Iespérance
abilité 1 —(1— %] . Notons N le cardinal de kL_J1 z;S.Comme N = Zu‘j 1,(,), On a par linéarité de 'espérance :
= weu,,
E(N)= ) P(A(w))=n-n (1 - U)
wel,
Ainsi,
n S
EN)== o |[1- U < -
2 n 2 IS I\
-In|1-—
En particulier, si p vérifie cette inégalité, on peut trouver zy, ..., z, € U, tels que U ziS| = %
k=1
Or, par inégalité de convexité, —ln( |S|) 151 et donc ( |S|) < ”|gl|2 On pose finalement ¢ = In2+1. Alors, % > ”|1§1|2+1
et donc {%J = n|l§1|2 Pour cette valeur de c, l'entier p = [l?” < &n In2

J vérifie donc a la fois p < 5] etp = —ISI Cette valeur de ¢
Inf1-—

convient donc.
Exercice 90

a) Lappartenance d’'une matrice A a .7, (R) signifie qu'il existe une valeur propre A de A telle que (A — AI,)A =0, i.e. A*> = 1A.
Cette condition est évidemment invariante par similitude.
b) Soit A € .7, (R) et A € Sp(A) tel que A = 1A.
¢ si 1 =0, la matrice A est nilpotente, d’'indice < 2. Dans cecasonatr(4) =0
¢ si 1 #0, A est diagonalisable et Sp(A) = {A} ou {A,0}; dans ce cas A est semblable a une matrice de la forme

AL 0
0 O

avec r =1g (A) > 0 (car A doit étre une valeur propre de A). On a dans ce cas tr(A) = Arg (A) # 0.
Soit maintenant A, B € .#,,(R) de méme rang et de méme trace.

Si leur trace est non nulle, alors elles sont toutes deux diagonalisables, avec une unique valeur propre non nulle A qui est
la méme pour A et B, a savoir

_(A)  tr(B).

1g(A) rg(B)’
comme elles ont le méme rang, A et B sont semblables a la méme matrice diagonale D = diag(AI,,0). Sitr(A) =tr(B) =0
0 I
0 0
des matrices nilpotentes d’indice < 2. On se donne une base (e, ..., e,) d'un supplémentaire F de ker A, alors (Aey,...,Ae,)
est une base de Im A; comme Im A < ker A, on peut compléter en une base (A e,...,Ae.,fi, ... ,fp) de Ker A, alors la famille

alors on a A?> = B? = 0. Soit r = rg (A) = rg (B), alors A et B sont semblables a N, = . C’est une propriété classique

(A e, Aen fi,. fpen er) est une base de R"” = ker A @ F et la matrice dans cette base de 'endomorphisme canonique-
ment associé a A est bien N,. Dans tous les cas, les matrices A et B sont semblables. La réciproque est évidente.
¢) Lensemble .#,(R) est étoilé par rapport a 0, donc connexe par arcs.

Montrons que .#, (R) n'est pas connexe par arcs. Cet ensemble contient les matrices I, et E;; = diag(1,0,...,0). Supposons
par I'absurde qu'’il existe un cheminy : [0,1] — .7,/ (R) tel que y(0) = I,, et y(1) = E,;. Considérons
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t, =sup{r €[0,1] | y(¢) est une homothétie }.

Lensemble des homothéties est fermé dans .#,,(R) donc y (¢,) est une homothétie A,1,,. On a ¢, < 1 car E;; n'est pas une
homothétie, et A, # 0 car la matrice nulle n'est pas dans .#,, (R). On a alors det(y (#,)) # 0, et par continuité de det oy, y(t)
est inversible pour tout ¢ proche de f,. Or .7, (R) N GL,,(R) est 'ensemble des homothéties non nulles, donc il existe ¢ > ¢, tel
que y(¢) soit une homothétie. Ceci contredit la définition de ¢,. d) D’apres les raisonnements effectués a la question b ), toute
matrice de .%,(R) est semblable a 'une des matrices suivantes de .Z,(R) :

0 1 A0 *
0, (0 0), (O 0), AL, avec A € R*.

Ces matrices appartiennent bien a .%,(R), donc les classes de similitudes incluses dans .%,(R) sont précisément les classes
de ces matrices.

Exercice 91

Onnote S, = a,z; + -+ + a,,z,. Alors on a la relation

VieN, S,.i=az'"+-+a,zy".

Ceci se réécrit matriciellement

Sn a,

S a

n+1 _ 2

: _Vn :

Sn+m—1 am

ou

1% =(zf’+i_l) =V (z,...,z,,)diag(z",...,z"
n 'j 1<i,j<m ( 1 ) m) g( 1 ’ m)

avec V (zy,...,2,,) = (z]?_l)K. o la matrice de Vandermonde. Comme les z; sont distincts, V (z,, ..., z,,) est inversible et donc
<i,jsm
on en déduit que

@ Sn
. _ _ -1 .
= diag(z;", ..., 20" )V (21, -+ 2) O e
am borné car |z;|=1 Sn+m—1
caronaS$,,; — 0.Ainsi,onabienag, =---=a,, =0.
n—+oo

Exercice 92

a) On pose
A={(x,y)eN*)x=2,y>1,x" <n}

On a, d'une part,

1Al = izuy >1Lx'<nj| =Y [log,(n)]

x=2

d’autre part,

d’ou I'égalité :

x=2 y=2
b) Soitn =2.0na
)
n n n n
Sn= Y. [logi(n)] = Y. |¥/n] = /nl+ Y ¥/nl
k=2 = = Prll(rzl)J“
n
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Pour j > 11?1((’21)) ,1<y/n=exp (IHT”) <e®=2,donc

{ln(n)J

In2
e
De plus
)] )
Y s ({ i J—l)\/ﬁ=0(\/ﬁlnn)
Finalement

Sn:n+O(\/ﬁln(n)) et S, ~

n—+oo

Exercice 94

On remarque que le terme HIIII—J est constant égal & n sur 'intervalle k € [2",2"*! - 1]; cela nous invite & écrire la somme suivante

o[

S, =

2n+1_1 (_1)k \‘MJ ~ n2n+1_1 (_1)k

Sk Ln2 Sk

I
Introduisons les sommes harmoniques H; = > T et posons

k=1
2"-1 1
v, = HZ"—I —Hzn—l_l = Z
k=2n-1 k

On obtient I'expression suivante pour tout n = 1:

2m-1 1 1 2"lo1 9 2t-1 g
- ; 1(2k 2k+1) n(iv"_ k:ZZH EJF,C:;IE)
=n(Vy = V1)
On sait que H,, =Inn + 7y + 0o(1). Or on va avoir besoin d’'un développement plus précis. On pose w,, = H, —Inn, on a

1 n+l 1 11
— = —1 =0|— :ﬁ(—— )
Wner =W =0 n( n ) (nz) n n+l

On en déduit la convergence de la série )  (w,,; — w,), autrement dit de la suite (w,) vers une limite notée y € R, puis une
estimation des restes :

+00 +o0o 1 1 1
=) (W —w)=0|) (%_k_) Zﬁ(—)
k=n k=n
On aboutit au développement asymptotique

1
anlnn+y+6"(—)
n

On peut maintenant sommerles S,, :

N N N+l
S, Z v,,ﬂ)—va—Z(n—l)v —Zv,, Nuy,,
n=1 n=1

c’est-a-dire

N
Z Sn = (HZN_I _HO) —NUN+1 = (N + 1)H2N_1 —NH2N+1_1
n=1

Or
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1 1
Hy,v_; =Hyn +O(2—N) =N1n2+y+0(2—N)

Il vient

N
Y S, =y+o(1)

n=1

On en déduit la convergence et lasomme de la série initiale. Soit M un entier = 2. Il existe un unique entier N tel que 2¥ < M < 2NV*!
(asavoir M = [InM /In2] ) et on peut écrire

%( 1)k [lnkJ :Zl Iﬁz - {lnkJ

In2 In2

k=2N k

k
(0+oo+N Z (=1)

Par le critere des séries alternées, on sait que

=Dk —
N
k_XZ:N k 2N N—+o00

ce qui prouve finalement la convergence de la série et

g (-1)k {lnkJ

In2

Exercice 95

D’apres le critére spécial des séries alternées, la série définissant g(x) converge pour tout x > 0. On a

(2k+1)x

glx)= Z(f(ka) f(2k+1)x)) = Z f'()dr

Intuitivement, quand x — 0%, ona

(2k+1)x 1 r@k+2)x
[ s [ poar
2 2J2

kx kx
(car on integre sur la moitié de I'intervalle et f’ est sensiblement constante sur celui-ci). Ceci suggere que

(2k+1)x

glx)= > Z - f(t)dt—-f(O)

Justifions tout cela :

(2k+1) (2k+2)x
g0~ 5/(0) = z([m rde-5 [ - f’(t)dr)

k=0
+00 | (2k+1)x , d (2k+2)x ,

= = t)atr — t)dt
,;02 (fzkx r() f(2k+l)x 7 )
+00 1 p(2k+1)x

=25 () =f'(t+2))de
k=0

donc

+oo 1 r@k+1)x

s -gro|< T3 [, el
0
oo 1 p(2k+2)x , ,
skgoi . a0 -f@0)lde

1 +oo , ,
<3| Iren-rld
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Démontrer que ce majorant tend vers 0 lorsque x — 0 revient a prouver la continuité des translations dans L'. Donnons un
argument dans ce cadre. Soit € > 0. On fixe A > 0 assez grand pour que

[Tirwlar= [ rande= <
A A

W[ m

Soit x > 0. On en déduit que
+00 +00 +00 28
| T ree-p@ndes [ Ciroides [ Cir@ldes S
A A+x A 3
Comme f' est continue sur le segment [0, A + 1], elle y est uniformément continue. Il existe donc a €]0, 1] tel que
V(x,£) € [0,A]x]0,a], |f/(t+x)—f(£)] < %

dou,si0<x <a,

A +00
g0 -3 = [ 17+ -p@ide [T If @0 - polde

A

ce qui conclut la preuve.
Exercice 96

a) Ona a;(t) ={A.()u(t), ur(t)) donc

ap (1) = (AL () ug (1) + Ap () up (1), ur (2)) + (A () ug (1), up (1))
= (AL()ui (1), ui (1))

puisque (A (£)ul(t), ur () = (ul (1), A (D ug (1)) = (u) (1), A (t)ug(t)) = 0 on obtient bien str (u}.(¢), ux(¢)) = 0 en déri-
vant ||u;(¢)|? = 1. En dérivant une seconde fois, et en notant que A’(t) est aussi symétrique :

af (t) = (AL ug (1) + AL () up (1), ur (2)) + (AL () uy (1), ul (1))
= (A} (O ug (1) + 245 () u). (1), ur (1))

b) Lensemble & des polynémes P € R,[X] admettant n racines réelles est un ouvert de R,,[X] car si P € &2 admet les racines
X; < ... < X, alors en choisissant y, ..., ¥, tels que y, < x; <y, < X, < ... < X, < ¥, tout Q € R, [X] suffisamment proche de
P vérifie Q (y;) Q (¥;+1) < 0 donc appartient a &. En outre, 'application y : M,,(R) — R, [X], qui a une matrice associe son
polyndme caractéristique, est continue. Donc 2 = y () n.%,(R) est un ouvert de .7, (R).

c) Puisque 2 est ouvert, ona A + tH € & pour t assez petit. En posant B(t) = A + tH (on s’évite un risque d’erreur en évitant de
noter A(t) cette application...) et 8;.(¢) = 1, (B(¢)) comme ci-dessus, on a:

(1) = (Bi(t)uy () + 2By () up (1), ug (1))
=2(Hu (1), ur (1))

Exercice 97

OnposeY = (yl yn)T. Alors Y est solution du systeme () : X' = AX. L'espace des solutions de () est {t — e Xy, X, € [R"}. Soit
F I'ensemble des X, € R" tels que e’ X, e 0. Alors F est un sous-espace de R” stable par X — e’4X pour tout ¢ € R. Il contient
—+00

donc (y,(t) ... y,(£))" pour tout réel ¢ = 0.
On observe facilement en trigonalisant A dans .#,,(C) que det(e") = exp(tr (A)t). Ainsi det(e™*) o, +oo. Les vecteurs de la

base canonique de R” ne peuvent étre tous dans F, donc F est un sous-espace strict, inclus dans un hyperplan d’équation a, x, +--- +
a,x,=0.0nadonc:
VteR, ay(t)+--+a,y,(t)=0

et la famille (yy,...,y,) estliée.
Exercice 98
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a) Soient (x,y) € R" x R". On considere la fonction d’'une variable réelle ¢ : t — f((1—t)x + ty) = f(x + t(y — x)). Elle est

convexe (comme composée d'une fonction convexe et d'une fonction affine) et dérivable car f est différentiable. On a donc
¢' croissante. Or, ¢'(t) = (Vf(x + t(y — x)),y — x). En écrivant ¢'(1) = ¢’(0), on obtient (Vf(y),y — x) = (Vf(x),y — x), ce qui
donne bien (Vf(y) - Vf(x),y—x)=0.

b) On conserve les mémes notations qu’a la question précédente. Comme V£ est lipschitzienne, donc continue, f est de classe

%'; ainsi @ est de classe . En utilisant une inégalité de Cauchy-Schwarz puis I'hypothese :

1
0

F =) =9 -9 = [ 0= [ (G iy - x)y -
= [wreoy -t [ (OfCes iy -x) - Vr .y - o
< (Vf Gy =)+ [ IVf G+ 1y =) = VF Iy - xlde
< (VfCy—x)+ [ Lly-xlPdr
= (VG —x)+ 5y - x P
Soit x € R” fixé. On considere g : y — f(y) = f(x) = (VF(x),y — x). Comme ¢ est convexe, ¢(1) = b (0) + (1 0)¢'(0), ce qui
se traduit par g(y) = 0 = g(x). Par ailleurs, g est encore %' et convexe, en tant que somme de f et d'une fonction affine. Pour

tout y € R", Vg(y) = Vf(y) — Vf(x). En appliquant I'inégalité obtenue ci-dessus (avec g qui vérifie les mémes hypotheéses) :
pour tout (y,y') € R" x R".

L
0=g(x)<g(y)<g)+{VgW)y' -y +Z Iy -yI’
En particulier pour y' =y — %Vg(y),

1
0<g()-571Ve) 112

Cela se traduit par :

%IIVf(y)—Vf(x)ll2 <f)-fx)=(Vf(x),y - x)

En échangeant les roles de x et y on obtient :

% IVF()=VEWI? < f(x) = F) = (Vf (), x =)

En additionnant ces deux inégalités, on obtient I'inégalité souhaitée.

Exercice 99

a)

b)

c)

On considere M un idéal maximal et a ¢ M. Comme A est commutatif, M + aA est un idéal qui contient strictement M ; on
en déduit que M + aA = A. On dispose donc de x € M et u € A tels que 1 = x + au. Réciproquement, on suppose que, pour
tout a ¢ M, il existe x € M et u € A tels que 1 = x + u x a. Soit I un idéal de A contenant strictement M. On prend a € I\M et
onintroduit x e M etu € Atelque 1 = x + ua. On en déduitque 1 € [ etdonc I = A.

On suppose que f(M) # B. On considére un b € B\ f(M). Par surjectivité, on peut introduire a € A tel que b = f(a) et par
hypothese, a ¢ M. Par maximalité de M et la question précédente, on dispose de x € M et u € A tels que 1 = x + ua. Ainsi, par
propriété de morphismes,

FQ)=1=f(x)+f(u)f(a)=f(x)+f(u)b
avec f(x) € f(M). Ceci étant vrai pour tout b € B\ f(M), d’aprés la premiére question, f(M) est un idéal maximal de B.

Comme K est un corps, K[X] est principal. Tout idéal de K[X] est donc de la forme (P) = PK[X]. On vérifie que les idéaux
maximaux de K[X] sont de la forme (P) ot1 P estirréductible. On suppose dans un premier temps P irréductible. Comme P est
irréductible, pour tout A € K[X]\(P), A et P sont premiers entre eux; on dispose donc de (U, V) € K[X]? tels que PU + AV =
1,avec PU € (P). La premiere question permet de conclure que 'idéal (P) est maximal. Réciproquement, si P est réductible,
on écrit P = QR avec 1 < deg(Q) < deg(P). AinsiI'idéal (P) < (Q) < K[X]. Lidéal (P) n'est donc pas maximal.
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d) Soit M un idéal maximal de Z[X] tel que M N Z # {0}. On rappelle que Z[X] n’est pas principal. En effet (2, X) n'est pas mono-
gene : si P était un générateur, alors on pourrait écrire 2 = PQ, donc P € Z, de méme on aurait X = PR etdonc P = +1, donc
1€ (2,X). Ce qui donnerait 1 = 2A + BX, ce qui n'est pas possible dans Z[X] (en évaluant par exemple en 0 ).

i) On vérifie directement que M N Z est un idéal de Z, donc de la forme nZ pour un certain n € N* Si n n’est pas premier, on
écrit n = ab, avec b et a des entiers strictement inférieurs a n, donc n'appartenant pas a M N Z. Par maximalité de M, on
disposede Pe M etQ € Z[X] telque 1 =P + aQ.Donc b = bP + nQ € M (puisque P et n sont dans M ), contradiction.

ii) Ainsi, M NZ = pZ pour un certain nombre premier. On consideére la projection usuelle 7 : Z[X]| — (Z/pZ)[X]; il sagitd'un
morphisme d’anneaux surjectif et M’ = 7(M) est un idéal maximal. En effet, si on avait M’ = (Z/pZ)[X], alors 1 € M’, et
il existerait donc un polyndéme P tel que 1+ pP € M. Comme p € M, alors 1 € M et M = Z[X] ce qui est exclu. Comme
Z|pZ est un corps, on en déduit que M’ est engendré par un polyndme irréductible Qe(z/ pZ)[X],avecQ € Z[X] On en
déduit finalement que M = (p) + (Q), avec p € Z < Z[X], premier dans Z, donc irréductible dans Z[X], et Q irréductible
dans Z[X] (puisque Q est irréductible dans (Z/pZ)[X] :si Q = AB alors Q = AB).

Exercice 100

n
a) Factorisons P = ¢ [] (X — x;). Notons que I'inégalité voulue est triviale si x est I'une des racines x,. Dans le cas contraire, on
k=1
a

P’(x)_i 1 . p"(x)p(x)—p'(x)f*_(p’)’ =i

= e
P(x) o x—xi P(x)? p (x - xk)2

Linégalité demandée équivaut a P'(x)* < n (P’(x)2 — P(x)P"(x)) ou encore, apres division par P(x)% a

ottt

k=1%X— Xk

C’est évidemment 'inégalité de Cauchy-Schwarz. On pouvait également rédiger ce qui précéde en faisant intervenir les
!
multiplicités des racines x; de P dans la décomposition de % en éléments simples.

b) Vul'énoncé précédent, on va tester un polynome qui n'est pas scindé sur R. Le plus simple est évidemment P = X?+1.On a
alors I’équivalence

2(x*+1)x2<(2x)* = 4<0

Linégalité n'est vérifiée pour aucun x.
Montrons maintenant, pour 7 > 2, que le polynéme P = X" — 1 non scindé vérifie 1'inégalité voulue. On doit étudier
n(x"-1)n(n-1)x""2<(n-1)n?>x*""Y

qui équivaut a (x" — 1) x"~2 < x2"~2 ou encore a 0 < x" 2. Cette inégalité est vraie pour tout x € R sil'on suppose que 7 est
pair.

Exercice 101

On va montrer que les automorphismes d’algebre de .#,,(K) sont les applications de la forme

Y(P):{ M;@K) - ij_'ig\”;;

ou P € GL,, (K).
e Il est clair que, pour chaque P € GL,,(K),y(P) est un automorphisme d’algebre de .Z,,(K)
* Soit réciproquement ¢ un automorphisme d’algebre de .#,(IK). Dans la suite, on confondra chaque élément M de .#,(K)
avec I'endomorphisme de K" qui a pour matrice M dans la base canonique (¢, ..., ¢,) de K”. > Remarquons que, comme ¢
est un automorphisme d’algebre de .#,(K), on a:

V(i j, k) e[1,n]" e (Ei,j) ¢(Exi)= (Ei,jEk,l) = (5j,kEi,l) = 0;,c (Ei1)-

En particulier :
vie[1,n] (p(E)) =0 (Elzz) = (Ei)-

Année 2025/2026



SOLUTIONS Exercices X/ ENS

n
Ainsi, les ¢ (E;;),i € [1,n], sont des projecteurs. Comme Y ¢ (E;i) = ¢ (I,) = I,,, il existe p € [1,n] tel que (p(Ep'p) # 0.
k=1

> Choisissons un vecteur e, non nul dans Im ((p (Ep,p)). Comme ¢ (Epyp) est un projecteur, ¢ (E

p = e, A On pose :

p,p) €p

n
Vie[l,n],e=¢ (E,-'p) e,. Soit (A;),¢;<, € K" tel que ) A;¢; = 0. Alors

i=1
n n n
90(2 AiEi,p) e, = ZM‘P(EI', ) Z =
i1 i1 part

Pour chaque j € [1, n],, multipliant & gauche par ¢ (E 3 j), on obtient :

n
Oz(p(EpJ)‘p(.ZAiEivp)en - ( P (ZA Ezp))e - (Z AiEy i E ) €p
—(P(Z/l i0ij pp) (A]EPP) Aj‘P(Envp)ep =Aje,
donc /lj = 0. Ainsi, (e, ..., e,) estlibre, et par conséquent une base de K". De plus, elle vérifie :
v(i,j, k) € [1,n]?, (p(El]) er =6 e

En effet, (p( )ek = (E )(p (Ek p) e, =@ (E Ek_p) e, =@ (6jykEi,p) e, =0;rp (Ei_p) e, = 0; re;. 1> Soit u I'unique élément de
L (K")telque (u(g),...,ul(e,)) = (el, ...,e,).Comme (ey,...,e,) estune base de K", U = Mat(u; €) € GL,,(K). En outre, pour
(i,j, k) € [1,n]?,

@ (Ei,j) Ueg =9 (Ei,j) (u(e)) =9 (Ei,j) e =0 e =0 u(e) =06, Ug

soitU‘l(p(E,-,j)ng = 8, v&;. Par conséquent: V (i, ) € [[l,n]]z,U‘ltp( )U E; jouencoreV(i,j) € [1,n]? (p( ) UE;;U™".
D’olt immédiatement, par linéarité de ¢ : ¢ =y (U™"). Ainsi il existe P € GLn([K) tel que ¢ = y(P).
Exercice 103

Montrons que le plus petit entier recherché est r. D’abord, on sait que Z/NZ est isomorphe au groupe U, pour tout N € N*, donc
le groupe produit G := Z/d,Z x --- x Z|d, Z est isomorphe a H := U, x -+ xU, . Lapplication ¢ : (z,, ..., 2,) € H — Diag(zy, ..., 2,)
est évidemment un morphisme de groupes injectif de H dans GL, (C). Son image est donc un sous-groupe de GL,(C) isomorphe a H
doncaz/dZx---x27/d.Z.

Réciproquement, soit n € N* tel que GL,,(C) posséde un sous-groupe isomorphe a G, donc a H. Posons s := d,. Observons que H
inclut le sous-groupe (U,)", donc GL,,(C) inclut un sous-groupe H' isomorphe a (U;)". Pour tout M € H', on a M* = I, par isomor-
phisme (car x° = 1 pour tout x € (U)"), donc M est annulé par le polynome simplement scindé X* — 1, et ainsi M est diagonalisable
a spectre inclus dans U;. Or les éléments de H' commutent deux a deux (puisque (U,)" est commutatif). Le théoréme de diagonalisa-
tion simultanée (hors programme mais classique) permet donc de justifier 'existence d’une matrice P € GL,(C) tel que PM P! soit
diagonale, et a liste de coefficients diagonaux dans (U,)", pour tout M € H'. La fonction f quia M € H' associe la liste des coefficients
diagonaux de PM P~ est alors injective (composée de deux injections). Il vient donc |H'| < |(U,)"| soit s” < s”. Ainsir < ncar s > 1.

Exercice 104

On va démontrer que les matrices qui conviennent sont les matrices d’homothétie non nulles. Soit A € GL,,(C) une matrice qui
commute avec tous les éléments de sa classe de conjugaison. On sait que A posséde une valeur propre (non nulle) A et il existe
X € C"\{0} tel que

AX =X

Observons que si P € GL,(C), alors PX est vecteur propre pour A de PAP™'. Plus précisément, en notant E, (A) 'espace propre de A
associé a la valeur propre A, on a:
E, (PAP™")=PE,(A)

Comme A et PAP™' commutent, on en déduit que A stabilise PE, (A). Ceci est vrai pour tout P € GL,(C). Si k := dimE, (A), alors
on vient de démontrer que A stabilise tout sous-espace de dimension k de C". En effet, ceci découle du fait que lorsque P parcourt
GL,(C),PE,(A) parcourt tous les sous-espaces de dimension k de C". On conclut alors en utilisant le résultat classique suivant :
Lemme 1. Soit E un K -espace vectoriel de dimension n =2 et k € {1, ..., n — 1}. Soit u un endomorphisme de E laissant stables
tous les sous-espaces de dimension k de E. Alors u est une homothétie.
On se rappelle qu'un endomorphisme stabilisant toute droite est une homothétie. Montrons que c’est aussi le cas de tout en-
domorphisme stabilisant tout espace de dimension k = 2. On montre que u stabilise tout sous-espace de dimension k — 1 ce qui
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permet de conclure par récurrence. Prenons H un sous-espace de dimension k — 1 de E. Le sous-espace H est de codimension au
moins 2 donc on peut trouver deux vecteurs non nuls et non colinéaires x, y tels que x ¢ H,y ¢ H. Alors u stabilise H @ Kx et H 8Ky
donc stabilise 'intersection, c’est-a-dire H. Si donc k € {1, ..., n — 1} on obtient que A est une matrice d’homothétie en appliquant le
lemme. Sinon k = n et on obtient directement que A = 11,,.

Exercice 105

A priori les questions sont indépendantes.

a) On munit R" de sa structure euclidienne canonique. Notons A, < A, < ... < 1,, les valeurs propres de A. On commence par
montrer que : si x € R” est non nul, (Ax,x) < A,[|x |? avec égalité si et seulement si x € E,lﬂ (A). Par le théoreme spectral, la
somme orthogonale des espaces propres de A est R”. On écrit x = x; + - + X, avec x; € E;,(A) :

p p
(Ax,x) =Y A llxill® < A, X D112 = A, llx )%,
i=1 i=1

S’il y a égalité, toutes les inégalités sommées sont des égalités, donc A; || x;||* = Ap llx; |?, d'ot1x; =0sii<p.Sixe Ey, (A),
il y a bien égalité. Soit x = (x,,...,x,)" un vecteur propre associé a A, Soit x" = (|xy], ..., [x,, NT. Alors || x'|| = [ x| et

Aplxl? = (A%, x) = ¥ ag iy < ¥y x| = (A, 2 < 4, 16/ = 4, 112
L] L]

e 2 2 2 2 2 PPN N .
Toutes les inégalités sont des égalités, donc (Ax’, x') = Ap |x"||%, et x" est un vecteur propre associé a Ap- Il reste a voir que,

pour tout i,x; # 0. On a Ax" = A,x, donc pour tout i, A, |x;| = Za,-'j |x]-‘. Comme les a; ; sont > 0, et les x; non tous nuls,
J

1] ]
2 ai
J

xj‘ est >0, et donc x; # 0.

b) NotonsA = (? Z) Onay, = X?—(a+d)X +ad-bc.Le discriminant du polynome caractéristique de A est A = (a—d)*+4bc >

0, et les valeurs propres de A sont

_a+d+\/Z
=

A

. a+d—VA
=

De plus,

A>a<—d-a>—-\/(a—d)*+4bc

ce qui estvrai car bc > 0et/(a—d)? +4bc > |a—d|.Soit X = (x,y)" unvecteur propre associé a A. Alors (a—A)x+by = 0.
Ora<A,b>0et(x,y) #(0,0), donc x et y sont non nuls de méme signe, donc X ou —X conviennent.

¢) On traite facilement le cas n = 1. Supposons n = 2.
Alors det(C) = []det(M;) = (-1)", et C € .#,(N), donc yc = X* — mX + (-1)" ot m = tr(C) € N. On montre immédia-
i

tement par récurrence que le coefficient de C en position (1,1) est = 2, et celui en position (2,2) est = 1, donc m = 3, et le

discriminant de y., m? + 4 est > 0, donc les valeurs propres de C sont réelles. Soit r une valeur propre rationnelle qu'on écrit

sous forme irréductible % Ona p®-mpq +(—1)"g* = 0, donc q divise p?, donc g = 1 car q est premier a p donc a p?. Ainsi

p®>—mp+(~1)" =0, donc p divise 1, donc p = +1. Donc (m — 1) = +1, ce qui est impossible car m = 3.

Exercice 106

Il s’agit d’appliquer, et méme de généraliser, la représentation de Cayley des matrices orthogonales qui s'énonce

Lemme 1: pour toute matrice orthogonale A € &, (R) dont -1 n'est pas valeur propre, il existe une unique matrice antisymétrique
H telleque A= (I,—-H)(I,+H)™.

Démonstration :

Analyse.SiA=(I,—H)(I,+H) ' alors A+ AH = I, —H donc (A+ I,,)H = I,,— A. On déduit I'unicité de H qui est nécessairement
égalea (A+1,)"" (I, - A).

Syntheése. On constate que H = (A +1,)™" (I, — A) est antisymétrique :

H' = (In _AT)(In +AT)_1 = (In _A_I)A (A +In)_l =-H

puisque les polynémes en A commutent.
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Appliquons ce lemme a A et B. Il existe donc H et K antisymétriques telles que A = (I, - H) (I, + H)'etB= I,-K)(, + K) L.
On a alors
A-I,=-2H(I,+H) " ;B-1I,=-2K(I,+K)™"
BA-I,=(I,+K)™"(I,-K)(I,-H)(I,+H)™" —I,=-2(I,+K)™ (H+K)(I,+H) " etdonc

(A-I1,)(BA-1,)""(B-1,)=—-2H(H +K)'K = -2K +2K(H +K)™'K
ou cette derniére matrice est clairement antisymétrique.
Exercice 107

a) Comme A est dans .7, (R), on dispose d'une base orthonormée (e, ..., e,) de R” formée de vecteurs propres de A, associée

aux valeurs propres 1,(A) < --- < 1,(A). De méme, on considere (f;, ..., f,,) une base orthonormée de R" formée de vecteurs
propres de B, associée aux valeurs propres A,(B) < --- < A,,(B).

n
Soient i,j tels que i +j < n + 2. On considere F = vect(e;,...,e,) et G = Vect(]?,...,fn). Pour tout x € F,x = )_ x;e et
k=i

n
xTAx = Y A (A)x2 = A,(A) || x|
k=i

De méme, pour tout x € G, x" Bx = A;(B) || x||>. Or,
dim(F N G) = dim(F) + dim(G) - dim(F + G)
=zdim(F)+dim(G)-n=n+2-(i+j)>0
On dispose donc de x € F NG tel que || x| = 1. Comme A + B € ., " (R),

Ai(A)+2;(B) < x"Ax+x"Bx =x"(A+B)x <0
b) Soient A,,...,A; € .7, (R) telles que A, + - + A, € ., (R). Soient iy, ..., i, tels que i; + ... + i; < n + d. On souhaite montrer
que kil A, (Ag) <O.
Po_ur 1 < k < d, on introduit une base orthonormée (e, 4, ..., e, ;) de R" formée de vecteurs propres de Ay, et associée a la

suite de valeurs propres A, (A;) < --- <A, (A.). Eton pose F;, = vect(eik, k..., en,k).

Comme ci-dessus, on a besoin de montrer que dim (F, N ---N F,;) = 1. Or, par récurrence rapide, sur d, on montre a partir
de la formule de Grassmann utilisée ci-dessus que

dim(F,n---NFy;) = (i dim(Fk)) —(d-1)n
k=1

Ainsi,

d d
dim(F,n-nFy)=) (n—ip+1)-(d-1)n=) i+d-n>0
k=1 k=1

par hypothése. On peut donc considérer x € (F; N --- N F,;) unitaire. Et comme ci-dessus,

d d
0>xT (A +...+A)x = ,;xTAkx > I;;L,.k (Ap)

Exercice 108

a) Nous commencons par observer que |||e*®||| = 1 pour tout S € .7, (R). Soit en effet S € .7, (R). Par le théoréme spectral $ =
O 'DOou0€ 0,(R) et D = Diag(d,, ..., d,) est diagonale a coefficients réels. Ainsi e’S =07 'e’’0. Remarquons que chaque
matrice 0,07! et e’? conserve la norme || — || (au sens oi1 'endomorphisme de C" canoniquement associé la préserve). En
effet

VX eC", |0X|?=X 0 0X=X 0T0X =X X = |X|?
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et de méme pour O™, Enfin, pour tout X = (x;),<x<, dans C", on observe que e’” = Diag(e'®, ..., e'%") donc

. n . LG
le®XII2 = Y [eix,]* = Y |xl? = I1X 12
k=1 k=1

Ainsi, par multiplication e’S conserve la norme, et donc ||| ’||| = 1.
Nous allons ensuite montrer que || e4e™"2 —I,||| < || A - B||. La fonction
1) - eitAe—itB —I
* n
est de classe € et de dérivée t — (e'4iA)e "B + ¢4 (—iBe™!"B) = je'""(A - B)e "5, Ainsi

Ve eR lllg (Ol < llle™ Il 1A =Bl - llle” |l = IA - BI|

Comme ¢(0) = 0, 'inégalité des accroissements finis assure que

e e ™ — 1,1l = llp(1) - @0)ll < [IlA-BJ|
Enfin,

llle™ — el =1ll(e™e™™ ~1,) e[l < [le™e™™ ~ L[l - [le™[ll < [l A~ BI|

b) Compte tenu du cheminement précédent, le méme résultat est obtenu & condition de montrer que ||e’” || = 1 pour toute
. T .1s P 4
matrice H € .#,(C) telle que H = H. Pour cela, nous ne pouvons pas utiliser le théoréme spectral, et allons procéder de
N . —T o -
maniere encore plus simple. Notons A* := A" pour A € .#,(C). Observons que A — A* est R-linéaire et vérifie

(AB)* = (BA)* pour toutes A, B dans .#,,(C), ainsi que (I,,)* = I,,, donc par récurrence (Ak)* = (A*)k pour tout k € N. Soit
alors H € .#,(C) telle que H* = H. Comme M — M* est R-linéaire (et continue),

o (=) Kt (—i)F i -1
0 T (H*) :kzz,oTHk:e IH:(elH)

(") = ¥ 5 ()’ =
k=0 "+

=~
Il

. 2 —T . . —T . < . .
Pour tout X € C" on trouve donc [ X[ =X (e')" X =X X = |X|?, donc ||| = 1. A partir de 13, le reste de la
démonstration est identique au cas des matrices symétriques réelles.

Exercice 111

Pour tout entier k entre 1 et r, on note e, = (6 ;)
du r-uplet (¢ (), ..., (e,)). On en déduit que

Card{p : (Z/mZ)" — Z/mZ; ¢ est un morphisme de groupe } = m".

On note alors A I'événement « ¢ est un morphisme de groupe surjectif». On al’équivalence :

@ est surjectif < 1€ Im (¢) < 3(ay,...,a,)eZ";a,9(e)) + - a,p(e,) = 1[m].

Ainsi, ¢ est non surjectif si et seulement s’il existe un diviseur d de m tel que d divise tous les ¢ (e;). Ou encore s'il existe un
nombre premier p tel que p | m et p | ¢ (e;) pour tout k. Notons que I'assertion p | ¢ (e, ) n'est pas ambigué car p est un diviseur de
m.

Or si p est un diviseur premier de m,{dp; dp < m} est de cardinal 22X donc, en notant B, I'événement « ¢ est tel que pour tout

p
k,p | ¢ (e;) ¥ on obtient que

. Alors, tout morphisme ¢ : (Z/mZ)" — Z/mZ est caractérisé par 1a donnée

1<isr

_(m/p) _ 1

P (Bp) o F (car ¢ est pris sous loi uniforme).

De plus, si p et g sont deux diviseurs premiers de m distincts, pq | ¢ (e;) si et seulementsip | ¢ (e;) et g | ¢ (e;) donc P (qu) =

ﬁ =P (Bp) P (Bq). On généralise au produit d'un nombre quelconque de diviseurs premiers de m pour obtenir que les événements

(Bp; pl m) sont mutuellement indépendants. Il en est donc de méme pour la famille des événements
contraires que I'on note A,,.

Finalement, comme A =N A, on obtient que

plm

P(A)=]P(4,) =TI (1—%)

plm plm

ou les indices p sont premiers.
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Exercice 112

Avant toute chose, ona E(Y,,) = m et

1 1 n-1
Var(Y,,) = —ZZCOV(Xi,Xj) == (nf(O) +2Y (n-k)f(k)
n-j n k=1
a) 1l suffit de montrer que Var(Y,,) T Alors I'inégalité de Bienaymé-Tchebichev permettra de prouver la convergence en
n—+o00

n
probabilité, i.e. Ve > 0,P(|Y, —m| = ¢) - 0.Posons S, = Y_ f(k) (avec S, = 0) et opérons une transformation d’Abel :
n—+oo k=1

Y (n-K)f(R)= X (n=K) (Se =) = X (n=K)S = 3. (n—k—1)Sy
k=1 k=1 k=1 k=0

n-2 n-1
=Sn—l+zskzzsk
k=1 k=1

n-1
Or, par hypothese, S,, = o(n), donc par le théoréme de sommation des relations de comparaison y_ S; = o(n?) d'oul'on
k=1
tire que Var(Y,)) — 0.
n

—+00

n-1

b) Nous avons nVar(Y,)=f(0)+2 ) (1 - %)f(k). Posons
k=1

gi(n) = {gl_%)f(k) sinz=k

sinon

+00
Alors nVar(Y,) = f(0)+2 )_ gi(n). Pour tout k, g;.(n) T f(k) etllgello < If(k)|, et par hypothese ) |f (k)| < oco. Donc
k=1 Tree
par le théoreme d’interversion de limites sous convergence normale,

nVar(Y,) — fO)+23 F(k)
n—+00 =

Exercice 113

a) La question propose une modélisation d’'une marche aléatoire symétrique sur Z. Pour retourner a l'origine, il faut effectuer le
méme nombre de pas a droite que de pas a gauche. On retourne donc a l'origine uniquement aprés un nombre pair de pas. La
variable aléatoire Z,, qui compte le nombre de pas a droite dans une série de 2n pas obéit a une loi binomiale de parametres

(Zn, %).Ainsi (S5, =0)=(Z, =n),donc
2n
n

P(S,,=0)=P(Z,=n)= (2”) : (1)2" _

nj 2 4m -
Appliquons la formule de Stirling: n! ~ /27n (Z)". On obtient :
2n 2n
(Zn)z(zm! Y _ 4 g
n) - (n)? n~+oo(\/%(z)")2 Vrn
e
P(S;,=0) ~ 2

n—+oo \/7[_

Notons Y, = 15 ) lafonction indicatrice de I'événement (S,, = 0). Si n estimpair, ona Y, = 0; si n est pair, Y,, est une variable

de Bernoulli de parametre p = P(Y,, = 1) = P(S,, = 0). La variable aléatoire N comptant le nombre de retours a l'origine, on a
+00

donc: N = )_ Y,,. Alors par linéarité de 'espérance (les variables Y5, ne prenant que des valeurs positives) :
n=1

E(N) = ij E(Y,,) = ij P(S,, = 0)
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Or,P(S,,=0) ~ —L_ Lasérie de terme général L gtant une série de Riemann divergente, il en résulte que la série de

n—too \/mn Vrn

terme général P (S,,, = 0) diverge, donc E(N) = +co.
b) Soit g la probabilité de retour a l'origine. Montrons que g = 1. Si ¢ < 1,P(N = k) = g¥(1 — q) : il faut effectuer k retours
l'origine, puis entamer une marche sans retour. Alors

+oo +00
E(N)=Y kP(N=k)= Y kg*(1-q)= —I— < +oo
k=1 k=1 1-q

ce qui contredit le résultat obtenu en a ). Ainsi g = 1 et il en résulte que N est presque sirement égale a +oo.
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