
SOLUTIONS Exercices X / ENS

Corrections

Exercice 1

On vérifie que 𝜓𝑂 est bien un endomorphisme de l’espace vectoriel 𝑆𝑛(ℝ). On constate également que 𝜓𝑂 ∘𝜓𝑂𝑇 = 𝜓𝑂𝑂𝑇 = Id. On a
𝜓𝑂𝑇 =𝜓𝑂−1 = (𝜓𝑂)−1 mais cela ne suffitpaspour conclure... Onmontre que𝜓𝑂𝑇 est l’adjoint de𝜓𝑂 (pour le produit scalaire canonique
induit sur 𝑆𝑛(ℝ) - les matrices étant symétriques, on peut retirer la transposition dans le produit scalaire)

∀𝑀,𝑁 ∈ (𝑆𝑛(ℝ))2, ⟨𝜓𝑂(𝐴),𝐵,=⟩ tr(𝑂𝑇𝑀𝑂𝑁) = tr(𝑀𝑂𝑁𝑂𝑇) = ⟨𝑀,𝜓𝑂𝑇 (𝑁)⟩

Cela donne bien (𝜓𝑂)∗ =𝜓𝑂𝑇 . Puisque les déterminants sont identiques, on a finalement det(𝜓𝑂 ∘𝜓𝑂𝑇 ) = 1 = (det𝜓𝑂)2. Cela donne
|det𝜓𝑂| = 1.
compléments :

• on commence par le faire lorsque 𝑂 est une matrice diagonale - on obtient alors |det𝜓𝑂| = |det𝑂|𝑛+1 en écrivant la matrice
de𝜓𝑂 dans une base de 𝑆𝑛(ℝ).

• on généralise à une matrice symétrique en diagonalisant 𝑆 = 𝑃−1𝐷𝑃 et𝜓𝑆 =𝜓𝑃−1 ∘𝜓𝐷 ∘𝜓𝑃 qui donne det𝜓𝑆 = det𝜓𝐷
• pour une matrice inversible𝑀 , on justifie qu’on peut l’écrire𝑀 =𝑂𝑆 avec 𝑂 ∈𝑂𝑛(ℝ) et 𝑆 ∈ 𝑆𝑛(ℝ) et𝜓𝑀 =𝜓𝑂 ∘𝜓𝑆 .

Finalement, on obtient |det𝜓𝐴| = |det𝐴|𝑛+1.
Exercice 2

On note 𝑓 ∶ 𝑡 ↦ |sin𝑡|𝛼𝑡𝛽. Cette fonction est continue sur ]0,+∞[ si 𝛼 ⩾ 0. On se place donc dans ce cas et même dans le cas 𝛼 > 0
puisque 𝑡 ↦ 𝑡𝛽 n’est pas intégrable sur ]0,+∞[.

• étude en 0 : 𝑓(𝑡) ∼
𝑡→0+

𝑡𝛼+𝛽 et 𝑓 est intégrable sur ]0,1] si et seulement si 𝛼+𝛽 >−1.

• étude en+∞ : par habitude, je prends 𝛾 =−𝛽 afin d’écrire 𝑓(𝑡) = |sin𝑡|𝛼
𝑡𝛾 . On a |𝑓(𝑡)| ⩽ 1

𝑡𝛾 . Si 𝛾 > 1, alors |𝑓| est intégrable sur

[1,+∞[. On suppose 𝛾 ⩽ 1. Pour tout 𝑡 ⩾ 1, on a 𝑓(𝑡) ⩾ |sin𝑡𝛼|
𝑡 . On vamontrer que cette dernière fonction n’est pas intégrable

sur [𝜋,+∞[ et ainsi 𝑓 ne le sera pas non plus si 𝛾 ⩽ 1.
On note 𝑔(𝑡) = |sin𝑡𝛼|

𝑡 . Cette fonction est positive donc elle est intégrable sur [𝜋,+∞[ si et seulement si 
𝑛𝜋

𝜋
𝑔(𝑡)d𝑡 admet

une limite finie en +∞, ce qui revient, en découpant, à la convergence de la série𝑢𝑘 où 𝑢𝑘 =
(𝑘+1)𝜋

𝑘𝜋
𝑔(𝑡)d𝑡. On a

𝑢𝑘 =
𝜋

0

(sin𝑡)𝛼
𝑡 +𝑘𝜋 d𝑡 ⩾ 1

(𝑘+1)𝜋 
𝜋

0
(sin𝑡)𝛼d𝑡 = 𝐶

𝑘+1

où 𝐶 est une constante. On en déduit la divergence de𝑢𝑘 et la conclusion.
Bilan : avec 𝛾 =−𝛽, l’intégrale est convergente si et seulement si 𝛾 > 1 et 𝛼 > 𝛾−1 (ce qui inclut 𝛼 > 0).
Exercice 3

a) On remarquequepuisque𝕌 est commutatif alors𝜑(𝕌) également. Les endomorphismes𝜑(𝑔) commutentdeuxàdeux.Onvé-
rifie alors qu’ils admettent un vecteur propre commun. Pour cela onnote𝐹 = Vect(𝜑(𝕌) et on choisit unebase𝜑(𝑔1),…,𝜑(𝑔𝑘)
de 𝐹. Chaque élément de 𝜑(𝕌) est combinaison linéaire de 𝜑(𝑔1),…,𝜑(𝑔𝑘) et si 𝑥 est un vecteur propre commun à chacun
des 𝜑(𝑔𝑖) alors il sera vecteur propre pour tous les 𝜑(𝑔).

On montre alors le résultat habituel par récurrence : si 𝑓1,…,𝑓𝑛 sont des endomorphismes d’un ℂ-espace vectoriel qui
commutent deux à deux alors ils admettent un vecteur propre commun.

Le résultat est immédiat pour 𝑛 = 1. Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ pour lequel il est vrai. On considère 𝑛+1 endomorphismes vérifiant les
hypothèses. Soit 𝜆 une valeur propre de 𝑓𝑛+1 et 𝐸𝜆 le sous-espace propre associé. Ce sous-espace est stable par chacun des
𝑓1,…,𝑓𝑛 et les endomorphismes induits commutent encore deux à deux. Ils admettent donc un vecteur propre commun dans
𝐸𝜆 et ce vecteur est automatiquement propres pour 𝑓𝑛+1 et évidemment pour chacun des 𝑓𝑖.

Pour terminer : si 𝑥 est un vecteur propre commun à𝜑(𝑔1),…,𝜑(𝑔𝑘), alors la droite𝐷 = Vect(𝑥) est stable par chacun des
𝜑(𝑔𝑖) et pour tous les éléments 𝜑(𝑔). L’hypothèse nous dit que cette droite ne peut être que {0} ou𝑉... c’est donc𝑉.

b) On a 𝑓(0) = 𝜑(1) = Id𝑉 puisque 𝜑 est une morphisme de groupes. Puisque 𝑉 est de dimension 1 alors GL(𝑉) également et
GL(𝑉) = VectId𝑉 . On a donc l’existence d’une fonction 𝑔 à valeurs complexes telle que 𝜑(𝑒𝑖𝜃) = 𝑔(𝜃)Id𝑉 et 𝑔 est de période
2𝜋. Par propriété demorphisme, 𝑓(𝜃1+𝜃2) = 𝑓(𝜃1)𝑓(𝜃2) ce qui donne lamême relation pour𝑔. On a donc𝑔 fonction dérivable
en 0 (comme 𝑓) telle que, pour tout 𝑥,𝑦 ∈ ℝ, 𝑔(𝑥+𝑦) = 𝑔(𝑥)𝑔(𝑦) (comme 𝑔 est à valeurs complexes, on ne peut pas prendre
le logarithme). On cherche une équation différentielle vérifiée par 𝑔. Soit 𝑥0 ∈ ℝ et ℎ ∈ ℝ, on a

∀ℎ ∈ ℝ,𝑔(𝑥0+ℎ)−𝑔(𝑥0) = 𝑔(𝑥0)𝑔(ℎ)−𝑔(𝑥0) = 𝑔(𝑥0)(𝑔(ℎ)−1)
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en divisant par ℎ, on obtient lorsque ℎ tend vers 0, 𝑔′(𝑥0) = 𝑔′(0)𝑔(𝑥0). Si on note 𝛼 = 𝑔′(0), 𝑔 est solution de l’équation
différentielle 𝑦′ = 𝛼𝑦 avec 𝑦(0) = 1. On a donc 𝑔(𝑥) = exp(𝛼𝑥). Il faut également que 𝑔 sont de période 2𝜋, c’est-à-dire,
pour tout 𝑥 ∈ ℝ, exp(𝛼𝑥 +2𝜋𝛼) = exp(𝛼𝑥) ce qui équivaut à exp(2𝜋𝛼) = 1 donc il existe 𝑝 ∈ ℤ tel que 𝛼 = 𝑖𝑝). Finalement
𝑔(𝑥) = exp(𝑖𝑝𝑥) et 𝜑(𝑒𝑖𝜃) = (𝑒𝑖𝜃)𝑝 (soit 𝑓(𝑧) = 𝑧𝑝). Réciproquement ces applications conviennent.

Exercice 4

On note 𝐴 la matrice de 𝑢 dans la base orthonormée (𝑒1,…,𝑒𝑛). Cette matrice est symétrique (et la diagonale est 𝜆1,…,𝜆𝑛).
On commence par montrer le résultat suivant : si 𝑢 est autoadjoint et 𝜆𝑛 la plus grande valeur propre de 𝐸 alors 𝐸𝜆𝑛(𝑢) = ker(𝑢−

𝜆𝑛Id𝐸) = {𝑥 ∈ 𝐸,⟨𝑢(𝑥),𝑥⟩ = 𝜆𝑛 ‖𝑥‖2}.
En effet si on prendunbase orthonormée (𝑒′1,…,𝑒′𝑛)de vecteurs propres pour𝑢 associée à une suite croissante de valeurs propres

comme dans l’énoncé et 𝑥 =
𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖𝑒′𝑖, alors

⟨𝑢(𝑥),𝑥⟩ =
𝑛

𝑖=1

𝜆𝑖𝑥2𝑖 ⩽ 𝜆𝑛
𝑛

𝑖=1

𝑥2𝑖 = 𝜆𝑛 ‖𝑥‖2

et si on a égalité alors
𝜆𝑛 ‖𝑥‖2−⟨𝑢(𝑥),𝑥⟩ = 0 =

𝑛

𝑖=1
(𝜆𝑛−𝜆𝑖)𝑥2𝑖

donc (𝜆𝑛 −𝜆𝑖)𝑥2𝑖 pour tout 𝑖 ∈ J1;𝑛K et 𝑥𝑖 = 0 lorsque 𝜆𝑖 ≠ 𝜆𝑛. Cela donne 𝑥 dans l’espace propre associé à la valeur propre 𝜆𝑛.
Réciproquement ces vecteurs conviennent.

On en déduit que 𝑒𝑛 est un vecteur propre associé à la valeur propre 𝜆𝑛. On a 𝑢(𝑒𝑛) = 𝜆𝑛𝑒𝑛. La dernière colonne de𝑀 est donc

⎛⎜⎜
⎝

0
⋮
0
𝜆𝑛

⎞⎟⎟
⎠

et par symétrie, la dernière ligne est sous la même forme.

Onendéduit que𝐹 = Vect(𝑒1,…,𝑒𝑛−1) est stable par𝑢. Onnote𝑣 = 𝑢𝐹 . Cela reste un endomorphismeautoadjoint, sonpolynôme
caractéristique vérifie 𝜒𝑢 = (𝑋−𝜆𝑛)𝜒𝑣 donc les valeurs propres de 𝑣 sont 𝜆1 ⩽…⩽𝜆𝑛−1 et (𝑒1,…,𝑒𝑛−1) est une base orthonormée de
𝐹 avec ⟨𝑣(𝑒𝑖),𝑒𝑖⟩ = 𝜆𝑖.

On a tout ce qu’il faut pour terminer la démonstration par récurrence sur 𝑛 (le cas 𝑛 = 1 étant immédiat).
Exercice 5

• Puisque ‖𝑀𝑘‖→+∞, à partir d’un certain rang ‖𝑀𝑘‖ ≠ 0. Quitte à décaler les indices, on peut supposer que cela est toujours
vrai. On pose alors, pour tout 𝑘 ∈ ℕ,𝑁𝑘 ∶= 𝑀𝑘

‖𝑀𝑘‖ . La suite (𝑁𝑘)𝑘∈ℕ est une suite bornée (et on est en dimension finie) donc il

existe une extractrice 𝜑 telle que ⒧𝑁𝜑(𝑘)⒭𝑘∈ℕ converge vers une matrice𝑁 .
• Il reste à montrer que𝑁 est nilpotente.

— première option : on va montrer que, pour tout 𝑗 ∈ ℕ∗, tr ⒧𝑁 𝑗⒭ = 0 . Les matrices𝑀𝑘 sont toutes semblables donc, à 𝑗 fixé,
les matrices (𝑀𝑘)𝑗 sont toutes semblables. Elles ont donc la même trace que l’on note 𝑡𝑗 . Alors, pour tout 𝑗 ∈ ℕ∗

tr ⎡⎢
⎣
⎛
⎝

𝑀𝜑(𝑘)

𝑀𝜑(𝑘)
⎞
⎠

𝑗
⎤⎥
⎦
=

𝑡𝑗
𝑀𝜑(𝑘)

𝑗 ⟶
𝑘→+∞

0

Or la trace est continue donc tr ⎡
⎣
⎛
⎝

𝑀𝜑(𝑘)
𝑀𝜑(𝑘)

⎞
⎠

𝑗
⎤
⎦

→
𝑘→+∞

tr ⒧𝑁 𝑗⒭, et, par unicité de la limite, tr ⒧𝑁 𝑗⒭ = 0. On peut en déduire que

𝑁 est nilpotente (voir autre exercice).
— deuxième option : avec le polynôme caractéristique. On note 𝐴 une matrice semblable à toutes les matrices𝑀𝑘 (on peut

prendre 𝐴 =𝑀0). On a alors

𝜒𝑁𝑘 = det⒧𝑋𝐼𝑛−
𝑀𝑘
‖𝑀𝑘‖

⒭ = det⒧𝑋𝐼𝑛−
𝐴

‖𝑀𝑘‖
⒭ = 𝜒𝐴/‖𝑀𝑘‖

Par continuité de l’application polynôme caractéristique, on a lim
𝑘→+∞

𝜒𝑁𝜑(𝑘) = 𝜒𝑁 et également lim
𝑘→+∞

𝜒𝑁𝑘 = 𝜒0 = 𝑋𝑛. On en
déduit que 𝜒𝑁 =𝑋𝑛 et𝑁 est nilpotente (puisque 𝜒𝑛(𝑁) =𝑁𝑛 = 0).

Exercice 6
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