ECOLE POLYTECHNIQUE - ECOLES NORMALES SUPERIEURES
ECOLE SUPERIEURE DE PHYSIQUE ET DE CHIMIE INDUSTRIELLES

CONCOURS D’ADMISSION 2014 FILIERE PC

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES (XEULC)

* kK

I. INTEGRALES A PHASE RELLE.

1. Soit d > 0 et g € CY([0,d]) telle que g(0) # 0.

(a) Soit t > 0 fixé. Effectuons le changement de variable u = tx. La fonction u :
x + tr définit un Cl-difféomorphisme de [0, d] dans [0,¢d]. On a :

d td
1
~Tg(x)d :/ —ug (2) Zd
/Oe g(z)dx ; e g<t)t u

Notons ¢; la fonction définie par :

siu € [0,td], gi(u) =g (%) , etgi(u)=0 siu>td

g+ est continue par morceaux sur [0, +00[ et par construction :

d 1 “+o00 1 “+00
/ e g(z)dr = / e “gi(u)du = / e “gi(z)dz.
0 tJo t Jo

“+o0o
Déterminons la limite quand ¢ tend vers +oo de e “gi(z)dzr. Pour cela

0
utilisons la caractérisation séquentielle de la limite. Soit done (t,,)nen une suite
quelconque de réels strictement positifs telle que liril t, = +00. Notons pour
n—-+0oo
tout n de N, h,, : t — e %gy, ().
o ¥n € N, h,, est continue par morceaux sur [0, +0o0.

o Par définition de fonctions ¢g; on a, comme g est continue donc bornée sur le
segment [0,d] : Vo € [0, dty], |hn(x)| < e7"||g]|oc €t YV > dty, |hn(x)| < 0.

V€ [0, +00]; |hn(2)] < [[glloce™

La fonction x +— e * X ||g||~ est continue, positive, intégrable sur [0, +oo]
(ce qui assure 'intégrabilité des hy,)
o Pour tout = > 0, il existe un entier N tel que pour tout n > N, 0 < x < dt,
x

T
et donc pour n > N, hy(z) =e g ) Par suite, comme lim ¢, = +oo et
n

que g est continue en 0, liI_’I_l hn(z) = e *g(0) La suite (hy,) converge sim-
n—-+0o0

plement sur (0, +oo[ vers la fonction x — e~ *¢(0), fonction qui est continue
par morceaux sur [0, +00].
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Toutes les hypothéses du théoréme de convergence dominée sont vérifiées et on
peut donc affirmer que

+o00 +o00
lim e g, (x)dx = / e g(0)dr = g(0) x 1
0

n—-+00 0

La caractérisation séquentielle de la limite en 400 permet d’affirmer que
+oo

Jim o ge(w)dx = g(0)

Comme ¢(0) # 0, on a en reprenant les égalités précédentes :

L
i Jo ¢ 9@
to+oo (1/t)9(0)

Finalement : 4

0
/e_mg(x)da: ~ —g()
0 t—4o0 ¢

(b) Pour t > 0, effectuons le changement de variable u = xv/t. Comme dans la
question précédente :

[ (5 (3)

La méme technique que celle utilisée en question 1)a) montre que

d\/z +00
lim ey <u> du = g(O)/ e du = 9(0)v/m
t—+o0 Jq \/i 0 2

On obtient donc :

d
~ta? v g(0)
[ Y0
Soit f € C°%([a, b] telle que f(a) # 0 et ¢ € C([a,b]). Pour tout paramétre t € R,

on note

F(t) = / b e @) £ () da.

2. On suppose que ¢'(x) > 0 pour tout = € [a, b].

(a) Soit @ : z + () — p(a). @ est de classe C! sur [a, b] de dérivée = +— ¢’ (z) > 0.
® est strictement croissante et continue sur [a, b]. Elle réalise une bijection de
[a,b] dans [®(a), ®(b)] avec ®(a) = p(a) —p(a) = 0 et ®(b) > ®(a) = 0. Notons
B = ®(b) > 0. Comme de plus pour tout x de [a,b], ®’'(x) # 0, ® est un C*
diffeomorphisme de [a, b] dans [0, 5].

(b) Le changement de variable u = ®(x) est un changement de variable admissible
et si h est une fonction continue par morceaux sur [a, b]

/abh“)d"““ - Lj(j) o) (g ) = /oﬁ o) ()
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En particulier :

B

On peut alors utiliser le résultat de la question 1)a) avec g : u — f(®~1(u)) (m)
et

—tp(a)
~ —tp(a) Q(O) — e ¥ f(a) -1 —
E(t) o € ; Sa)t car ®7(0)=a

3. On suppose maintenant que ¢ € C%([a,b]). ¢'(a) =0, ¢”(a) > 0 et ¢'(x) > 0 pour

tout x €|a, b).

(a) Soit ¢ : x +— /p(z) — p(a). Comme ¢ est croissante sur [a,b], pour tout = €
(a,b], p(x) > ¢(a) et 1 est bien définie [a, b]. C’est clairement une bijection de
[a,b] dans [0, ¥(b)] avec W(b) = v/¢(b) — p(a) = B > 0. La bijection réciproque
est y — ®1(y?) ot ® est la fonction définie dans la question précédente.
1 est continue sur [a,b] et =1 sur (0, B].
1 est de classe C* sur |a, b] avec Vz €]a, b] :

¢ est de classe C? on peut appliquer la formule de Taylor & ¢ et ¢’ en a.

(z —a)?

Il vient pour z > a :

a0 )
MW e e T R

On dispose du théoréme de prolongement du caractére dérivable d’une fonction :
si f est continue sur [a,b] a valeurs dans un K -ev de dimension finie, de classe
C1 sur ]a,b] et si f’ a une limite en a , alors f est de classe C* sur [a, b].

On peut appliquer ce théoréme & 9. Cette fonction est de classe C! sur [a,b] et

¢"(a)
V2

(b) On a vu déja que ¢ réalise une bijection de [a, b] sur un intervalle de la forme

[0, B]. De plus 9’ ne s’annule pas sur [a,b]. On a donc un C!-difféomorphisme
de [a,b] dans [0, 5]. On a un changement de variable admissible.

V'(a) ==
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(c¢) Ce changement de variable u = ¢(x) permet d’écrire :
A 1
Y R
g o ¢ TN )
D’aprés le résultat de la question 1)b) :

F(t) ~ e—tw(a)ﬁif(a)i

e 2 ViV ua)

car ¥~ 1(0) = a. En remplacant on obtient :

T e % f(a)
t=too \[ 207(a)  /t

On admettra que la résultat se généralise de la facon suivante :

F(t)

Résultat 1. Soit f € C°(]0,+o0[) et ¢ € C?(]0,+oc[). On suppose qu’il existe un
unique ¢ > 0 tel que ¢'(c) = 0. On suppose de plus que f(c) #0 et ¢"(c) > 0. On
suppose finalement que f0+oo e ?@)| f(z)|dz converge. Alors,

oo 27 e_t‘p(c)f(c)
to(a) ~
[ Vo@ v

+oo
4. On montre facilement la convergence pour tout n n € N*, deI'(n) = / " e " da.
0

(a) Une intégration par parties entre 0 et X > 0 donne :

X n X X ..n Xn 1 X
/ e_xl’n_ldfl' = |:x€_x:| _/ i(_e_x)d$ - / e “z"dr
0 n 0 0 n ne n Jo

En faisant tendre X vers +oo on a :

P(n—1) = %F(n)

+o0
Comme I'(1) = / e “dx = 1, une récurrence immédiate montre que
0

Vn € N*, T'(n) = (n — 1)!

(b) Avec le changement de variable z = nu :

+o0 +o00
nl=T(n+1)= / e “zdr = / e " (nu)" ndu
0 0

+oo
n! = nn+1/ e—n(m—lnx)d$ car " = enlna:
0
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Appliquons le résultat énoncé avec ¢ : ¢ — = — Inz et f : z,apstol. ¢ est

C? sur 10, +oc[ de dérivée ¢'(z) = 1 — % qui ne s’annule que pour v = 1.
(1) = 1/12 = 1.
On obtient :

oo o e te(D) V2re t
/ e tEIne)  1dy ~ =
0 t—+oo \[ (1) /t Vit

Par composition :

n! \V2me ™"

—_— ~Y
n"tl notoo  \/n

On retrouve I’équivalent donné par la formule de Stirling :

nl o~  V2rnpnttl/2en

n—-+o0o

II. FONCTIONS PERIODIQUES.

5. ¢ : R — C est une fonction périodique de période 2, de classe C'.

(a)
2 27
Wn € N*, 2men () = /0 et (t)dt = [emimt (1)) — /0 (—in)e= g (t)dt

2men (@) = 0+ (in)2mcn (@) car trs e ™p(t) est 2m-périodique
cn(9')

in
(b) Comme ¢ est continue, 27 périodique, la formule de Parseval appliquée a ¢’

Par suite : pour tout n € Z*, ¢,(¢) =

donne : . 27r ;
/) dt = 7;2 len (P
Il en résulte que les deux séries Z len(07)]? et Z lc_n(#')]? sont convergentes.
Or pour n # 0 : e e
(@) =20 < (5 4 el

La majoration assure la convergence des deux séries Z len(9)| et Z le—n (o)
neN neN*
La série Z |en ()| converge.
nez
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(c) Comme ¢ est continue de classe C! ( le résultat subsiste si ¢ est de classe C!
par morceaux) sa série de Fourier converge normalement sur R vers ¢.

Vo € R, ¢(x) =D ca()e™

neL

Pour tout entier N :

N

ji: zkx

k=—N

Z (@) < 3 leal9)

ne”L

En faisant tendre N vers +oo on a :

Vo €R, [¢p(z)] <) len(@)] et done ||¢lloe <D len(9)

nez ne”Z

1 : R — R est une fonction continue, périodique de période 27, f : [a,b] — R une
fonction de classe C! sur [a, b]. Pour tout paramétre e > 0 on pose

J. = / " (%) flaya

6 On suppose de plus que 9 est de classe C! sur R et que f est & support compact
dans [a, b].
(a)

o= aate) ([ 1@ac) = [ (4(2) - o) starae

Or pour tout z :

. — co(t ( / flo dm) = / (ch<w>em/s> f(x)da

nez*

Soit g, : & — e ™= f(2)en (%) ;5 ||gnlloo = len(®)] X || f]loo- On a convergence
normale de cette série de fonctions continues sur [a, b] et :

J. — colt) </abf(w)dfc> 3 / ea()e " f(a)da

neL*
En intégrant par parties et comme f(a) = f(b) =0 :

[ s@ar =0~ [ @a

—in

[en ()

b ) l)g n , ,
[ et < [T i < e - 0
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[en ()]
id

est également convergente.

Pour tout n non nul,

3 |en(¥)]
. Inl
On obtient pour tout € > 0,

o= e ([ bf(w)dx> 25

nez*
(b) La quantité majorante tend vers 0.

sim g =eotw) ([ )

7. On suppose maintenant seulement que ) € C°(R) est périodique de période 27, et

fect(ab]). e > 0. N;E(b_“

2me

< |en (] et comme Z |en (¥)| converge, la série

< e(b-a)||f ]l 3 12!

nez* |n|

/ b cn($)e” " f(a)da

xy, = a + 2kme, pour tout entier k tel que 0 < k < N;

(a) Par définition de la partie entiére : N, < 5 a < N:+1
me
b—a

=0

b
a+ 2me <2a_1> <zfy. =a+2N.me < a+2me
e

b—2me <a%y. <b etdonc limafy =b.
e—0

(b) f est bornée sur [a,b], 1) est bornée sur R.

[ e s

(c) Soit k entier tel que 0 <k < N. — 1 et z € [z], 7] ,]. L'inégalité des accroisse-
ments finis donne :

b
< ol x 101l et i [ 6 () fado =0

(@) = f@R)] < |2 — af| sup [f'] < 2me| ]|

[a,0]
(d) Pour chaque k :
s, Th, /€
k+1 T k+1
L) e = s [ v e
xf, zi /e

Comme 1 est 27-périodique et que z7_ /e — 27 /e = 27

/:iﬂ (0 (x> f(zg)dz = ef(af,) u W(u)du

£

c 0
Par sommation :
Ne—l paf T 27 Ne—1
> [T (E) st - ( ¢<y>dy> (e > f(fvi)>
k=0 Tk 0 k=0
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(e) En utilisant la majoration de la question c¢) et le changement de variable déja

utilisé :
N.—1 $k+1 ) Ne=l g, v N
Z/ (F(2) — F(af)d| < ;}/ (5) (@)~ stain|a
NeZb ragy T 2
> / 6 (£) (0) - Fai)ae| < 2meNllf e [ ot

Comme 2weN, < b — a, on a bien :

N:—1

Z / (f(z) = f(@5))de| <

(b — a)]|"llo ( / " |¢<y>\dy)

= [e (@ = 3 [ () s [ o (2) s

Ne

D’aprés la question b), la deuxiéme quantité majorante tend vers 0.
D’aprés la question e) et 1'égalité de d) la premiére quantité majorante peut
5 ecrlre

Z /W f(z5)dz+o(1) = ( ; ) ( Nilf azk> (1). Mais

on a falt apparaltre une quasi-somme de Riemann & pas constant et on montre
que, comme Ty 4 — Tf = 27e

Ne—1

b
61551 (2me Z f(z5)) = /a f(t)dt

. ] 1 2m
Par suite : ;I_If(l) Je = <27r ; w(y)dy> (/a f(a:)dx).

8. Soit € > 0 et @ € R. g : R — R est une fonction continue. On considére ’équation

différentielle suivante
{u”(t) +u(t) =g (%) 1)
u(0) = a, v/ (0) = 0.
(a) On a une équation différentielle linéaire du second ordre de la forme
(E) : '+ ay + by = c avec a, b, ¢ des fonctions continues sur R. Le théoréme
de Cauchy permet d’affirmer que Vtg € R, V(a, 3) € R? il existe une unique
solution y de (E) définie sur R vérifiant y(to) = « et y/'(tg) = S.
D’oti l'existence et I'unicité d’une solution de (1) définie pour ¢ € R.

(b) Une base de solutions de I’équation homogeéne u” + u = 0 est (cos, sin).
Soit u € C%(R). I existe un unique couple de fonctions (), ) € C*(R)? vérifiant :

Acos—+pusin = u
—Asin+pcos = v’
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On a donc X cos +p’sin = 0.
Un calcul simple donne v + u = —\ sin +p cos.
Notons g. : t — g(t/e). u est solution de (1) si et seulement si :

N cos 4/ sin =0 N = —g.sin
—\Nsin 44/ cos = g. & ' = g cos
u(0) =, ' (0) =0 u(0) = a, v (0) =0

A(t) = [ (= sin(u)ge(u)) du+ ki u(0) =«
& (ki ko) €R?/Vt € R{ () = Ofg (cos()go (1)) du + ko avec {u _a

Mais u(0) = A(0) = a et u/(0) = u(0) =0
La solution u. est donc définie par :

Ue : t > acost—i—cost/o (—sin(u)ga(u))du—i-sint/o (cos(u)ge(u)) du

(¢) On suppose que g est 2m-périodique . L’expression de u. fait apparaitre deux
expressions du type J. comme dans la question précédente. Les hypothéses de
cette question sont vérifiées.

dim [ singan = (5 [ swar) ([ sintwar)

dim [ ostmgenan= (5= [ swar) [ (costanr)

On obtient donc pour tout ¢ € R, la limite quand € — 0" de u.(t) avec :

1 27 1 27
lim u.(t) = cost <a — 277/0 g(y)dy) + 27T/0 9(y)dy

e—0t

III. INTEGRALES OSCILLANTES.

¢ :]a,b] = R, f:[a,b] — R sont deux fonctions de classe C*°.

b .
HM:/éMW@WLA>O

9. On suppose dans cette question que ¢'(x) # 0 pour tout x € [a, b].
(a) L:C>®([a,b],C) — C>*([a,b],C); M :C>*([a,b],C) = C>([a,b],C)
pour tout g € C*([a, b],C), tout z € [a, b],

Lofe) = =g @), Mot = (L) @

g(x —M(p/(l:)g x), g(x) = i x).

i. Les fonctions g € C*°([a, b], C) telles que Lg = g sont les solutions de ’équa-
tion différentielle
y' — g (2)y = 0.

Ce sont les fonctions de la forme y : @ — kei*?(®) | e C.
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ii. Soit g, h € C*([a, b],C). On suppose que h est & support compact dans |a, b.
On a donc h(a) = h(b) = 0. Par une intégration par parties :

/a bh(:c)Lg(x)d:c = /a g Ah;,gzl) g (z)dz = [tho(fw()x)g (x)]}i /abg(x)Mh@)dx'

b b
/a (fU)Lg(l‘)de:i/a g(x)Mh(z)dz.

(b) Soit f a support compact dans ]a,b[. La fonction g : = — () vérifie
Lg = g. On peut écrire :

b b b
10) = [ f@g)is = [ f@tgtade = [ gl f@)ds

Comme f est de classe C™° a support compact dans |a, b], toutes ses dérivées
sont a support compact dans |a, b[ et de méme M f.

On peut donc itérer la formule obtenue et, pour tout N € N* :

b
I0) =4 | s fa)do

On obtient la majoration :

[I(A)| < awA™Y avee gy = :

b
/’mwﬂwawﬁm

10. (a) On suppose que |¢'(z)| > 1 pour tout x € [a,b] et ¢ est monotone sur [a, b].

b b , 1 i 1 ’
/ ) dp = / i/\SD’(CC)@ZM(I)z'/\sO’(a:)dm: [QW(I)Z’M’(”C)} i

1 bi)\ T _SOH('CU)
avecJ:M/ae W()(go’(x)z dx
P o) xp(b) L xp(a) L
PP dy = ' — ehrle +J
1 1

iAp' () iAo' (a)
b
(@) g | < +
e X
/a AP O)] Al (a)]

Comme ¢’ est monotone, ¢” est de signe constant sur [a,b]. Supposons par
exemple ¢ > 0

s [ - [ -3 ]

1 1 1 2
‘”SAQ¢@NWM®OSA

Méme méthode si ¢” < 0. En regroupant :

b
/ () e
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(b) Soit § > 0. On suppose que |¢'(z)| > 6 pour tout x € [a,b] et que ¢’ est
monotone sur [a, b].

On applique le résultat précédent a o1 = ¢/ et Ay = 0A. On a :

b
/ M) dg

11. On suppose ici que |¢”(z)| > 1 pour tout x € [a, b].

< Cl()\é)_l.

(a) Comme ¢” est continue et ne s’annule pas sur [a, b], elle reste de signe constant
sur cet intervalle. ¢ est strictement monotone sur [a, b]. Elle ne peut s’annuler
qu’au plus une fois sur [a, b].

On a différents cas :

o ¢ strictement croissante avec ¢’'(a)¢’(b) > 0.

Si ¢/ >0, ¢ = a est I'unique élément de [a, b] tel que |¢'(c)| = ir[lfb} |’ (z)].
z€[a,

Si ¢ <0, ¢c=b est 'unique élément de [a, b] tel que |¢'(c)| = il[lfb] |’ (x)[.
z€|a,

o ¢’ strictement décroissante avec ¢'(a)¢’(b) > 0.

Si ¢/ >0, ¢ = b est I'unique élément de [a, b] tel que |¢'(c)| = i?fb] |/ ().
z€[a,

Si ¢’ <0, ¢ = a est I'unique élément de [a, b] tel que |¢'(c)| = iI[lfb} |/ (x)].
z€[a,

o Si ¢'(a)¢’(b) < 0, ¢ s’annule en un point ¢ unique dans [a,b] et |¢'(c)| =

0= inf |J(z).
Lt ' ()]

(b) Soit x € [a,b]. Comme ¢’ est de classe C! sur [z, ], il existe d €]z, c[ tel que
¢'(x) = ¢'(c) = (z — )" (d)
o Si¢'(c) =0, comme |¢"(d)] >1onal¢(z)] > |z —c¢|
o Si par exemple ¢’ >0 et ¢ =a, ¢'(a) >0 et ' (z) > ¢'(a).
¢ (@)] = ¢'(2) 2 ¢'(z) — ¢'(a) = (x — a)¢"(d) 2 (v —a) = [z — ]
o Etude identique dans tous les autres cas.
On a toujours |¢'(z)| > |z — ¢|.
(c) Sila phase n’est pas stationnaire on est ramené au cas de la question 10).
Sinon soit § > 0 avec 26 < b — a.

On peut dans le pire des cas (celui ou ¢ €]a, b[) découper [a,b| en trois segments,
[a,c — 0],[c — &,¢c + d],[c + 0,b]. Sur les deux segments extrémes ¢ n’est pas
stationnaire et on peut appliquer I'inégalité de 11). avec sur chaque segment
¢ (@)] = & —c] = 0.

On a donc

b

/ M) dy
b .

/ e gy

<

- -

c—0 ct+o b
/ M) g / M) gy / M) dy
a c—0 ct+0
c+46

< (M) +/ ldz 4+ c¢(A6) ™t < 2¢(A6) L + 26
c—0
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b
Si20 >b—aona ‘/ () g
On a donc pour tout 6 > 0,

b
/ eiz\ap(z) dr

(d) Soit F la fonction définie sur ]0,+oo[, F : § + 2¢1(A0)~! +26. F est C! sur
2 -1
10, +-00[ avec F'(§) = % <(52> +2.

b
§/ ldx =b—a < 26.

< 2¢1 (M)t 4 26.

/c
F admet un minimum atteint en § = Xl En prenant dans la majoration de

la question c) cette valeur de d on obtient :

b
/ e dp| < 2¢1 (A6) V2 + 2, /%1 =AY

(¢) Pour tout z € [a,b], f(z) = f(b) + [, f'(t)dt. On a donc :

b b b z
M) £ () — xe(@) £0p)d irp() ( "(t)d ) d
/ae f(@)dz /ae f()w+/ae /bf@)t v

b b b
/ ei)‘s"(w)f(b)dac :‘f(b)/ AP @) dg / M) dy

b
/ @) £ (b)da

/ab ce(@) ( /: f’(t)dt) i — / /A @) (1) dtda

avec A = {(2,t) € R* Ja <z < b,z <t < b}. Mais on a également :

b b t=b pr=t
/ eAP(@) < / f’(t)dt) dx = / / @) d 1 (¢)dt
a T t=a T=a

Par suite :
by pt
< / / GA(@) gy
a a

= [f(b)] x

< |f(B)esr™?

D’autre part :

b
x\f’(t)dt§02)\1/2/ |/ ()| dt

/a b (@) ( /x b f’(t)dt> dx

En regroupant les majorants des deux intgrales :

b b
[ s < ax 2 (1rwi+ [ @)

*x %
*

N.B. : Corrigé rédigé pour I’UPS par Hugues Demongeot. Merci de signaler toute erreur
0U 0MiSSLON.
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