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1.

2.

Questions préliminaires

(a) Si U € O,(R), alors U est inversible car 1 = det I, = det(*UU) = (det U)? et
donc detU # 0.

La matrice identité I, est orthogonale.

Soient U, V dans O, (RR). Alors

‘wvHwuvt = ‘vituuyv?
— tv—lv—l
= (vtv)*!
= !

In.
Ainsi on a encore UV ! € O,(R).

Ox(R) est un sous-groupe de GL, (R).

(b) Munissons M, (R) de la norme sup sur les coefficients. Le choix de la norme importe
peu, puisque toutes les normes sur M, (IR) sont équivalentes, ce qui rend la notion de
compacité indépendante de la norme.

Il suffit de montrer que O, (R) est une partie bornée et fermée pour la norme sup || - || sur
les coefficients.

’ O, est borné : ‘ Toute colonne d"une matrice orthogonale étant de norme 1, tous les coef-

ficients d’une matrice orthogonale appartiennent a [—1,1]. Donc pour tout U € O,(R),
|U|| < 1. Le groupe orthogonal est borné.

’On est fermé : | L'application f : M, (R) — M,(R) : M — 'MM est continue. En effet, la
transposition est continue (en tant qu’endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension
finie) et la multiplication matricielle est continue (en tant qu’application bilinéaire entre
espaces de dimension finie). Or le singleton {I,,} est un fermé de M, (R). Donc f~1({I,})
est un sous-ensemble fermé de M, (R). Enfin f~1({I,}) = O,(R).

O, (R) est un compact de M, (R).

Comme M, N sont symétriques, il existe par le théoréme spectral des matrices orthogo-
nales Py, Py et des matrices diagonales (a diagonales supposées décroissantes, sans restreindre
la généralité) Dy, Dy avec

M = PyDmP,!, N = PyDyPy.
Mais alors
XDy = XM = XN = XDy-
Deux matrices diagonales, a diagonales décroissantes, et de méme polyndme caractéristique
sont nécessairement égales. Ceci découle directement de I'étude des racines (multiplicités com-
prises) de ce polyndme. Donc Dy = Dy, c’est-a-dire PA’AlMPM = Py INPy et enfin
N=UuUMU",

en posant U = Py - PAjIl. Cette matrice est bien orthogonale puisque Py, Py le sont et que O, (R)
est un groupe pour la multiplication.

’Seulement Si: ‘ Comme N = UMU™!, N et M sont semblables, donc ont méme polyndéme
caractéristique.




3. |j <i<i+1:/0Ona, notamment par I'hypothése d’enlacement, x > pj11 > AjoetA; > p; > x

et donc
/\] = x> A]'+2

Comme on a en outre A; > x > A;,q, il faut par transitivité A; > Aj o et A; > A1 1. Ces deux
derniéres inégalités imposent respectivement i < j+2etj <i+1,ouencorej <i<j+ 1.

~

A, it enlacés :

Cas1:i=j.Onaalors

)Lp si 1<p<i
Ay = x si p=i+1
Ap1 st i+2<p<n+2
et
Mg S 1<g<i
M%Z x si g=i+1
Hg—1 si i+2<g<n+1
On observe

Vg e [1Ln+1],Ap > pg = Agq
en distinguantles cas g <i+1,9 =i+1,q > i+1, eten utilisant I'hypothese d’enlacement de
Aet .
Cas2:i=j+1.Onaalors

Ap si 1<p<i
Ay = x si p=i+l1
/\p—l si 1+2<p<n+2
et
g si 1<g<i—1
Mg = x si o g=i
g1 si i+1<qg<n+1

On observe a nouveau
Vge [Ln+1],A; > p

en distinguant cette fois lescas g <i,q =1,q > i.
Premiere partie

= ~

4. (a) Lafamille proposée est indexée par un ensemble de cardinal n 4 1, qui est aussi la dimen-
sion de R, [X]. 1l suffit donc de montrer la liberté de la famille. Soient Ay, ..., A, des réels

tels que
n

AoQo+ Y AP =0.
j=1

Fixons k € [1,n]. L'évaluation en py fournit AP (px) = 0, et comme Py(pg) # 0 (les p;
sont deux a deux distincts), on trouve Ay = 0 pour tout k € [1, n]]. Il reste alors

AoQo =0

Le polynéme Qy étant non nul, l'intégrité de R[X] impose Ay = 0.

La famille proposée est une base de R, [X].

(b)
. - j-l n
(=1 'Pi(pj) = (=0 [T —me) TT (i —me)
k=1 k=j+1
j—1 n
= (.uk_.”]') H (Vj—ﬂk)~
k=1 k=j+1

Dans cette derniere expression, tous les facteurs sont strictement positifs. Leur produit
l'est alors également.



5.

(a)

(b)

(©

Il est équivalent de montrer 'existence d’un unique vecteur (a, a1, ..., &, ) tel que
n
XQo—P=aQo+ ) aiP;.
j=1

Or le polynéome XQo — P est de degré au plus n + 1, car deg(Qp) = n,deg(P) = n+ 1.
En outre, le coefficient de X"*! de XQg — P est nul, ce qui donne XQp — P € R,[X]. On
conclut alors par le résultat de la question 4.a, qui établit que (Qo, Py, ..., P;) est une base
de R, [X].

Evaluons P = (X —a)Qp — Yj—q &;Pj en . On trouve
P(i) = 0 — axPe(pur) = (—1) e (=1)" " Pe(aug)-

Comme a; > 0et (—1)"1P(1x) > 0, on observe que P(1) est du signe de (—1). Ensuite,
comme P est un polyndme unitaire de degré n + 1,

lim P(x) = +c0, lim P(x) = (—1)""co.

X—+0o0 X——00

En appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires a la fonction continue P, cette fonc-
tion possede au moins un zéro dans chacun des #n + 1 intervalles ouverts

] — o0, ,un [1 ]ﬂn; ﬂn—l [/ eeey ]HZ/ ,ul [/ ]l’lll +OO[

Comme P est de degré n + 1, chacun de ces intervalles contient une unique racine. Ainsi

’ P a n + 1 racines réelles distinctes ‘

Appelons ces racines
/\n+1/ A?’l/ ceey Al

dans 1’ordre ci-dessus des intervalles. Par construction,
)Ln+1<ﬂn</\n<]/ln_1<"'</\2<‘111</\1

et donc

A et fl sont strictement enlacés |.

Par évaluation de P = (X —a)Qo — Yi_y a;P; en py,

P(px) = —aPe(px) = (= 1) ae(— 1) Pe(pu).

Comme (—1)"1Pc(uy) > 0/ ay est du signe de (—1)¥P () | (qui est non nul, car sinon py

serait une racine de P, ce qui est absurde).

Le polyndme P est unitaire de degré n + 1 et s"annule en Ay > --- > A, . Ainsi P est
strictement positif sur |11, +00[, et comme le signe de P change a chacune des racines de P
(elles sont évidemment toutes simples), le signe de P sur A, 1, A est celui de (—1)k. Or
tr €]Ak11, Ak, donc P(py) est du signe de (—1) .

Il en découle que ay est du signe de (—1)F(—1)F = +1. Bref a; > 0 quel que soit k.

6. Soit k € [1,n]. Le réel py est racine d’ordre my de Qi, et racine d’ordre my — 1 de Q]. Par

conséquent (X — p )™ ! divise Q; et Q] et donc

(X — )™ Q1 A Q).

En outre la famille des polynémes ((X — jx)™ 1) e, est formée de polynomes deux a deux
premiers entre eux, ce qui implique

n

[TT(X = )™ Q1 A QL

k=1



D’autre part
n

Q1 AQIQ1 = [ [(X — )™

k=1
On en déduit que

n

Qi AQL = [T(X — )™
k=1
avec dy € {my — 1, my}.
Enfin p n’est pas racine d’ordre my de Q}, donc (X — ux)™ ne divise pas Q). Il vient alors
dy # my (car le contraire conduit a la négation de la phrase précédente) et donc dy = my — 1.
On a bien

n

QAQy =TT(X =)™t

k=1

7. (a) Notons | = [1,n] \ ] I'ensemble des indices j pour lesquels «; # 0.
Il est évident que

Q1

;i Q1
P = X—a— / - S/
Q1 ( a Jg X — 7"]’) [T (X — )

ot1 S est un polyndme réel qui ne s’annule pas sur {y;|j € J}.

Q1

Ensuite

En particulier

Q1 P
HJGT(X - V]) ’
de sorte que
Q1
—F——— | PA Q1.
Alors il existe un polyndme unitaire T tel que
Q1
PNQ1 = =—F———T
Comme P A Q1]Q;, il faut T de(X — 1)
D’autre part, comme
Qu Q1
——— T =PNQi|P = =—F~——S,

il faut T|S.
Bref, T divise S (qui ne s’annule pas sur {y;|j € J}) et T divise [Tje7(X — pj). Des que
T # 1, ceci conduit a une contradiction. Il faut donc T = 1.

Q1

(b) Notons N le degré de Q;. Alors N + 1 est le degré de P.
On écrit, pour tout x € R\ {y;lj € J},

PANQ =

X _—Q1(X) . x—u;)-po(x
P(x) = oy 1) [1(x=mj)-px),

j€l



&j

oup(x)=x—a—) . On observe que
jer ¥ W

lim p(x) = +oo, lim p(x) = —co, et Vj€ ], lim p(x) = —coet lim p(x) = +oo.

X—r—+o00 X——00 X1 YT
Hi Hi

Comme p est continue sur R\ {]j € J}, qui estl'union de 1+ Card(]) intervalles ouverts
délimités par les p; (j € ), on trouve (grace au théoréme des valeurs intermédiaires)
1+ Card(]) zéros réels de p, qui n’appartiennent pas a {y;lj € J}.

Posons S(x) = [T;cj(x — pj) - p(x), qui est une fonction polynomiale. Celle-ci posséde donc

au moins 1 + Card(]) racines réelles.
Comme pour tout x réel
Qi (x)
P(x) = === 5(¥)
H]'ef(x - ]/l])
et que le premier facteur posséde exactement N — Card(]) racines (comptées avec multi-
plicités), on trouve pour le polyndéme P au moins

(N —Card(])) + (1 +Card(])) = N+1

racines réelles. ’ Toutes les racines de P sont réelles. ‘

Deuxiéme partie

8. L’identification des 4 blocs correspond aux conditions

A = A

B = AU

C =C

D = CUu+V.

Il suffit de prendre
U=A"'B, V=D-CA'B.

Enfin, par la formule pour les déterminants triangulaires par blocs,
_ A 0 I u
detM = det[C IS}det[O V]
= detA-detV
— detA-det(D—CA™!B).

9. (a) Par le théoreme spectral appliqué a la matrice symétrique A, il existe une matrice ortho-
gonale P € O, (R) telle que PA'P = A(py, ..., jin). On pose ensuite

u- [ ; H € 0,11(R).

Alors
. [P O][A y][P O
e 1][ty a 0 1
_[PA Py]['P O
N Yy a 0 1
[ PA'P Py
| (Py) a
_ | Apr, e n) 2
| tz a

apres avoir posé z = Py.



(b) En utilisant 9.a et 8 (notamment la partie admise), on obtient

AM = Xumtu
X—]l1
= det —Z
X_]/ln E
i ~fz - X-—a |
- 1
X_Vl X—m
= det det| X—a—-"z z
1
L X_V” X—uy

Il suffit alors de poser a; = 2]2 € R, pour tout j € [1,n].

Qo
X — pj

(c) Sp(M) estle (1 + 1)-uplet ordonné des racines de xy = (X —a)Qo — ) _ «;
j=1

Sp(A) est le n-uplet ordonné des racines de Qp. On appelle d le nombre de racines dis-
tinctes de Qo, et on les note v; > - - - > v;. On notant n; la multiplicité de la racine v; dans

Qp,ona
d

QO = H(X — Vk)nk.

k=1

Observons par ailleurs que

Qo
X—Vk,

d
xm=(X—a)Qo— Y Bk
P

avec By = ) a; = 0 pour tout k.

j tels que Hj=Vk
Comme les polyndmes x u1, Qo sont reliés comme dans la question 7, et que les B sont tous
positifs, on applique le résultat admis apres 7.b : le (n + 1)-uplet des racines de xu et le
n-uplet des racines de Qg sont enlacés.

Sp(M) et Sp(A) sont enlacés.

10. Comme Cy; est un sous-ensemble de R", espace vectoriel normé de dimension finie (équipé par
exemple de la norme sup sur les coordonnées), il suffit de montrer que Cy; est borné et fermé.

’CM est borné : ‘ Soit Ay = - -+ > A,4q le spectre ordonné de M. Soit U un élément quelconque

de O,+1(R). Notons A = (UMU!)¢,. D’une part Sp(M) = Sp(UMU '), et d’autre part le
résultat 9.c affirme que Sp(A) et Sp(UMU 1) sont enlacés. Si on note

Sp((UMU ")<p) =Sp(A) = (p1 = -+ = pu)

alors
AMZHL 2 2 Up 2 Ay

Ainsi pour tout j € [1,7], p; € [Ay11, A1), ce qui signifie que
ISp((UMU™)<n) lloo < max(|Aus1], [A1]).

Le majorant est indépendant de U, donc Cy; est borné.

6



11.

Si§; — S alors Xs, = Xs: ‘ Soit (Sq) une suite de matrices symétriques convergeant (pour une

norme quelconque sur S, (R)) vers la matrice symétrique S. Montrons que la suite (xs,) des
polynomes caractéristiques converge (pour une norme quelconque sur R, [X]) vers le polynéme
caractéristique de S. Il suffit pour cela de montrer que pour tout k € [[0,n — 1], la suite des
coefficients de X* dans xs , converge vers le coefficient de Xk dans x5 lorsque g — +co.

On sait que le coefficient de X* du polyndme caractéristique de S, est une fonction polynomiale
(homogene de degré n — k) des n? coefficients de S,. Cette fonction est donc continue. Comme
en outre

Vl,] € [[1, 7’1]], llrfm(sq)ij = Sl’]‘

par I'hypothese S; — S, on trouve bien xs, — Xs.

qui est limite d"une suite a valeurs
dans Cpr, on a V' € Cp. On suppose donc qu'il existe une suite (U;),en de matrices dans
Ou+1(R) telle que

lim Sp((U,MU, De) =V.

q——+00

On sait par 1.b) que O, 41 (R) est un compact. La suite (U;) possede alors une valeur d’adhé-
rence U € O,1(R) : il existe une extractrice ¢ : N — N telle que Uy, — U lorsque g — +oo.
Observons que U, 1="'U,. De Uy (g — U découle alors

(Up(y MUy(g)) <n — (UMU) <n

Ceci est dti a la continuité de la transposition, de la multiplication matricielle, et du passage a
une sous-matrice.

Notons S; = (U(p(q)Mth)(q))gn et S = (UM'U)<y. Ce sont des matrices symétriques 1 X 1, avec

en outre S; — S. Par construction |Sp(S) € Cpu |

Notons
Sp(Sq) = Mg =2 Ang),  SP(S)=(M1 = = Ay).

Alors pour tout g,
XS, = (X - /\1,11) s (X = Ang) (*)

Comme limg-, 100 Sp((U;MU, ") <n) = V, il en découle par passage a une sous-suite que

lim Sp(S;) =V.

g—r+o0
De maniere plus explicite
Iim Ay, =Vq,..., im A,, =V,.
1,4 1 g—-Foo n,q n

g—+o

Passant a la limite sur g dans (x), on obtient, notamment par le lemme précédent (qu — Xs),
Xs=(X=V1)- - (X=Vp)

et donc, par passage a 'ensemble ordonné des racines, Sp(S) = V. Nous avons bien prouvé

Velul

’ Cm est un compact de R". ‘

(a) Posons P = xp (unitaire de degré n + 1) et Qo = [Ty_;(X — px). On sait par la question
5.a qu'il existe un unique vecteur (a, a1, ..., &) € R"*1 tel que

xm=P=(X-a)Qo— Zf’é;



(b)

Qo
X

avec P; = . Par 5.¢) tous les a; sont strictement positifs (on utilise ici I'enlacement

strict). On forme a présent la matrice-colonne
V&l
Vo

puis la matrice (définie par blocs)

N = A(yl,t...,yn) z

z a

En utilisant la formule de la question 8, on prouve comme dans 9.b) que

xn =det(XI,11 —N) = (X—a)Qo — i(\/y)ZXQO ‘
j=1 Hi

D’ou xn = xm- En outre, N, M sont symétriques, donc par la question 2, il existe U €
On41(R) avec N = UMU L.
Enfin

Ainsi

On note & I'ensemble des n-uplets i tels que Sp(M) et ji soient enlacés, et £’ I'ensemble
des n-uplets strictement ordonnés ji tels que Sp(M) et ji soient strictement enlacés.

Sp((UMU")<n) = Sp(A(, ..oy i) = Ji.

On doit montrer que Cp; = €£.

On sait par la question 9.c que Cy; C . Par la question 11.a) on a &' C Cps. On passe a
I’adhérence : o
& CCy=Cum.

En effet on a montré a la question 10 que Cy; est compact, donc fermé.

Pour conclure, il suffit de montrer .

Il est clair que si [A, A'] est un segment de R (avec A < A'), et u € [A, A'], alors il existe une
suite & valeurs dans |A, A’[ qui converge vers .

Appliquant ce lemme aux n segments [A,4+1, Ayl, ..., [A2, A1] et & un n-uplet ji tel que Vj €
[1,n], u; € [Aj41,A;], on montre que ji est la hmlte d’une suite de n-uplets qui sont tous

strictement enlacés avec Sp(M). Ainsi € C £.
Comme on a désormais & C Cp; C &, on arrive a la conclusion .

Troisieme partie

12. Soit U = [ Iz Z } une matrice orthogonale quelconque. Alors

e [a b

U-AM AU =) dHo /\zH ]
. [ lZ)\l b)\z a ¢
M dAy b d
_ [ 2/\1+b2/\2
- * 2)\1+d2)\2 .

Or {UMU U € O2(R)} = {U-A(A,A2) - U HU € 02(R)} grace au théoréme spectral.
Il en découle que

DM = {(EIZ)H + bz)tz,cz/\1 + dZ)LQ) € 1R2

[‘Z Z] eoz(]R)}.
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Comme toute matrice orthogonale 2 x 2 est de la forme {

cosf Fsinf

sin® -+ cosf ] , 0N a nécessairement

> =d* 0 =2 a%+ b =1,a% b € 0,1].

Ainsi, comme

(az)tl + bz)\z, C2/\1 + dz)\z) = az()tl, )\2) + bz()\z, /\1),

Dy est inclus dans le segment d’extrémités (A1, A2) et (A2, A1) |

Réciproquement, si t € [0,1], il existe une matrice orthogonale [

a b 2 _ g2
c d]tellequea =d° =

Vi V1=t

L2 =c2=1—t, par exemple VT Vi ] .

Donc | le segment d’extrémités (A1, Az) et (A2, A1) estinclus dans Dy |

L'égalité des ensembles suit par double inclusion.

13. (a) Lorsque s = n, il y a toujours égalité, car on sait que pour une matrice symétrique (donc
diagonalisable), la trace est égale a la somme des valeurs propres (éventuellement répé-
tées).

(b) Onnote ji = (p1 = -+ = py—1) le spectre ordonné de la matrice symétrique Mc,_1.
n—1
Comme E m;; est la trace de M, 1, c’est aussi la somme des valeurs propres piq + - - - +
i=1
Hn-1-
Par 9.c les spectres de M et M, sont enlacés. Ainsi
Vi e IIl,i’l — 1]]1/\i+1 < < A
En particulier
n—1
Y omi=pr 4 KA+ + A,
i=1
ce qui prouve l'inégalité dans le cas s = n — 1.
S S
(c) Montrons par récurrence sur 1 la phrase : Si M € S,,(R) ets € [1,n], alors ) m;; < ) _A;.
i=1 i=1
Pour n = 1 on a my1 = Aq. Le résultat est trivial.
Supposons la phrase vraie au rang n — 1. On considere M € S,(R). Le cas s = n a déja
été traité en 13.a, donc on peut supposer s € [1,n —1]. On appelle u; > --- > py,_q les
valeurs propres de la sous-matrice M’ = M¢,_1. On a
S S
Z mi; = Z m;Z
i=1 i=1
S S
Or par hypothese de récurrence, Y “mj; < )_ ;. Enfin, comme Sp(M) et Sp(M’) sont
i=1 i=1
S S
enlacés, on a en particulier y; < A; pour tout i € [1,n — 1], d’ou Z pi < Z)\i. Par
i=1 i=1
transitivité on obtient bien
S S
Y mi <Y Ail
i=1 i=1
Quatrieme partie
14. On peut observer que ||w || = ||wz|| = 1 et (w1, wy) = 3.



(a) Clairement s1(w1) = w;. Ensuite, par définition d’une symétrie orthogonale,

(w1, wy)

s1(wp) = —wp +2
1( ) <w1,w1>

W1 = —W + w1

0 -1

(b) Clairement s(w>) = w». Ensuite, par définition d’une symétrie orthogonale,

La matrice de s; dans la base C est bien [ 1 1 ] .

w1, w
Sz(a)1) = —wi + 2Mw2 = —w1 +wsy
(w2, w)

La matrice de s, dans la base C est bien [ _1 0 ] .

15. (a) H est un hyperplan de R3, donc hérite d’une structure de R-espace vectoriel en tant que

sous-espace de R3. La |linéarité de ¢ | découle du fait que (m,mo, m3) +— my — my et

(my, my, m3) — myp — mz sont trivialement des formes linéaires sur R? et donc sur H.

Comme dim H = 3 — 1 = 2 = dim E, il suffit de montrer que ¢ est une application linéaire
injective. Si (my, my, m3) € H et ¢(my,my, m3) = Oz, alors

my+my+m3=0, m—m=0 my—m3=0

et donc (my,my,m3) = (0,0,0). Ainsi ¢ est injective, et comme il y a égalité de dimensions,
’ @ est un isomorphisme linéaire ‘

Notons ET I'ensemble {p1w; + pawsz|p1,p2 € Ry}, Clairement | @(H') C E™ | Récipro-

quement, si p1, p2 € Ry, il existe (my,my, m3) € H avec (mq — my, my — mz) = (p1, p2)-
En effet il suffit de prendre

2 1
m1 - *3p1+73p2
1 1
m2 — _,pl_f_,pz
1 2
m3 — _,pl_,pz‘

Onadoncaussi|ET C ¢(H")|dou:

@(H™) est I’ensemble des combinaisons linéaires positives de w1, w> |.

(b) Premiere égalité :

s10@(my,my,mz) = s1((m —my)wy + (my — m3)wy)
= (my—my)s1(wq) + (my — m3z)s1(wn)
= (my —my)wy + (my —m3) (w1 — wn)
= (m1 — 1713)601 + (m3 — mz)a)z

§0(m1, ms, mz)-

Seconde égalité :

spo@(my,my,m3) = sy((mg —my)wy + (my —mz)ws)
= (my —my)sa(w1) + (ma — m3z)sz(w)
= (m—mp)(~w1 +wz) + (ma — m3)w;
= (my—my)wr + (m —mz)ws

= ¢(mz,my,m3).
(c) En utilisant les formules du 15.a, on voit que ¢(Q;) est 'ensemble des piw; + pawo, ot

p1 =20

p2=0

I +ip <
i <A+ A

10



16.

(a)

(b)

(©

Les trois premieres inégalités définissent un triangle plein, dont les sommets A, B, C ont
pour coordonnées dans la base C (on a évidemment A; > 0car0 = Ay + Ay + A3 < 3Aq):

A: (0,0, B:(0,3\), C: (%ALO).

Ensuite, comme A; + A, = —A3 > 0, on voit que A vérifie la 4éme inégalité % p1+ %pz <
A1+ Ay, mais pas B (car A; > A»). Enfin, C la vérifie car

Mo AMH2 A A+ AaHAs A
/\1+/\z:71+71+ e L ke sk

2 2 2 2

Ainsi la droite d’équation 1p1 + 3p> = A1 + A, coupe les segments [A, B] et [B,C| du
triangle ABC en deux points D, E dont les coordonnées dans C se calculent facilement :

3

D: (0'5(

AM —|—/\2)), E: ()\1 — Ay, M +2)\2).

Ceci montre que| ¢(Qj5) est le quadrilatere de sommets A, D, E, C|.

Il suffit de montrer la partie «seulement si» pour toutes les permutations ¢ (l’autre partie
s’en déduit aisément). On suppose donc qu’il existe une matrice orthogonale U € O3(RR)
telle que
mq * *
UMU ™ = | « my =
* * nis

On note P la matrice de permutation définie via le symbole de Kronecker par

Fij = 053

Cette matrice P est clairement orthogonale. On obtient ensuite

mq * * ma(l) *
P| x m x |Pl= * Mgy (2) *
* * ms * * m0(3)
Oou encore
ma(l) * *
(PU)M(PU) ! = x My *
* * mg(3)

Ainsi (mg(l),ma(z),mg(g)) € Dym puisque PU € Og(IR)

Soit (mq,my, m3) € HT N Dy Alors my + my + mg = 0,my > my > mjs et il existe une
matrice orthogonale U telle que (my, my,m3) soit la diagonale de UMU~!. Or le spectre
de UMU™! est celui de M, a savoir (A1,A2,A3). La question 13, appliquée a la matrice
symétrique UMU !, implique alors en particulier

mp <A, mp+my <A+ Ap.

D'ou|H " NDy C Q?\ .

Comme (my,my, m3) € Dy, il existe une matrice orthogonale U telle que

UMulz[A ¥ ]

* M3

ol A est une matrice symétrique 2 x 2 de diagonale (1, my).
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(d)

o

On note V les matrices orthogonales de O3(R) de la forme V = { 1(; ,ou P € O2(R).

Alors

—_
L

(Vvu)M(vu)' = vumMu-'v-! = { P 0 ] [ A ] [ Pt 0 ] [ PAP1

0 1 *x M3 0 1 * ms3

Donc pour tout P € O,(R), on a (Diag,(PAP~!),m3) € Dp. Onnote (A1 > A,) le spectre
de A. On sait par la question 12 que I'ensemble des Diag,(PAP™!), lorsque P parcourt
O2(R), est le segment S, d’extrémités (A1, A2) et (Az, Aq).

Donc le segment Sz d’extrémités (A1, A2, m3) et (A2, A1, m3) est inclus dans Dy;.

Or (mq,myp, m3) et (my, m1, m3) appartiennent a ce segment S car (1mq,my) et (mp, my) ap-
partiennent a S».

Ainsi le segment d’extrémités (mq, mp, m3), (my, my, m3) est inclus dans Sz, qui est inclus
dans Dy,.

Pour la seconde partie, on utilise le méme argument, en prenant cette fois les matrices V

de la forme [ (1) g } avec P € O,(R).
Soit (mq,ma, m3) € Q3.

’Premier cas: A, =0 ‘ On pose y1 = Ay et yo = mq + my — Ay. Par construction p; €
[A2, AM1]. En outre uy < Ay car my + my < A1+ Ap. Enfin A3 < pp car

o — Az =my+my— Ay — Az =my+my+ Ay > m +my=—m3z =0

L'inégalité m3 < 0 se justifie par 3m3 < my 4 my +mz = 0.
Il en découle que le triplet (A1, A2, A3) et le couple (u1, y2) sont enlacés. Grace a 11.b il
existe alors U € O3(R) tel que

Sp((UMU ") <2) = (p1, 42)-

Notons A = (UMU !)<,. Comme Sp(A) = (p1,142), D4 est (question 12) le segment
reliant (p1q, pi2) & (2, p1). D’autre part, my +my = g + pp et mp < my < Ay = g, ce qui
entraine que (my, my) € Dy. Alors il existe V € Oy(R) telle que

vavl=| ™M *
* moy )

Posons W = { ‘(; (1) } € O3(R). Alors

—Iyar—1 V 0 A x vl o o
WUMU =W _[01 * % 0o 1|

mq * *
* my *x .
* *

Comme M est de trace nulle, (WU)M(WU) ! I'est aussi, d’out Diag, (WU)M(WU) 1) =
(my, my, m3). La matrice WU est clairement orthogonale. D’otl

(m1,m2, TH3) c DM i

‘Second cas: Ay < 0‘. On pose p; = Az et yy = my + mz — Az. Par construction p, €
[A3, Az]. En outre pq > Ay car my < Aq. Enfin pqp < Ag car

/\1—]41:)\1+A3—m2—m3:m1—A2>m120.

L'inégalité m; > 0 se justifie par 3my > my + mo + m3 = 0.
Il en découle que le triplet (A1, A2, A3) et le couple (u1, 42) sont enlacés. Grace a 11.b il
existe alors U € O3(R) tel que

Sp((UMU")<2) = (1, p2).
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Notons A = (UMU !)<,. Comme Sp(A) = (p1,142), D4 est (question 12) le segment
reliant (p1, pi2) a (po, p1). D’autre part, my + ms = py + po et my > mz > Az = p, ce qui
entraine que (my, m3) € Dy. Alors il existe V € O,(R) telle que

vayl=| ™M
* ms )

Posons W = { ‘(; (1) } € O3(R). Alors

1g-1_ | VO A x V_IO_
WUMUW_{O 1}{** 0o 1]

my * *
* ms x .
* *

Comme M est de trace nulle, (WU)M(WU) ! I'est aussi, d’out Diag, (WU)M(WU) 1) =
(mp, m3,my). La matrice WU est clairement orthogonale. D’ott (my, m3, m1) € Dy. Ceci

entraine par 16.a que | (mq,my, m3) € Dy |

Comme H" NDy C Q5 (16.b) et Q5 C Dy N H™ (16.d), il vient

e(DMNH') = ¢(Q3)

Tout élément de D), est, a permutation preés, un élément de Dy, N H T (16.a).
Le groupe Sym(3) est engendré par les deux transpositions (2,3) et (1,2), qui corres-
pondent via la bijection ¢ aux deux symétries axiales sy, 5> (15.b).

Ainsi

¢(Dm) = @(DPuNH")Us1 (p(DmNH))Usy ((PvNHT)) U
Usp o8 (@(PmNHT))Usyosy (9(PDuNHT))Usiosyos1 ((PuyNHT))
= ¢(Q3) Us1 (¢(Q3)) Us2 (9(Q5)) U
Usp 052 (9(Q5)) Uszos1 (9(Q5)) Usioszos (9(Q5))-

On sait par la question 15.c que ¢(Q;) est un quadrilatere. Ainsi ¢ (D)) est 'union de
six quadrilateres. Celle-ci est un hexagone parce que le quadrilatere ¢(Q;), de sommets
A, D, E,C (cf question 15.c), possede deux cotés perpendiculaires aux axes des symétries
s1 et sp. Plus précisément AD | DE et AC L CE. Vérifions-le :

3 1 1

<D—A,E—D> = E(Al +A2)w2,(A1—A2)w1+( 1+2)\2)a)2>
= 20n ) (-t 4 (1A+1A)
— 1 2 1 2 2 2 1 2 2

(
3
2
3
§<A1 +A2)-0
0

De méme pour établir (C— A,E—C) = 0.
Ainsi ¢(Dy) est un hexagone dont les six sommets sont E,s;(E),s2(E),s1 0 s2(E), sz o
s1(E),s1 0 sp 0s1(E). Leurs coordonnées dans la base C sont

E: (/\1 — /\2,/\1 —|—2/\2) = (Al - /\2, )Lz — Ag)
Sl(E) : ()\1 — )\3, )\3 - )\2)

SQ(E) : (AZ — )\1,)\1 — )\3)

S1 OSz(E) : ()\2 — )\3,)\3 — )\1)

S OSl(E) : ()\3 — )\1,)\1 — )\2)

S1 082 osl(E) : ()\3 — )\2,)\2 — )\1).
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