ENS MP C 2023

1. (a) Par définition ¢ reste a valeurs dans l'ouvert 2 =]0,4o00[ donc ¢g > 0. On a ¢o(0) = yini < 6 donc

par continuité de ¢ en 0, il existe € > 0 tel que V¢ € [0,¢], ¢o(t) < . On en déduit que ¢>0L(t) > 1 puis

oy(t) = ago(t) In (%L(t)) > 0 pour ¢ € [0,¢], ainsi ¢g est strictement croissante sur [0, €], donc V¢ €]0,¢],
Po(t) > ¢0(0) = Yinit-
(b) Vu ¢p > 0, on peut poser zg = In(¢o/6), fonction dérivable par composition. On note que ¢;/po = ),

ainsi 1'égalité ¢f, = agpIn % équivaut & zj, = —azp. Les solutions de cette équation différentielle sont

a

les fonctions t — Ae™% et la condition initiale impose A\ = In(ynit/0). Ainsi nécessairement

—at

Vi > 0, go(t) = Gexp (e (Y2it)) — g (Lt )"

Remarque : ce calcul prouve 'unicité, et en testant la formule obtenue, on constate que c’est une solution
globale du probleme de Cauchy, d’ou l’existence. On n’a donc pas besoin du résultat admis par [’énoncé.

(c) L’argument de ’exponentielle étant strictement négatif, on a vVt > 0, ¢¢(t) < 6. On en déduit comme en
(a) que ¢ est strictement croissante sur [0, 4o00[, donc Vit > 0, ¢o(t) > ¢0(0) = Yinit-

/
2. On a ¢, > 0 donc on peut poser z = ¢, = exp(—pIn¢,). En dérivant In z = —pIn ¢, on obtient S
z

/ M 1/ e—u
?:Z(l—“)ﬁ—Z:a<1—z)<:r>zlz_a(z_0’u)
1w

ce qui est une équation différentielle linéaire homogene du premier ordre en la fonction Z = z — 67#. Avec
¢ (0) = Yinit on obtient z — 0# = (y, 1, — 07#) exp(—at) soit encore

%
iy

puis

_ —a gt YR
ou(t) = (671 — e~ yplie)

Remarque : on constate que cette fonction est bien définie, puisque 0~ H(1 — e=%) + y, b em® >y kem > 0,
et en remontant les calculs on voit qu’elle est solution du probléme de Cauchy. Finalement, on a démontré
Uexistence et ['unicité d’une solution globale.

En factorisant 67# on obtient aussi

0 \H —1/n
Vt >0, ¢,(t) :0<1+ (<y > —1) e“t) .
inat

3. (a) Soity > 0. F,(y) = Y (1- (%)“) =%y (1—exp(pin(%))) or pln (%) m Oet 1—e* ~ —uen 0, donc

Fu(y) ~ —fynn (5) = —ayln (§) = Fo(y). Ainsi Fu(y) — Fo(y)-
(b) Soit t > 0. On a

oo () 1)) = (s (G 1))

or quand p tend vers 0,
o
() - () -2
Yinit Yinit Yinit

1




1.

o.

donc en utilisant le fait que In(1 + u) ~ u en 0, on obtient

1 0 \" 1 0 .
_]n{l—I— << ) _1) e—at} N_e—atuln< ) — oty (ymzt>.
o Yinit H Yinit 0

Ainsit ¢, (t) ——o Oexp (7 In (#5*)) = do(?).
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Déja B est inclus dans C(K, R?) car toute fonction lipschitzienne est continue. Fixons # € K et montrons que
B est équicontinue en x. Soit € > 0. Posons r = ¢/k, réel strictement positif, alors Vf € B, Yy € B(z,r) N K,
| f(z) — fy)ll < k|lz —y|| <k x (¢/k) = €. Ainsi B est équicontinue en chaque point = € K.

. Soit A C C(K,R%).

(=) Supposons A relativement compacte, disons incluse dans le compact X C C(K,R%). Soit une suite
(fn) € AN, C’est aussi une suite d’éléments du compact X, donc elle admet une sous-suite convergente
vers un élément f de X. Des lors f € C(K,R%), et la convergence dans I'espace C'(K, R?) muni de || - ||oo
est une convergence uniforme sur K.

(<) Supposons que toute suite de A admet une sous-suite qui converge uniformément vers un élément de
C(K,R%). Considérons X = A 'adhérence de A dans I'espace C'(K,R?) muni de || - ||« et montrons que
X est compact. Soit (f,) € X~. Pour chaque n € N, on peut choisir g, € AN B(f,,27") car f, est
adhérent & A. Ceci fournit une suite (g,) € AN qui admet donc par hypothese une sous-suite (9p(n))
convergente vers un élément g de C(K,R%) ; g € X = A en tant que limite d’une suite d’éléments de A.
On a

1oy = 9lloo < N fotm) = ot loo + 19p(m) = glloo < 279 + [l gy — 9lloc

donc fym) ) T 9 Ainsi toute suite ( fn) € XN admet une sous-suite ( fio(n)) convergente vers un élément

de X, autrement dit X est compact. La partie A, incluse dans X, est donc relativement compacte.
Remarque : cette étude montre que A est relativement compacte ssi son adhérence est compacte.

. Supposons A est relativement compacte. Supposons par ’absurde que A n’est pas équicontinue. On écrit la

négation de ’équicontinuité, en considérant des réels r du type » = 27", Il existe un point x € K et un réel

g0 > 0 tels que, pour tout n € N, il existe f, € A et y, € B(x,27")NK tels que || fn(z) — fn(yn)|| > €0. Notons

que Yp ——— . Avec la question (2), on peut extraire (f,(,) convergente vers une fonction f € C(K,R%).
n——+0oo

Pour tout n € N, avec I'inégalité triangulaire on a

€0 < |fon) (@) = fom) W)l < [ fom) (@) = F@) + £ () = fFWem) | + 11 Wem) — Fom) )]

puis €0 < 2| fo(n) = flloo + 1./ (2) = £ (Yp(n)) ], quantité qui converge vers 0 vu la convergence uniforme de (fy(,))
et la continuité de f au point x. Ala hmlte on obtient €9 < 0, une contradiction. Ceci acheve le raisonnement.

. Supposons A relativement compacte, disons A C X avec X compact de C(K,R?). La question (3) donne déja

I’équicontinuité de A. Soit = € K. L’application S, : C(K,R?%) — R? définie par f — f(z) est lindaire avec
Vi€ C(K,RY), |1S.(H) = [If(@)]| < ||fllec donc par théoreme S, est continue. Il en résulte que S,(X) est
compact comme image continue d’'un compact, en particulier borné, ainsi A(x) = {f(x), f € A} = S.(A) C
Sz(X) est borné. La partie A vérifie donc la propriété (P2).

(a) ® On extrait tout d’abord de (fn(zo)) une suite (fy,n)(70)) convergente vers un yo € RY, en effet
fn(zg) € A(xg) partie bornée vu (P2), par conséquent incluse dans une boule fermée de R? donc compacte.
On pose ¥y = po.
e On considere alors la suite (fy,(n)(71)), évoluant dans la partie bornée A(z1). On en extrait de méme
une suite (fy,(p;(n))(71)) convergente vers un y; € RZ. On pose 11 = 1 0 1.



e On itére : ayant construit des extractrices ¢, ¢1,...,¢p—1 €t Yo, ¥1,...,9p—1 ainsi que des vecteurs

Y0 Yls - Yp—1 € R? tels que Vj < p, Y = poo---0; et fwj(n)(xj) T> y;, on considere la
n

suite (fy,_,(n)(2p)), évoluant dans la partie bornée A(z,). On en extrait une suite (fy, (e, () (Tp))

convergente vers un y, € R?. On pose ¥, = 1,1 o ¢, donc fup(n) (Tp) ——+——> Yp-
_>

Soit p € N. Pour tout n > p, ¢¥n(n) = (ggo---0pp)(n) = (oo -0 wp)(kn) = Vp(kyn) ot
kn = (90:0—1—1 o 0pp)(n).

Par le cours, on sait que Vi,q € N, ;(¢q) = ¢, donc k,, > n. Puisque fw (n) (xp) 4> Yp, il en découle
n—+

par composition que fy, () (Tp) = fy, (k) (Tp) Y

6. On supposera désormais, pour toute la fin de cette partie, que K est un segment non réduit a un point. En
effet le raisonnement par densité suggéré par l’énoncé ne fonctionne pas pour un compact K quelconque de R.

(a)

QN K est une partie de Q, ensemble au plus dénombrable, donc Q N K est au plus dénombrable, et par
ailleurs non vide. Il existe donc une surjection p — x, de N sur QN K, ainsi QN K = {z;,, p € N}. En

appliquant la construction précédente on obtient Vp € N, fy, n)(zp) —+—> Yp-
n—

Montrons que 0 : n — 1, (n) est une extractrice. C’est une application de N dans N. Elle est strictement

croissante : soient m < n dans N. Alors ¥, (n) = (ppo- 0@ ) (k) = Ym(k) ot k = (pmi10- 0@, )(n). On

ak >ndonc k >m,or pgo--- oy, est strictement croissante (comme composée de telles applications),

donc (¢oo -+ 0pm)(k) > (po o+ 0wm)(m) soit ¥ (n) > by (m).

La suite (fg(n)(x)) converge pour tout z € QN K, ce qui est la convergence simple attendue.

Soit z € K. Supposons que g, (n) —— Y1 €t guy(n) ——— Y2 et montrons qu’alors y; = yo. Fixons
n—-+00 n—+00

e > 0. Soit r > 0, donné par I'équicontinuité, tel que Vf € A, Vo' € B(z,r) N K, || f(z) — f(2')]] < /2.

K est un segment non réduit & un point, donc z est adhérent & Q N K. Fixons 2/ € B(z,r)NQ N K.

On a donc Vn € N, [|g,, ) (%) = gp,m)(@")|| < /2. D’apres (a) la suite (gn(2)) converge, disons vers

y. En passant & la limite dans llnegahte précédente on a ||y — y|| < £/2. On obtient symétriquement

ly2 — yll < /2, puis par inégalité triangulaire [[y1 — yall < [ly1 — yll + [y — yal < e. Ainsi [[y1 — yol| est

inférieur a tout réel € > 0, donc |ly; — y2|| = 0 soit y1 = yo.

On peut maintenant affirmer que la suite (g, (z)) admet au plus une valeur d’adhérence, or ses termes ap-

partiennent & un compact puisque A(z) est supposé borné. Par théoreme, la suite (g, (z)) est convergente.

La suite de fonctions (g,) converge donc simplement sur K vers une certaine fonction g.

Soit x € K. Soit € > 0. Soit > 0, vu I’équicontinuité, tel que Vf € A, Vy € B(z,r)NK, ||f(z)—f(y)|| < e
Soit y € B(z,r) N K, alors Vn € N, ||gn(z) — gn(y)|| < €. En passant a la limite quand n — +o00, on
obtient [lg(x) — g(y)|| <e.

En résumé, Ve > 0, Ir > 0 ; Vy € B(z,r) N K, ||g(x) — g(y)|| < e d’ou la continuité de g au point z.

Supposons que (gy,) ne converge pas uniformément sur K vers g. On dispose d'un £y > 0 tel que
Yn >0, Im>n, Iz, € K ; ||[gm(xm) — g(zm)| > €o.

Il existe donc une infinité de tels m, d’ott une extractrice ¢ telle que Vn = 0, [|g,(n) (To(n)) —9(Tpom)) || > 0.

Comme K est compact, il existe une extractrice ¢ telle que T,y (n)) T> x, un élément de K.
n—

Notons 27, = Ty(p(n)) €t gn, = Gop(u(n)) ainsi ;, o et (g,) converge simplement vers g.

e Soit r > 0 (équicontinuité) tel que Vf € A, Vy € B(z,r) N K, ||f(x) — f(y)|| < €0/3, puis soit n; tel que
Vn = ny, x}, € B(x,r), ce qui garantit donc que ||g,,(x},) — g, (z)|| < €0/3.

e Vu la convergence simple, soit na tel que Vn = no, g, (z) — g(2)| < 0/3.

e Vu la continuité de g au point x, soit ng tel que Vn > ng, ||g(z) — g(z),)|| < €0/3.



Fixons n = max{ni,na,n3}. Alors

g (27) = g(@) Il < llgn(a) = gn (@) + llgn(z) — g(@)I + [lg(2) — g(zp)]| < €0/3 +€0/3 + €0/3 = 0
alors que par construction ||g,,(«},) — g(z),)|| > €o : contradiction. On a ainsi prouvé par I’absurde que
(gn) converge uniformément sur K vers g.

(c) Sous I'hypothese (P2) on a montré que toute (f,) € AN admet une sous-suite (g,) qui converge uni-
formément sur K vers une fonction g € C(K,R?). D’apres la question (2), A est relativement compacte,
propriété notée (P1). Ainsi (P2) = (P1).

Le théoréme 1 que Uon vient d’établir est une version du théoréme d’Ascoli.
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1. Comme y;n;; € Q ouvert, fixons r > 0 tel que B, C ). B, étant un compact de R?, la fonction continue F
reste bornée sur B,.. Soit donc u > 0 tel que Vo € By, |F(x)|| < u. Posons alors T = r/p.

Soit N € N*. Notons At = T'/N. On pose Yo = Yinit, pPuis y1 = yo + At x F(yo), bien défini car yo € 2. On
note que |ly1 — yo|| < At x u=r/N, en particulier y; € B, C Q donc F(y;) est bien défini.

On poursuit la construction ainsi : ayant pour n < N défini yo,...,y, tels que ||yx — yo|| < kr/N pour tout
kE < m, vérifiant yo = Yinit €t yrr1 = yr + At X F(y) pour tout k < n, on pose yn+1 = yn + At X F(y,), bien
défini car y, € By C Q, alors [[yny1 — Yoll < [Yn+1 — ynll + [lyn — yoll < At x p+nr/N = (n + 1L)r/N.

On obtient une suite finie (yo, y1, - .., yn) ayant les propriétés demandées.

2. Soit N € N*. On notera t, = n x At, en étant conscient que t,, dépend aussi de N.

Unicité : supposons ¢y continue sur [0,7], affine sur les intervalles [t,,t,+1], avec ¢n(t,) = yn pour tout
n < N. Soit n < N. Pour t, <t < tyy1, ¢n(t) = tan + b,. En testant en t, et t,,11 on obtient y,, = tpa, + by
et Ynt1 = tpy1an +by. La différence fournit y,41 — yn = At X ay o1 Ypy1 — yn = At X F(yy,) donc a, = F(yy).
On en déduit b, =y, — than = Yn — tnF(yn). Finalement

vt € [tny tn+1]7 (bN(t) =Yn + (t - tn)F(yn)
Existence : pour tout t € [0, 7T, soit n 'unique entier tel que ¢, <t < t,4+1. On a 0 < n < N. Définissons

¢N(t> = Yn + (1 — tn)F(yn)-

Posons enfin ¢n(T) = yn. On a en particulier ¢n(t,) = y, pour tout n < N. On en déduit que Vn < N,
YVt € [tn,tnt+1], ON(t) = yn + (t — tn)F(yn). La fonction ainsi définie est donc affine sur les intervalles fermés
[tn, tn+1], €t continue en tout point vu les limites a gauche et a droite en chaque ¢,,. Cette fonction ¢y convient.

En notant que y,+1 — yn, = At X F(y,,) on obtient une nouvelle expression :

byt —t t—t,
Yn
tn+1 —tn tn+1 —tn

Vn < N,Vt € [tp,tnt1], ON(t) = Yn+1-

3. Avec le théoreme 1 pour K = [0, 7], il suffit que la partie A = {¢n, N € N*} vérifie la propriété (P2).
e Puisque Vt € [tn,tnt1], ON(t) € [YUn,Yn+1] €t Yn,Yn+1 € By, convexe, on a ¢n(t) € B, donc pour tout
te[0,T], A(t) = {én(t), N € N*} est borné.

e On a établi plus haut que Vt € [t,,tht1], ON(t) = yn + (t — tn)F(yn) or |F(yn)|| < p (constante), donc
(¢N)[tn,tn 4,] est p-lipschitzienne. Pour ¢ < t’ n’appartenant pas au méme intervalle [t,,,t,+1], on considere les
t situés entre t et . Par inégalité triangulaire et télescopage on retrouve ||¢n(t') — oy (¢)|| < plt’ —¢|. Ainsi
¢n est p-lipschitzienne sur [0, 7). La question (I.1) permet alors d’affirmer que A est équicontinue.



4. On note toujours t,, = n x At (qui dépend aussi de N). Soit ¢y : [0,T] — R? telle que Vn > N, Vt € [tn, tni1],
YN (t) = yv et YN (T) = yn. Clest une fonction en escalier qui coincide avec ¢ en les points tg,...,tN.

Lorsque ¢, <t < tht1,
t

| P ds = [ Flu)ds = ¢ = t)F ().

tn
En particulier

(2}
/t F(n())ds = (brsr — b)) F5n) = st — b

Ainsi par Chasles

t n—1 . t
/0 Flon()ds =3 / F(un(s))ds + /tanN(s))ds

n—1
= Zyi+l — Y+ (t - tn)F(yn)
=0

= Yn — Yinit T (t - tn)F(yn)
= N (t) — Yinit-

5. Soit t € [0,T[. Soit N € N*. Fixons 'entier n (dépendant de N) tel que t, < t < tp41, alors ¢n(t) =

Ynt(t—tn) F(yn) et Y (t) = yn donc [[on (£) =N ()| = [t=tal[|F(yn)|| < Atxpainsi [|¢n (t)—vn ()| < Tw/N.
Ceci reste vrai pour t = T donc ||¢on — ¥n||eo < Tr/N.

Par la question (3) il existe une sous-suite (¢,(n)) qui converge uniformément sur [0,7] vers la fonction
continue ¢, alors

[Povy = Plloo < [Ypvy = Py lloo + @) = Plloo < T/ P(N) + || pp(ny — Dlloo
donc (1,(n)) converge uniformément sur [0, 7] vers ¢.

6. Soit t € [0, T]. Observons que ¢(t) € B, car B, est fermé. On part de ’égalité de la question (4), en remplagant
N par ¢(N), et on passe a la limite quand N — +oo. Le membre droit converge vers ¢(¢). Pour le membre
gauche, on montre que (F' o v,y)) converge uniformément sur le segment [0, T, donc sur [0,1], vers F'o ¢ :
soit € > 0. Selon le théoreme de Heine, F' est uniformément continue sur le compact B,., d’ou 'existence d’un

d > 0 tel que Vz,y € B, verifiant ||z — y|| <9, ||F(z) — F(y)| < . Par convergence uniforme, il existe Ny tel
que VN = No, Vt € [0,T], [[op(n)(t) — @()[| < 0, ce qui entraine [|F(¢yn)(t)) — F((1))[| < e

Des lors,

< / 1F (W) (5)) — Flo(s))]| ds
0

<tx|[F oty — Foglle

| [ Famonas— [ ronas] = | [ Fuomisn - Fosas

done fy F(tha()(5)) ds ——— Jy F(9(s)) ds.

Remarque : on ne pouvait utiliser directement le théoréme d’intégration d’une limite uniforme sur un segment,
car ici les fonctions ne sont pas supposées continues.

Ainsi le passage a la limite dans ’égalité du (4) est légitime. Par unicité de la limite, on en déduit que
t
9t € 0.7), 6(0) = i + | F(6(5)) ds.
0

On note que ¢(0) = yini. La fonction F o ¢ est continue, donc t — f(f F(¢(s))ds est dérivable de dérivée
F o ¢, ainsi ¢ est dérivable avec Vt € [0,T], ¢/'(t) = F(¢(t)). Finalement (¢, T') est une solution du probleme
de Cauchy (1), ce qui prouve le théoreme 2. Il s’agit du théoréme de Cauchy-Peano-Arzela.



7. Pour des fonctions restant localement strictement positives : ¢ = 3y2/ 3 = %y_Q/ 3y =1 (yl/ 3)’ =1
ce qui conduit & y(t) = (¢t — cte)®. La fonction nulle est aussi solution.

Avec ces remarques, on va construire une infinité de solutions globales, en sus de la fonction nulle. Soit a > 0.
Soit hyg : [0, +oo[— R définie par hy(t) = 0 sit < a et hy(t) = (t — a)? sinon. Cette application est dérivable
en tout point, y compris au point a : son taux d’accroissement W vaut (t —a)?sit >a, et 0sit < a,
donc tend vers 0 en a. On obtient donc h/(a) = 0. La dérivation aux autres points est banale, et finalement

e sit <a, h)(t)
e sit>a, h)(t)

0= F(ha(t)) ;
3(t — a)? = 3[ha(t)| ¥ = F(ha(t))

donc R/, (t) = F(ha(t)) pour tout ¢ > 0 et hy(0) = 0. Ces fonctions, distinctes deux & deux, sont des solutions
globales du méme probleme de Cauchy.

IV

1. On suppose 'existence d’'une telle constante C'xr pour chaque compact K. Soient deux solutions maximales
(X,T) et (Y,T"). On suppose, quitte & intervertir, que T' < T". Fixons 6 tel que 0 < § < T La fonction

=X -Y[P=(X-Y,X-Y)

est continue sur [0,6], C' par morceaux, avec &'(t) = 2(X'(t) — Y'(t), X(t) — Y (t)) sauf peut-étre en un
nombre fini de points ) =0 < 0; < -+ < 05 = 0 sur [0,0]. On a alors X'(t) € F(X(t)) et Y'(¢t) € F(Y ().
Les points X (t) et Y (¢) appartiennent au compact K = X ([0, 0])UY ([0, #]) donc on dispose de Cx (qui dépend
de 0) et la condition (3) donne ¢'(t) < 2Ck(t).

On forme alors d(t) = exp(—2Ckt)d(t) et on constate que d'(t) < 0 sur chaque intervalle ouvert ]6;,0;41].
La fonction continue d est donc décroissante sur les intervalles fermés [6;, 0;11], puis sur [0,6]. Comme d est
positive et nulle en 0, vu X (0) = yinit = Y(0), elle est nulle partout sur [0,6]. Ceci vaut pour tout € tel que
0< 6 <T,doncVt e[0,T, X(t) =Y(t). Ainsi (Y,T") prolonge (X,T), or cette derniere est une solution
maximale du probléme (2), donc par définition (X,T) = (Y,T”). Ceci prouve l'unicité d’une solution maximale
du probleme (2).

2. On peut se figurer les solutions dans le plan des (z1,22) avec x1 en abscisse et x2 en ordonnée. Notons D
laxe des ordonnées. Une solution x : t — (x1(t), z2(t)) se déplace dans le plan de telle sorte que :

- lorsque le point z(t) est a gauche de D, son vecteur vitesse vaut v~ et tend a le ramener sur l'axe D ;
- lorsqu’il est & droite de D, son vecteur vitesse vaut v, et tend & le ramener sur I'axe D ;

- sur axe D ce vecteur vitesse est autorisé & prendre des valeurs intermédiaires entre v et v™.

(a) Pour vérifier la condition (3), on note le role symétrique de x et y. On calcule (v, — vy, z — y) lorsque
vy € F(z) et vy, € F(y) dans tous les cas de figure. Ce produit scalaire est nul lorsque z et y sont du
méme coté (strictement) de la droite D, strictement négatif si x et y sont de part et d’autre (strictement)
de D. 1l reste le cas ou 'un des points est sur la droite D, disons x1 = 0, sans perte de généralité :

e Siy <0, v, —vy = (u,0) avec u < 0 donc (vy — vy, —y) = u(r1 —y1) = —uys < 0.

<
e Siy; >0, v, —vy = (u,0) avec u >

0 donc (vy — vy, —y) = u(z1 —y1) = —uys < 0.
e Siy1 =0, vy —vy = (u,0) avec v € R donc (v; — vy, z —y) = u(x1 —y1) = 0.
Dans tous les cas, (v, — vy, —y) < 0, donc la condition (3) est réalisée en prenant Cx = 1 par exemple,
quel que soit le compact K.

(b) La question (1) garantit donc 'unicité d’une solution maximale, or 'application ¥ : [0, +00[— R? définie
par t — (0,2t) est clairement solution : y(0) = (0,0), y est de classe C* et ¥Vt > 0, y/(t) = (0,2) €
F(y(t)) = [—1,1] x {2}. Cette solution est maximale car définie sur [0, +-00[, c’est donc 'unique solution
maximale du probleme (2).



()

Méme principe : il y a unicité donc il suffit de proposer une solution maximale. On la devine facilement
sur une figure : on part de (1,0) & vitesse constante v = (—1,2), puis quand on arrive sur 'axe D, on
y reste a vitesse constante (0, 2).

Soit donc ¥ : [0, +-00[— R? telle que Vt € [0,1], y(t) = (1 —t,2t) et Vt > 1, y(t) = (0,2t). Cette fonction
est continue, C'' par morceaux, et y(0) = (1,0). On vérifie immédiatement que Vt # 1, y/(t) € F(y(t)).
Enfin pour le cas t = 1, yg(1) = (—1,2) et yu(1) = (0,2) sont bien dans F(y(1)) = [-1,1] x {2}. Cette
solution définie sur [0, +oo] est donc I'unique solution maximale du probleme (2).

Supposons (3). Soit K = [—1,1] x {0} (compact) et Cx > 0 associée. Soient ¢ €]0,1], x = (—t,0) et
y = (t,0), ainsi z,y € K. On a (vy; — vy, —y) = ((0,1) — (1,1), (—2¢,0)) = 2t donc

(vy — vy, 7 —y) < Ckllz —y||* <= 2t < Ck x 4% <= 1< O x 2t

ce qui est faux en choisissant ¢ assez petit. Ainsi F ne vérifie pas la condition (3).

Condition nécessaire : supposons (y,T') solution maximale. Notons que ¥} (t), quand il est défini, est
toujours > 0 donc y; est croissante. Vu y;(0) = 1, y; reste > 0, donc on ne peut avoir que y'(t) = (1,1)
lorsque ce vecteur dérivé existe. Il en résulte que V¢t € [0,T[, y(t) = (1 + t,¢). La maximalité impose
T = +o0.

Condition suffisante : I'application ¢ — (1 + ¢,t) définie sur [0, +-00[ est solution maximale.

Il y a donc une et une seule solution maximale du probleme (2).

Condition nécessaire : supposons (y,7") solution maximale. Notons que y) ne peut valoir que 1, or
y2(0) = 0, donc y2(t) = t pour tout t. Comme précédemment, y; est croissante, or y;(0) = 0. On a donc
deux cas. Ou bien y; reste nulle, donc y(t) = (0,¢) pour tout ¢. Ou bien il existe ¢ tel que y;(t) > 0, dans
ce cas {t = 0; y1(t) = 0} est fermé borné donc compact, et non vide ; soit @ son maximum. On a donc
Vt € [0,a], 0 = y1(0) < y1(t) < y1(a) = 0 par croissance de yi, donc y;(t) = 0, et Vt > a, y1(t) > 0 par
conséquent ¥ (t) = 1. On en déduit que V¢ € [0, al, y(t) = (0,t) et V¢ > a, y(t) = (t —a,t). La maximalité
impose T' = +o0.

Condition suffisante : déja I'application y : [0, +oo[— R2 t + (0,t), est une solution maximale du
probleme (2).

Soit @ > 0 quelconque. L’application y : [0, +oo[— R? définie par Vt € [0,a], y(t) = (0,t) et Vt > a,
y(t) = (t — a,t) est aussi une solution maximale du probleme (2).

On remarque qu'’il existe une infinité de solutions maximales pour y;nis = (0,0).
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