Mathématiques MPI Centrale MP 2017 Correction

Partie I. Résultats préliminaires.

I.A Distancede Aa A;

LA.1)

LA.2)

Si M € M,(R) alors M = M+ M, avec M € S,(R) et M, € A, (R) donc M, (R) = S;(R) + A, (R). De plus, si S € S,(R) et
A€ A, (R) alors (A, S) = tr (PAS) = —tr (AS) et (S, Ay = tr (!SA) = tr (SA) = tr (AS). On en déduit que (4, S) = 0 et que les deux
sous-espaces vectoriels sont orthogonaux. La somme est directe et orthogonale. On montre enfin de (E;; — Ej;)1<i<j<n
est une base de A, (R) d’ott dim A, (R) = w etdimS,[R) = n® —dim A, R) = w (ou en explicitant une base).
On a, d’apreés le théoreme de Pythagore (S — Ag € S,(R) et Ay € A, (R), |A—S|? = Ay — S+ Agll> = | As = SII? + | Agll? =
I AlI2 = | A— Agll? avec égalité si et seulement si S = A. On a bien, pour tout S € S, (R), |A— Agll < [|A— S| avec égalité
si et seulementsi S = Aj.

I.B Valeurs propres de A;

L.B.1)

I.B.2)

I.B.3)

n
Soit (X, ..., X;) une base orthonormée de vecteurs propres de Ag avec A;X; = A; X; (et 1=0).0Ona,si X = Z x; X;,
i=1

XA X

n n n
Z x,-tX,-) (Z /ljijj) = Z Aixl?.
=1 i=1

i=1

On a bien ‘X AX = 0 pour tout X € M, ; (R). Réciproquement, en prenant X = X;, on obtient A; [ X;[|?> = A; = 0. On fait
de méme dans le cas S;[J’ (R) (les x; n’étant pas tous nuls).

Soit A une valeur propre de A et X un vecteur non nul tel que AX = AX. On peut normaliser X afin d’avoir un vecteur X
unitaire tel que AX = 1X. On a alors

IXAX =X =1="XAsX + XA, X.

Soit a = 'X A, X (matrice (1,1) assimilée a son coefficient). Ona a = ‘(a) d’out ‘XA, X = - XA, X et 'XA,X =0.Onadonc

n n
IXAX =X A;X. D'apres la question précédente, ‘’XA; X =Y A;x?si X =) x;X;.Ona
=1 i=1

n n
Y Aix? <maxSp(Ay) Y x? = maxSp(Ay),
=1 i=1
puisque X est unitaire. On a de méme la minoration. Dans le cas out A € S};* (R), on a min Sp(Ay) > 0 et 0 n’est pas valeur
propre de A.

a) Lexistence est simple. Soit P € O,(R) et D diagonale telles que A; = PD'P = PDP~'. On note C la matrice diagonale
dont les termes sont les racines des termes de D. Ona C? = D et sion note B = PC'P = PCP~! alors B est symétrique
réelle (premiére expression) et a valeurs propres strictement positives (seconde expression - SpB = SpC) et vérifie
B? = Aj. Pour 'unicité, supposons que B € S;* (R) vérifie B> = A;. On note A1, ..., A les valeurs propres distinctes
(et strictement positives) de A. On note u et v les endomorphismes canoniquement associés a As et B. On a alors
ker(u—A;1d) = ker(v — \//l_l Id) e ker(v - \//1_1 Id). Puisque les valeurs propres de v sont strictement positives, ker(u —
A;1d) = ker(v - \/)L_,-Id). Ainsilarestriction de v a Ej; = ker(u— A;1d) est \//1_, Idg, . Puisque les sous-espaces propres
de u sont supplémentaires, cela définit totalement et de facon unique v ce qui donne I'unicité (et la seule expression
possible pour v et donc B).

b) OnaA=As+ A, =B?>+A,=B(I,+B 'A,B~")B. Onnote Q = B"' A,B~!. Puisque B et donc B! sont symétriques,
ona’Q=-Q.0Onaalors

det A = det(B)? det(I,, + Q) = det(B?) det(I,, + Q) = det(Ay) det(I,, + Q).

c) La matrice Q est trigonalisable sur C. Si p est une valeur propre réelle de Q et X un vecteur propre associé alors
IXQX = u'X X = 0 (calcul précédent puisque Q est antisymétrique). Ainsi la seule valeur propre réelle possible pour
Qest 0. Puisque Q est a coefficients réels, si p est une valeur propre non réelle de Q de multiplicité p alors i 1’est aussi
avec la méme multiplicité. De plus Q? est symétrique réelle et si u est valeur propre de Q alors u? est valeur propre
de Q? donc est un réel. Ainsi les valeurs propres de Q sont imaginaires pures. Notons 1, ..., 4 les valeurs propres
complexes de partie imaginaire strictement positive et ay, ..., a; leurs multiplicités. On note @ la multiplicité de la
valeur propre 0 (éventuellement a = 0 si 0 n’est pas valeur propre de Q). On a alors

k

k
det(I, +Q =1+ [T(QA+u)A+m))" = [](1 +p:H% =
i=1

k
[Ta+1mP®* =1
i=1 j=

i=1

Finalement det(A) = det(Ay).
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LB.4) Onnote C = A(A™1)!/A.OnaC= A
det(A)2det((A™ 1)) = det(Ay).

L.C Partie symétrique des matrices orthogonales

Onadoncdet(A)det((A™1),) det(*A) =

AT AT, AATVA AATNIA A TA
2 = 2 =T TAs

I.C.1) Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre unitaire associé. On a
'XAX ='XA; X =AIXIP =2

Ainsi [A] = |"XAX| = KX, AX)| < | X| | AX|| = 1.

. ou| .
sinf cos6 0 cos6 sin@ —cosf
dont la partie symétrique est elle-méme. Il suffit de prendre pour S une matrice diagonale dont les deux termes sont

I.C.2) Les matrices de O, (R) sont de la forme (cos@ ~sind cosf 0 ) (cos@ sin® )

) dont la partie symétrique est (

dans [—1,1] et ni égaux, ni oppsosés. Par exemple S = (_2/2 1(/)3).
L.C.3) Se€ S,(R) donc est diagonalisable. Il existe P orthogonale et D diagonale telles que A = PD'P avec D diagonale sous la
forme
Iy
-1y 0
D= cos(01)»
(0) cos(0,) I
Ip
I4 (0)
ol les cosf; sont dans ] —1,1[ (on peut les regrouper deux par deux). Si on note C = Rg, alors
0 Ry,
t tt

Cs = D.Sionnote A= PC'P alors A est orthogonale en tant que produit de matrices orthogonales et As = w =

PC,'P=PD'P=S.
1.C.4) dans l'autre sens en plus simple. Le théoréme de réduction des matrices orthogonales donne A = PC!P avec P ortho-
gonale et C comme celle de la question précédente. On a alors A; = PC,'P. Si on note D = C; alors D est sous la forme
Iy
-1y 0

D= cos(01) I . Les valeurs propres S sont celles de D donc dans [-1,1] et celles dans

0) cos(@,,) I»
] —1,1[ se regroupent par paquets de 2 et la dimension d'une espace propre pour A €] — 1, 1] est paire.

Matrices F-singulieres

ILA Cas ot F est un hyperplan - on remarque pour commencer que la condition !ZKX = 0 s'écrit (Z, KX) = 0. Dire que K est F
singuliere équivaut a dire qu’il existe X # 0 dans F tel que KX est orthogonal a F.

IL.A.1) M est E,-singuliére si et seulement si il existe X # 0 dans Ej, tel que M X est orthogonal a E,, c’est-a-dire M X = 0. Cela
est bien équivalent a ker M # 0 ou encore M n’est pas inversible.

IL.A.2) A est H-singuliére si et seulement si il existe X non nul dans H tel que AX est orthogonal a H donc colinéaire a N. On a
bien A est H-singuliére si et seulement si il existe X € Het A e Rtel que AX = AN.

I1.A.3) Soit Y un vecteur de taille n+ 1 sous la forme Y = (X p) avec X un vecteur de taille . On a alors
(A N\ (X)_(AX+uN
wrliy oflu)= (")

X
Si A est H-singuliere : on note X un vecteur non nul de H tel que AX = AN alors ‘NX =0et Y = (_

/1) est un vecteur

non nul tel que AyY = 0. La matrice Ay est singuliere. Réciproquement si Ay est singuliére et Y = (_ 1

non nul tel que AyY =0.0Ona ‘NX =0et AX = AN. Si X = 0 aloars A = 0 ce qui est impossible. Ainsi X est non nul,
orthogonal a N donc dans H et AX = AN. Finalement A est H-singuliére.

) est un vecteur
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I1.A.4) On effectue le produit
AB1+NBs ABy+ NBy
ANB =

INB,; 'NB,

On veut donc AB; + NB3 = I,,, INB; = ‘NA™!, INB, = IN(—A"!N) et AB, + NB4 = 0. On choisit B; = A™! € M,(R),
By,=-A"lN¢e M;1(R). Il reste NBz =0 et —N + NB,; = 0. On choisit By = 1 et B3 =0 € M) ,(R). Finalement, avec

Al —ATIN
B‘(o 1 )

on a le résultat.

ILA.5) Onadet(AyB)=—'NA"'N =det(An)det B = det(Ay) det(A™ ). Finalement det(Ay) = —det(A)(‘NA™'N).

ILA.6) Sidet((A™!)s) =0alorsil existe N non nul tel que A;' N =0.Alors 'NA"!N=0et'NA"!N='NA;!N.Onadoncdet Ay =
0. La matrice Ay est singuliere et A est H-singuliere ot H est 'hyperplan orthogonal a N.

ILA.7) Si det(Ag) = 0 alors, d’aprés I.B.4, on a det(A™!); = 0 (puisque det A # 0). D’aprés la question précédente, il existe un
hyperplan H tel que A est H-singuliére.

ILA.8) SiAe Si*(R).Silexiste Hun hyperplan tel que A est H-singuliére, alors il existe X # 0 dans H tel que AX est orthogonal
a H et notamment ‘XAX = 0= "XA;X ce qui est impossible puis que A est dans S}*(R). Pour tout hyperplan H, A est
H-réguliere.

IL.B Exemple

I.B.1) On calcule det A(u) et on trouve det A(u) = 1.
2—pu -1 w2
IL.B.2) Ona A(y)s = ( -1 2—p  ul2- 1). On calcule son déterminant et det A(u) s = %(p— 1) (4? —2p—2) qui s’annule pour
w2 pl2-1 1
les valeurs 1, 1 — /3 et 1+ /3 pour p.
ILB.3) On cherche un vecteur N non nul tel que ‘NA(1)"'N = ‘N(A(1)"1)sN = 0 ce qui revient 4 chercher un vecteur du noyau

0
de (A(1)~Ys (si B € S,(R), on a ‘’XBX = 0 si et seulement si BX = 0). Apreés calcul, on trouve N = (0) Lhyperplan H
1
X
d’équation z = 0 convient (et si on veut trouver X # 0 dans H vérifiant la condition, on le cherche sous la forme X = | y
0

0 1
et on cherche x et y tel que AX colinéaire a (0) Le vecteur (1) convient).
1 0

II.C Cas o1 F est de dimension 7 —2

IL.C.1) Déjaremarqué au début: A est F-singuliére si et seulement si il existe X # 0 dans F tel que AX estdans H* = Vect(N7, No).

X
I1.C.2) Méme principe qu'auparavant avec Y = (,ulj, ona
M2

AX + pi Ny + up N
ANY = ‘N X
N, X
X
Si A est F singuliére alors il existe A; et A, tels que AX = 11N} + 12Nz et Y = [ —A; | est un vecteur non nul du noyau
s

de Ay. Réciproquement si on a un tel vecteur Y dans le noyau alors AX = 1; N7 + 1, N>, X est orthogonal a N; et N,
(conditions ‘N7 X = !N, X = 0) et X est non nul sinon on aurait .; =1, =0et Y =0.
I1.C.3) Méme principe avec
B (A—l —ATIN

0 I )ou—A_lN:(A’lNl ATIN,).

I1.C.4) Par déterminant par blocs comme dans ILA. avec det(—‘NA™'N) = (-1)?>det(!NA™'N).

I.C.5) Onadet(!PA™!P) =det(‘(A.A"1P)(A"1P)) = det(‘P'*AP') avec P’ = A~ P. Enfin det(‘P'*AP') = det/((!P'* AP")) = det(*P' AP').
On a donc det(fPA~LP) = 0 si et seulement si det(’P’ AP) =0 avec P' = A1 P.
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I1.C.6)

I1.C.7)

I1.C.8)

On effectue les calculs :

‘NIAN| 'N]ANj

tnr! ’_
NAN=\in ANy NpANG

et det('N'AN') = ('N] AN;) (‘N ANy) — (‘N; AN,) (N, AN})

De nouveau ‘N AN] = 'N] A;N; et ‘N, AN, = ‘N, A;N,. Pour I'autre terme : on a ‘N, AN; qui est de taille (1,1) donc égale
a sa transposée : ‘N, AN = 'N;’AN,, ce qui donne

('N{AN}) (‘N3 ANY}) (‘N AsNj + "Ny AgNG) . "Ny As Ny — 'N{ A Ny)

= ('NJAsNp? - ('Nj AgNy)?.

En remettant tout cela ensemble, on obtient le résultat.

On choisit N’ = A"! N. On va montrer que (‘Nj A;N;)("N, A;N}) — ("N} A;N})? > 0 ce qui donnera det(‘N'AN’) > 0. On
utilise la formule de Cauchy-Schwarz sur le produit scalaire (X, Y) € E2 — !X A;Y (on vérifie que I'application est bili-
néaire symétrique facilement, le caractere défini positif provient du fait que A; € S} (R) et “XAX > 0 pour tout X # 0).
Linégalité est donc directement la formule de Cauchy-Schwarz et I'inégalité est stricte car N; et N, sont non colinéaires
puisque Nj et N, sont linéairement indépendants (et A™! est inversible). Ainsi pour ce vecteur N, on a det('N'AN’) > 0.
En reprenant la question I.C.5., on a det((NA~! N) = det("N’ AN’) > 0.

Si A est F-singuliére pour un certain espace de dimension 2 : on reprend toutes les notations précédentes. On a alors
det(Apn) # 0 et Ay n'est pas singuliére. Cette contradiction donne bien que A est F-réguliére pour tout sous-espace F de
dimension n —2.

ILD Exemple

II.D.1)

I1.D.2)

1 -1 1/2
OnaA;=| -1 1 —1/2|. La matrice n’est pas inversible (C, = —C;). On reprend la formule de II.C.6. On choisit
1/2 -1/2 1

1
N;, tel A;N; = 0 afin de la simplifier au maximum - on choisit N} = | 1 |. I reste a choisir un vecteur N (non colinéaire
0

0 0 1/2 0
a Ny telque ‘NjA;N; =0.0na A, =| 0 0 1/2|et A;N;=| 0 [.On prend Nj orthogonal & ce vecteur, non
-1/2 -1/2 0 -1
1
colinéaire N - par exemple N; = | 0.
0
1 0
On choisit N = AN’ =[-1 0 [, N; et N> les deux colonnes et F la droite orthogonale a Ny et N,. Si u = (x,y,z) en
0 -1

1
est un vecteur directeur alors x—y =0et z=0.On a u = | 1|. Ainsi avec F = Vect(u), la matrice A(1) est F-singuliere
0

0
(effectivement Au=| 0 | =—DN>)... tout ¢ca pour c¢a!!!
-1

ILE Cas général

ILLE.1)

IL.E.2)

IL.E.3)

IL.E.4)

IL.E.5)

et c’est reparti... on prend Ni,..., N, une base de FL et N la matrice de Gn,p de colonnes Ni,...,N,. On note Ay

ATl —ATIN
0 I,

det(~’NA~!N)det(A). On vérifie encore que A est F-singuliére si et seulement si Ay est non inversible donc si et seule-

ment si det(NA™!N) = 0. Avec N’ = A" N (de rang p comme N), on a det((NA™!N) = det("N’AN")

Ona'X!N'AN'X =Y (N'X)A(N'X).Si N'X = 0 alors X = 0 (les colonnes de N’ sont linéairement indépendantes). Si X # 0

alors Y = N'X # 0 et puisque A5 € S;*(R), 'YAY = 'Y A;Y > 0.

Si A est une valeur propre réelle de ‘N’ AN’ et X # 0 un vecteur propre associé, alors ‘X(‘N'AN)X = 1| X||> > 0 donc

A>0.

On trigonalise la matrice, on regroupe les valeurs propres complexes conjuguées deux par deux (méme multiplicité pour

A et A) et on calcule le déterminant : on a le produit des valeurs propres réelles et des modules des valeurs propres non

réelles. Le déterminant est strictement positif.

comme précdemment (avec Ay € My, (R)), B la matrice B = ( ) On a AyB comme avant et det(Ay) =

Si A est F-singuliére pour un certain sous-espace de dimension n—p > 1 alors il existe N’ € G, , (R) tel que det('N'AN") =
0 et cela donne une contradiction avec II.E.4.

4 année 2025/2026



Mathématiques MPI Centrale MP 2017 Correction

II1. Matrices positivement stables

III.A Exemples

IIL.A.1) Le polyndme caractéristique de A est X — (tr A) X + det A. On a deux situations :

II1.A.2)

II1.A.3)

b)

b)

les deux valeurs propres de A sont réelles : leur somme est tr A et leur produit det A. Elles sont toutes les deux
positives si et seulement sidet A>0ettr A> 0.

les deux valeurs propres sont complexes conjuguées: A = a+ibetu=a—ib. DanscecastrA=2a>0etdetA=
a®+b? > 0 (car a # 0) et réciproquement, si det A> 0 et tr A > 0 alors A et u sont de partie réelle strictement positive.

- 1 2 1 0 - 2 2
On peut choisir A = (0 1) etB= (2 1) alors A et B sont positivement stables et A+B = (2 2) aune valeur propre
nulle.
Soient u et v les endomorphismes de C" canoniquement associés aux matrices de A et B (vues comme matrices de

M, (C)). Soit A une valeur propre complexe de 1+ v. Lendomorphisme # commute avec © + v donc I’espace propre
E) (u+v) est stable par u. Lendomorphisme u admet donc une valeur propre u dans cet espace et un vecteur propre
associé. On a alors (u + v)(x) = Ax et u(x) = px. On en déduit que v(x) = (A — ) x donc la partie réelle de A — u est
strictement positive. Puisque celle de p aussi, celle de A = (1 — ) + p 'est toujours.

remarque: on pourrait aussi montrer que A et B sont simultanément trigonalisables et ainsi montrer que les valeurs
propres de A+ B sont somme d’une valeur propre de A et d'une de B.

on calcule ‘XAX = ('Y —i'Z)A(Y +iZ) et Re('’X AX) = 'YAY + ' ZAZ = 'Y A,Y +'Z A, Z. Puisqu’au moins 'un entre
Y et Z est non nul et que A est définie positive, on a bien Re(‘X AX) > 0.

Soit A une valeur propre de A est X un vecteur propre associé. On a XAX = A'X X = 1| X|I?> (norme euclidienne
dans C" ou M,,1(C)) dont la partie réelle est Re(1) || X |12 >. Ainsi A est positivement stable.

1 2 1 1
La matrice A = (0 1) convient encore : elle est positivement stable et A = (1 1) est dans S} (R) mais pas S;* (R)

(0 est valeur propre).

X
IILHLB.1) Onrésout y’+Ay=v:ona y(x)= Aexp(—Ax) + exp(—)Lx)f v(t)exp(Ar)dt. Si|v| < M sur R*. Pour x =0, 0n a
0

X
ly(x)| < |A|exp(—Re(/1)x)+exp(—Re()L)x)[ MexpRe(A)r) dt
0

< A1+ Mexp(-Re(h)n Z2EEDD 71

Re(1)
< |A|+M1—exp(—Re()L)x) <1Al+ M
Re(A) Re(1)

IILB.2) La derniére ligne du systeme U’ + TU =0 est u}, () + Ty, nun () = 0 et le résultat précédent montre que u, est bornée sur

R*. Laligne précédente est u’n_1 () + Ty—1,n—1Un-1(t) = =Ty—1,n un(t) et de nouveau u,_; est bornée sur R*. On remonte
ainsi ligne par ligne par avoir a chaque étape v (¢) + T;;u; (t) = v;(t) avec v; bornée donc u; aussi.

II1.B.3) Les valeurs propres de B = A— al, ont toutes une partie réelle strictement positive donc cette matrice est positivement

stable. Elle est trigonalisable et il existe P inversible et T triangulaire supérieure avec des éléments diagonaux de par-
tie réelle strictement positive telle que B= A—al, = PTP~'. On a exp(tB) = exp(PTP~!) = Pexp(¢tT)P~! (on utilise la
continuité de M — P! avec la suite des sommes partielles de I'exponentielle). On a alors exp(—tB) = exp(atl, — tA) =
exp(tal,)exp(—tA) (car I, et A commutent) et exp(atl,) = e*'I,. Ainsi exp(at)exp(—tA) = P.exp(—tT).P‘l. On note
E; le i-éme vecteur de la base canonique de E,. On a exp(at) exp(—tA)E; qui correspond a la colonne i de la matrice
exp(at) exp(—tA). De plus t — exp(—tT) P~ E; est 'unique solution de U’ + TU = 0 avec U(0) = P~ E;. D’apres la ques-
tion précédente, t — exp(—tT).P~'E; est bornée sur R* et on en déduit (par multiplication par la matrice constante P)
que t— exp(at) exp(—tA)E; est bornée sur R*. Finalement ¢ — exp(at) exp(—tA) est bornée sur R*

III.C Une caractérisation des matrices positivement stables
III.C.1) Soit @ 4: M € M,(R) — MA € M,(R). Si P est un polynéme, on verifie que, pour tout M € M, (R), (P(pa))(M) = P(A).M.

II1.C.2)

a)
b)

Ainsi P(@4) est nul si et seulement si P(A) est la matrice nulle. Lendomorphisme ¢4 admet les mémes polyndmes
annulateurs que A donc son polynéme minimal est celui de A et ¢4 est positivement stable. On montre que méme
que ¥4 : M — "AM est positivement stable (et son polynéme minimal est celui de ‘A donc celui de A). Enfin ¢4 et ¢ 4
commutent puisque @ 4(W 4 (M)) = TAMA = @ (¢ 4(M)). D’apres II1.A.2. 'endomorphisme @ est positivement stable.

Puisque 0 n’est pas valeur propre de @, il est bijectif et il existe une unique matrice B telle que ®(B) = I,,.

On transpose la relation précédente : ‘BA+'A’B = I,, = ® 4('B). Par unicité, B = 'B.

On a donc ‘A’B+ BA = I, soit {(BA) + BA = I,, et (BA)s = %In € S&*(R). On a alors, d’'apres 1.B.3.c, det(BA) =
det((BA)s) > 0. On a det A > 0 (on trigonalise, on regroupe les valeurs propres complexes conjuguées et il reste
éventuellement des valeurs propres réelles strictement positives) donc det B > 0.

5 année 2025/2026



Mathématiques MPI Centrale MP 2017 Correction

II1.C.3)

a)

b)

c)

On note C(f) = exp(—tA). On vérifie (par continuité de la transposition) que ‘cr) = exp(— ttA) pour tout t € R*. On
a s'intéresse donc a la matrice V (¢) = ‘C(¢)C(r). Elle est symétrique, et si X est un vecteur colonne non nul alors
IX'C(r)C(H) X = |C(t) X||I> = 0 et est non nul car X # 0 est C(#) est inversible. Pour tout 7 € R*, V(1) € S}, * (R).

Onrappelle quesi f: t € [a, b] — E (ol E est un R-espace vectoriel) est continue sur [a, b] et ¢ € Z(E, F) (F un autre

b b t
R-espace vectoriel) alors ¢ (f f dt) = / @(f (1)) dt. On en déduit alors que ‘W (£) = f W(s)ds=W()site R*
a a 0

t
et si X est un vecteur non nul, XXW (5 X = [ (*XV(s)X)ds. Puisque XV (s)X > 0 pour tout s € R*, I'intégrale est
0

strictement positive du moment que ¢ > 0. Cela prouve que W () € S;* (R) si ¢ > 0.

On remarque qu’on a bien égalité pour ¢ = 0 (car V(0) = I,, et W(0) = 0). On s'intéresse aux dérivées. Pour tout ¢ € R™,
V(1) = =TAV () - V(D) A= —(PA.V (1) + V(1).A). Si on note f = TAW (1) + W()A, on a = TAW' () + W' (A=
TA.V(8)+ V(t).A=-V'(¢). Les fonctions f et t — I, — V(¢) ont méme dérivée sur R* et sont nulles en 0 et sont donc
égales sur 'intervalle R*.

On commence par montrer que V tend vers 0 en +oo : on choisit « comme dans I1I.B.3 et on fixe une norme sur
M, (R). On a alors 'existence d'une constante K telle que || exp(—tA) || < Ke %' En transposant, on a la méme ma-
joration pour |exp(—t’A)|. Puisque le produit (M, N) — M.N est bilinéaire donc continue sur M, (R), il existe K’ tel
que pour tout M, N € M, (R), |IMN| < K'|M] | N| (on aurait pu prendre la norme 2 pour laquelle K’ = 1 convient).
On a alors |V (8)| < C.e"2%!. On en déduit déja que tErPOO V(t) = 0. On en déduit alors que W admet une limite fi-

t
nie en +oo:on a |W(t))[i,j]| < [W(H)lleo < C'IIW(8)| par équivalence des normes. Or |[W ()| < f IV (s)Il ds qui
0

admet une limite finie lorsque  tend vers +oo (puisque ||V (£)|| = O(e~2%%)). On peut donc passer 2 la limite et fi-
nalement obtenir (par continuité des applications M — ‘AM et M — MA) la relation ‘AL + LA = I,,. Par unicité

+00
B=L= f V(s)ds (en effectuant I'intégration de 0 a +oo sur chaque coordonnées). Puisque S, (R) est fermé, B
0

t 1
est symétrique (on le savait déja) et si X #0,ona ‘XBX = tliI-P XV()Xdx= f XV (s)X dx > 0. En conclusion
—+ooJo 0
BeSi*T(R).
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