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EXERCICE 1

1
> Pour tout P,@ dans E on a P(z)Q(z)e”® = o(—) , donc l'intégrale P(x)Q(x)e ™ dx

J:—>_+OO €T 0

converge et I'application (P, Q) — (P | Q) est bien définie.

>> La linéarité de l'intégrale entraine la bilinéarité de (. | .) .

> La symétrie de (. | .) est évidente .

> Ona(P|P)= /OJFOO P%(x)e™ dz > 0 car P%(z)e™* >0 Va € [0, +o0] .

> Si(P|P)= /+OO P%(z)e™® dz = 0, comme la fonction = — P?(z)e™ est continue positive alors
elle s’annule sur [0, +o00[ par suite P s’annule sur [0, +oo[ donc P est le polynéme nul ( car il admet

une infinité de racines)

Finalement I'application (P, Q) — (P | Q) est un produit scalaire sur E.

>> Cherchons une base orthonormée de F' = Ry [X] :

Posons Py =1et P, = X +a tels que (Py | P1) =0, alors on a :
(X+a|l)=(X|1)+a(l]1)=0

+oo +oo

deplus(1|1>:/ e*xdleet(XH):/ ze *dr=1,donca=—-let R=X —1.
0 0

La famille (P, P;) est orthogonale , de plus on a [|[Py]| = 1 et

2 +oo
1P = /0 (¢ — 1)%e % dz
—+o0 “+o00 —+o0
= / x2e_xd:z:—2/ xe_xd$—|—/ e Tdx
0 0 0
= 1

Donc la famille (P, P;) est orthonormée , par suite c’est une base orthonormée de F'.
> Ona Pp(X?) =(X?2| PP+ (X?| P)P, , avec :

+oo
(X% | R) :/0 2 dr = 2

+o0 +oo
(X% | P)= / ze  dr — / w2e %dr =4
0 0

donc | Pr (XZ) =2Py+ 4P, =4X — 2|

o> Ecrivons HX2H2 = |(X? - Pr (X?)) + Pr (XQ)H2 et on sait que Pp (X?) est I'unique élément de
F tel que X% — Pp (X?) est dans F+ donc Pp (X?) L (X2 — Pp (X?)) , le théoréme de Pythagore

donne :

et = e ()= [l e (x2)

> Ona
+oo 2 2
inf (l’Q —ax — b) e ®dr = inf ||[X?—(aX + b)H
(a,b)eR? Jo (a,b)E€R2
= & (XQ’ F)



Q4.

d’aprés le théoréme de la projection orthogonale on a d2(X2, F) = | X2 — Pr (X2)||* , donc
e ) = = e ()
le calcul donne :
=" = /Om e ~tdy = 24
[oe ()° = [ w2y

0
+oo +0o0 “+o0o
16/ 22 Cdx — 16/ ze “dx + 4/ e Tdx
0 0 0
= 20
d’ou

+00 2
inf (xQ—ax—b) e dr=d*(X%F)=4
(a,b)€R? Jo

EXERCICE I1

Z =sup(X,Y) et T=inf(X,Y),onaT < Z donc :
> Sim<nalors P([Z=m|N[T'=n])=0.

> Sim > n alors
Z =m N [T =n]= (X =m]N[Y =n]) U(IX =n]N[Y = m])
c’est une réunion d’événements disjoints ainsi
P([Z=m|N[T=n])=P((X=m|NY =n))+P([X =n]N]Y =m)])
par indépendance de X et Y on obtient :

P(Z=mn[T=n]) = P(X=m)P([Y =n])+P (X =n))P([Y =m])

> Sim =n alors

et

Finalement :
0 sim<n
P((Z=m|N[T =n]) =1 p*¢*™ sim=mn
20%¢"T sim >n



Q5. La famille ([T' = n]), <y est un systeme complet d’événements donc pour tout m € N on a :
+o0
P(Z=m)= ZP([Z:m]ﬁ[T:n])
n=0
orsim<n P([Z=m|N[T =n])=0 donc

P(Z=m) = Y P([Z=m|N[T =n)])

m—1
— p2q2m + Z 2p2qn+m
n=0
1 — g™
— P22 4 2p2" : q
—4q

ce qui donne ’IP’(Z =m)=pq" (2—-(q¢+1)¢™) ‘
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PROBLEME
Partie 1

Un exemple -
> La matrice A = est symétrique réelle donc elle est diagonalisable.

>  On vérifie facilement que : H% =11 , H% = Il ainsi II; et Il sont des matrices de projecteur.
IIy +5I = A, 111 + 1l = I3 et II11I5 = 0

u un endomorphisme de F et P et () deux polynémes premiers entre eux.

>  Soit x € Ker(P(u)) donc P(u)(x) = 0 et (QP)(u) = Q(u) o P(u) donc [(QP) (u)] (z) =
Q(u)(P(u)(x)) = 0 ce qui donne = € Ker[(PQ)(u)] , ainsi Ker(P(u)) C Ker[(PQ)(u)] (de méme,

on a : Ker(Q(u)) C Ker[(PQ)(u)] ).
> On applique le théoréme de Bézout : Il existe A, B € C[X] tels que AP + BQ = 1. Ce qui donne

1dp = (AP + BQ) (u) = A(u) o P(u) + B(u) 0 Q(u)
Donc si x € ker P(u) Nker Q(u), on a :

z = (A(u)o P(u)) (z) + (B(u) 0 Q(u)) (x)

Ainsi ker P(u) Nker Q(u) = {0}.
> On aker (P x Q) (u) C ker P(u) + ker Q(u) et si z € ker (P x Q) (u), alors :

x = (A(u) o P(u)) (z) + (B(u) 0 Q(u)) (x).

€ker Q(u) €ker P(u)

En effet, Q(u) (P(u) 0 A(u)(x)) = (A(u) o (P x Q)(u)) (z) = 0 ot

P(u) (Q(u) o B(u)(z)) = (B(u) o (P x Q)(u)) (¥) = 0 . Donc Ker[(PQ)(u)] = Ker(P(u)) + Ker(Q(u))
Finalement on a montrer : Ker[(PQ)(u)] = Ker(P(u)) ® Ker(Q(u)).

On am, = Plk1 P2k”2 , P et P, sont premiers entre eux,Q); = P2k”2 et Qo = Plkl.

Q1 et Q2 sont premiers entre eux, le théoréme de Bézout donne 'existence deux polyndémes Ry et Ro
de C[X] tels que R1Q1 + R2Q2 = 1.

On a m, = PlklPQk2 ... PP et pour tout entier i € {1,2,...,m},Q; = %, il existe des polynémes
PR

de C[X] tels que R1Q1 + ReQ2+ ... + RpQm = 1.

Onam = PlklP2k2...Pmkm ,pour tout entier i € {1,2,...,m},Q; = ;—: e {L,2,...,m},p; =
’[: 1

Ri(u) o Qi(u).
> Il existe des polynomes de C[X] tels que R1Q1 + R2Q2 + ... + RpQ@p = 1 et pour tout
ie{1,2,...,m},p; = Ri(u) o Q;(u) donc

Ri(u)oQi(u) + ...+ Rp(u) 0 Qm(u) = idg
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m
par suite Zpi =idg|.
i=1

> Soit 7,5 des entiers distincts de {1,2,...,m}, on a
= Ri(u)o Rj(u) o Qi(u
= (RiR;j)(u) o (QiQ;) (u)

~—

Ty Ty

et QiQ; = =

Ty,
u L
Piki ijj u Pikipjkj
annulateur de u d’ott p; op; = 0.

, car P,'“ijf divise m, , par suite 7, divise Q;Q; , il est donc

> Soit ¢ dans {1,2,...,m} , on a

pi = pioidg

m
= pioY p
j=1

m

= P+ _piop;
=1
J#i

orsii# jonap;op; =0 donc p? = p; , et p; est un projecteur .
m

Ona xy, = H (X — X)) et pour tout ¢ € {1,2,...,m} , N; = ker(u — Njidg)* .
i=1

Les polynomes (X — \;)

% sont deux a deux premiers entre eux , le théoréme de décomposition des

noyaux donne

ker xo (u) = @ ker(u — \jidg)™
i=1

d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton on a x,(u) = 0 donc ker x,(u) = E d’ou

> La somme Imp; + ...+ Imp,, est directe :
Soit (Y1, ..., ym) € Impy x ... x Impy, tels que y; + ... + ypm = 0 , il existe x1, ..., x, dans E verifiant
y; = pi(z;) pour tout i dans {1,...,m} . Soit 4, j distinct dans {1,...,m} alors

pi(y;) = (piops) (x5) = 0 et pi(yi) = (pi o pi) (x:) = i) = yi

ce qui donne

pi(y1) + ... +0i(ym) =yi =0

done (Y1, ..., ym) = (0,...,0) , ce qui prouve que la somme Imp; + ...+ Im p, est directe

> E=Imp;+...+Imp, :

Onalmpi+...4+Imp,, C Eetpi+...4+py, = idg donc pour tout x dans E ona x = p1(z)+...4+pm(x)
donc x € Imp; + ...+ Imp,, par suite £ C Imp; +...+Imp,, ,dout E=Imp; +... +Imp,, .
Ainsiona E=Imp; ® ... ®Imp,



m
Q12. D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton on a m, divise x, = H (X — X)) et Pensemble des racines

=1
m

de m, est exactement le spectre de v , donc w, = H (X — )\i)ﬁ ‘avec 0 < B; < «a; , on a alors
i=1

Pl-k" = (X — )" , a Dindice pros .

Soit i € {1,2,...,m} et y; = pi(z;) € Imp; , puisque Pik" divise (X — X)) et Pfl (pi) = mu(u) = 0 alors
(X —X\)% (p;) =0, par suite y; € N; et Imp; C N; .

D’autre part E=Imp; ®...Imp,, = N1 @ ... D N, donc

dim (Imp;) & ... & dim (Im p,,) = dim (N1) & ... & dim (Ny,)
Supposons qu'il existe i € {1,2,...,m} tel que Imp; # N; donc dim (Imp;) < dim (NN;) par suite
dim (Imp;) & ... & dim (Imp,,) < dim (N7) & ... @ dim (Ny,)

ce qui est absurde donc i € {1,2,...,m} on a dim (Imp;) = dim (N;) et Imp; = N; .

Partie I1

Q13. u est diagonalisable donc son polynéme minimal est scindé a racines simples, et ’ensemble de ses

racines est exactement le spectre de u d’ou :

m
Ty = H (X —N)
i=1
. Ty o 1
14. On a , tout ent e{l,2,....m},Q; = —ouP=X— )\, et 6, = .
Q n a , pour tout entier i € { m}, Q; P ou P; i, et 0; Q0w
1
>  Avec un peut de détails, la décomposition en éléments simples de — s’écrit :
U
1 . n a;
o i1 X — )\1
Pi(X )] [ 1 ]
avec a; = = = 6; donc
' [Wu(X) X=X\ Qi(X) X=X\ '
ER)
(S X -\
> Cette relation donne . .
Ty
1 :EQiX_)\i :Eez‘@i
=1 i=1
. . . - Qi(u)
suivant les notation de Q10 on a pour tout entier i € {1,2,...,m},p; = 0,Q;(u) = 0w
i (Ad



X = ZHZ‘X—AZ Aﬂ'u

1
Delarelation—:ZX_Ai on a f):ZHi

Ty
> 6; =0, don
=1

- — AiQi(X)
X =) 0i\Qi(X) = *
; Q) ; Qi (Ni) )

Par substitution de X par u on obtient

Ny Qi) ey
u—;)\lQi()\i)—Z/\zpz.

Si degm, =1 :la relation (%) n’a pas de sens, mais on a m, = X — A\; et u = A\.p; avec p; = idg .
1 1 1 1
11 -1 -1
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

Q16. Exemple : on considere la matrice A =

a) La matrice A est symétrique réelle donc elle est diagonalisable. Et A? = 41,.
b) On a A% = 414 donc X? — 4 est annulateur de A et 74 divise X? — 4 , A n’est pas de la forme

aly donc forcement deg g > 2 par suite w4 = X2 4.
On a

X -2 1 X+2 -1
avec@lz[ ] :ewg:[ + } = — , donc
Tu(X) | x—9 X=-2 4

et Q1 =X—-2,0Q2=X+2.
Par suite Il = 44 = 5H(A = 21) et Ty = 40 = J(A+21y) .

Q2(2)
On trouve
-1 1 1 1
1 -1 -1 -1
I, = —(-A+4+20)=—-
1 -1 -1 -1
1 -1 -1 -1
3 1 1 1
1 1 3 -1 -1
I, = *A+214 = -
4( ) 1 -1 3 -1
1 -1 -1 3
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c) On a les relations :
> A= MII + AoIly
> I Iy =110 =0
> IIF =11, H’§ = Il pour tout entier naturel k.
On btient pour tout entier naturel k& A¥ = MTI; + M5TI, , donc

AF = 9L 4 (=2)MT, = 2 (T + (=1)MM, ) .

Ainsi pour tout entier naturel k on a
A2k — 4k‘I4 et A?k‘-l—l — 41€A

On a C[v] = {P(v) , P € C[X]} , posons m,(X) = X%+ aq 1 X+ .. +ag .

Soit P € C[X] on effectue la division euclidienne de P par 7, :
P=Qnm,+ R avec degR <d-1,

par substitution on a
P(v) = Q(v) o my(v) + R(v) = R(v),
donc P(v) € vect {sz, v, ..., 0% 1} et Cv] C vect {sz, ,...,vdil} . Par suite dim C[v] < d.
Si on suppose que dim Clv] < d—1 alors la famille {sz, U,y vd_Q} est liée ainsi il existe un polynéme
annulateur de v de degré inferieur & d — 1 ce qui contredit le fait que , m, est annulateur de degré
minimal égal a d .
Donc dim C[v] = d.
On a degm, = m = dim Clu] .
La famille (p1,...,pm) est libre :
Soit (aq, ..., ) dans C™ tels que ayp1 +. ..+ ampm = 0, on compose par p; , sachant que p;op; =0
sii## j et pjop; =p;,onobtient o; =0, ainsi (p1,...,pm) est libre.
(p1,---,pm) est libre de cardinal m donc c’est une base de Clu].

Si u non diagonalisable, par ezemple nilpotent non nul, alors m, n’est pas a racines simple et deg m, > m

, donc la famille (p1,po,...,pm) nest pas génératrice et n’est pas une base de Clu] .
On suppose qu’il existe m endomorphismes non nuls f; de E et m complexes A1, As, ..., Ay, distincts,
m

tels que pour tout entier naturel ¢ on ait u? = Z A fi
=1

Donc pour tout polynéme P on a P(u Z P(\;)fi , en particulier le polynéme P = H (X —\) est

=1
annulateur a racines simples , donc u est dlagonahsable

Fin.



