Mines-Ponts MP Un corrigé de Mathématiques 1 2016
Autour de l'inégalité de Hoffman-Wielandt
A Un exemple
. 1 2 .. n—1
1. En notant la permutation o = (n 1 9 n_ 1>, onad=DM,
donc ’J est une matrice de permutation‘
On développe le polynéme caractéristique de J par rapport & la premiére colonne pour obtenir :
X -1 0 0 X -1 0 0 -1 0 0
0o X -1 0 X -1 . X -1
xi(X) = 0| =X|[: 0 —(=D"" o
0 .1 0 .o=1 : .o—1 0
-1 0 0 X ] 0 O 0 X 1] 0 0 X -1 1]

Ce qui permet de conclure que ’XJ =X"—1et Spc(J) =0T, ‘

comme J € M, (R) admet n valeurs propres complexes, on en déduit que ’J est diagonalisable sur C

2. Soit w = exp(2ikm/n) ou k € [0,n — 1]. On identifie canoniquement C" et M,, 1(C).

xo = wI
T T3 = WT2
On a pour X = e M,1(C), X e E,(J) = —
Ty Tp = WTnp_1
1 = W,
Ainsi E,(J) = vect((1,w,w?, ... ,w™ 1)) car w™ =1
et comme C" = @ E,(J) car J est diagonalisable
UJEUn
En notant e, = (1,w,w?,...,w" 1) € C", alors (eexp(gikﬂ/n))0<k<nil est une base de vecteur propre de J

ol e, est associé a la valeur propre w € U, ‘

Ug

1
0

0

€ Mni(R)

Soit m € Net k€ {0,1,..

Sikell,n—2), PXms1=k) =Y PXpp1 =k | Xpn = )P(Xpp

n— 1}
(X4, = 1))o<i<n—1 forme un systéme complet d’événements donc d’apres la formule des probabilité totale :

n—1

=0

=)

donc P(Xppy1 = k) =P(Xps1 =k [ X =k —1D)PXp =k - 1)+ PXpo1 =k | Xpp =k + DP(X, =k + 1)
ainsi P(Xis1 = k) = sP(X, =k — 1) + iP(X;, =k + 1)
et sik=0onaPXpn1=0)=1iPX,=n—-1)+iP(X,, =1)

etsik=n—1onaPXu4 =n—1)=1P(X, =n—2)+iP(X,, =0)

En prenant A = %(J + 1J) € M,(R), on a pour tout m € N, Uy, = AU,

4. La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable via une base orthonormale.
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Je reprends les notations de 1. pour o. et je note (¢x)1<k<n désigne la base canonique de R™ avec l'identification
usuelle & M, 1 (R).

Pour s permutation de [1,n], Msep = €s(k) ainsi endomorphisme de R™ canoniquement associée My envoie
la base (ex)1<k<n sur la base (e4k))1<k<n

Ces deux bases étant orthonormées pour la structure euclidienne usuelle, on a donc M, € O,,(R) pour toutes
permutations s.

Comme J =M, € O,(R),onaJiJ=1,et J=J"1!

En reprenant les notations de 2. on a pour w € U, :

Je, = we,, et donc Je, = J le, =w™!

e, = we, car w € U,
donc 1
Ae, = §(J + J)e, = Re (w)ey, et Re (w) € RN Spe(A) = Spg(A)

On a aussi Re (ew) et Im (ew) € Ege (w)(A) ot Re (ew) et Im (e,) € R™ et Re (ey,) +ilm (ey,) = ey

On a Spc(J) = U, et donc RN Spe(J) = Spr(J) = {1} car n est impair

si w =1 alors on trouve e; = (1,...,1) € R™ comme vecteur propre de J associé a la valeur propre 1
Si w € U, \ R, alors on peut écrire w = exp (2ikw/n) avec k € [1,n — 1]

cela nous donne comme vecteurs de E,(A) : fy = Re(ey) et gr = Im (ey,) on

fr = (1, cos(2km/n), cos(4dkm/n), . ..cos((n — 1)kn/n)) € R,
gr = (0,sin(2km/n),sin(4km/n),...sin((n — 1)kw/n)) € R"
Pour k € [1,(n —1)/2], on a 0 < 2kw/n < m nous avons donc deux vecteurs propres de J non colinéaires
associés a la valeur propre A\ = Re (exp (2ik7/n)) = cos (2knw/n) € R
Lorsque k parcourt [1, (n — 1)/2], 2knw/n décrit k des valeurs distincts de |0, 7| et la fonction cos est strictement
décroissante sur |0, 7]
donc les Ay, = cos(2k7/n) sont des réels distincts deux a deux lorsque k parcourt [0, (n —1)/2]
On peut donc revenir dans R™.
Si k=0, onaEy (A) D vect(er) = vect(fp) et donc dim (Ey,(A)) > 1
et pour k € [1,(n —1)/2], on a Ey, (A) D vect(fx, gr) et donc dim (Ey,(A)) > 2
(n—1)/2
comme les espaces propres sont en somme direct on a R D @ Ey, (A)
k=0
(n—1)/2 (n—1)/2
Ona dimR" =net dim | ) Ex (A) | =dim(Ey(A)+ Y dim(Ey (A) > 1+2x
k=0 k=1

n—1

|
S

(n—1)/2
Donc on aR" = @ Ex(A) et| Sp(A) = {cos (2km/n) /0 <k < (n—1)/2}]
k=0
La plus grande valeur propre est \g = 1

Un vecteur propre de A unitaire associé & la valeur propre de module maximal est ﬁ(l, 1) eR”

(n—1) (n—1)
5. On peut écrire Uy = Z hi, ot hy, € Ey, (A). Soit m € N, on a Uy, = Z Apthi
k=0 k=0
comme \g=1letsil<k<(n—1)/2, |\ <1OnaU, — hy lorsque m — 400

1
Comme R" = @ Ey, (A) d’apres le théoréme spectral, hg est le projeté orthogonal de Ug sur Ey (A)
0<k<(n—1)/2
En notant v = ==(1,...,1), on a donc hg = (v, Ug)v, on en déduit |U,, — (1/n,...,1/n)

n m—-+00
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B Théoréme de Birkhoff-Von Neumann

6. e Soit A et B € B,,. Soit A € [0, 1]. Montrons que C = AA + (1 — \)B € B,,.
Pour i,k € [1, n]] onaC;p= /\Aik +(1—=X)B;x >0 car [0 1] convexe

etZC”—/\ZA”+ (I—=2X ZB”—let dememeZCjz—l

On a bien C € Bm on a montré que ’Bn est convexe‘

e On considére les applications ¢; : M € M,( ZM ij € R @l M e My( ZM i € Ret
7j=1

Vi : M€ M, (R HE}%GR

J=1
Ces applications sont continues car linéaires et définies sur M,,(R) dimension finie et de plus les notions
topologiques ne dépendent pas du choix de la norme.

On a B, = (m% {1}>m<m {1}>>ﬂ M v ®Y)

=1 1<i,k<n
Comme {1} et RT sont des fermés de R, B,, est un fermé de M,,(R) par intersection des fermeés
De plus I'application N : M € M, (R) — max IM; 1| € R est une norme de M, (R)

LR

Ainsi VM € B,,, N(M) < 1 donc B, est une partie bornée de M,,(R)

or M, (R) est un espace de dimension finie et comme B, est aussi fermée ’Bn est une partie compacte

e la matrice nulle n’est pas bistochastique car la somme sur une rangée est nulle

Ainsi ’Bn n’est pas un sous espace vectoriel de M, (R) ‘

7. o Soit A € P,. On écrit A = M, o ¢ est une permutation.
Pour tout i,k € [1,n],ona A;; > 0car 0O et 1 € RT

n
de plus ZM” = M;-135y; + 0 =1 et de méme ZM” =1
=1 =1
donc M € B,,. On a montré
e On considére o et o’ deux permutations de [1,n].
D’apres ce qui a été fait en 4. sur les matrice de premutations, on a MMy = €5/04(x) ainsi I’endomor-
phisme de R" canoniquement associ¢ My/M, envoie la base (ex)1<r<n Sur la base (€,/00(k))1<k<n
On note Sy, le groupe des permutations de [1,n] et on a

Vo, o' € Sn, M, € OH(R) et Mg X My = Myrop

S, — GL,(R)

Comme O, (R) C GL,(R), 'application v, : { o M

est bien définie et il s’agit aussi d’un
morphisme de groupes
De plus Im (¢,,) = Py, donc ’Pn est un sous-groupe multiplicatif de GL,(R) ‘

e Soit A = M, € P,. On note w 'ordre de o dans S,,.
En utilisant le morphisme précédent, on a A¥ =1,

donc X" — 1 est un polynoéme annulateur de A or ce polynome est scindé a racines simples dans C[X]

donc A est diagonalisable sur C. On a montré que ’Tout élément de P, est diagonalisable sur (C‘

eOnalet YeP,et %J + %tJ ¢ P, car % ¢ {0,1} en ayant pris J est la matrice de la partie A.

Ainsi | L’ensemble P,, n’est pas convexe‘
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8. Soit A € P,,. Soit M, N dans B,, et A €]0,1[ tels que A = AM + (1 — A)N. Montrons A =M = N.
Soit 4,5 € ﬂl,nﬂ. On a Ai,j = )\Mi,j + (1 — )\)NiJ
Comme M, N dans B,,, on a M; ; et N; ; € [0,1]] et A>0et 1 —A>0
SionaA;; =0, alors 0 =AM, ; + (1 — A)N; ; donc nécessairement M; ; = N; ; =0
Sinon on a A; ; =1, 0n a1 =AM, ;+ (1 — X)N; ; donc nécessairement M; ; = N; ; =1
On utilisé le fait que 0 et 1 sont extrémaux dans [0, 1]

On a bien montré que | toute matrice de P,, est extrémale dans B, ‘

9. étape 1 : On va construire par récurrence deux suites (im)m>1 €t (Jm)m>1 telles que

Ym € N*, Aim,jm E]O, 1[ et Aim,jm+1 E]O, 1[ et i, 75 ’L'm+1 et ]m 75 jm+1

On remarque que si A € By, et Vi, j € [1,p], A;; € {0,1} alors il y a exactement une occurrence de 1 et p—1
occurrences de 0 par ligne et par colonne. Dans ce cas, il existe une unique permutation o telle que A = M,
Comme A € By, \ P,, ceci nous fournit i1, j; tels que A;, j, €10, 1] (par contraposée).

VYm € [[ N]] Azm,jm 6]0,1[
. o . Vm e [1,N—=1], A, .., €]0,1]
t N N* t t t : ’ Tm,yJm+1 )
Soit N € On suppose construit (im)1<m<N €t (Jm)1<m<N telles que Wm € [LN 1], i & imss
VmE[[, ]] ]m#]m—i—l
On vient d’effectuer cette construction pour N =1 ce qui est une initialisation.
On a A; jy €]0,1] et comme ZAlN r=1et Yk e [1,p],Aixr =0,
k=1
ceci nous fournit un entier noté jny1 € [1,p] \ {/n} tel que A;g jy,, €]0,1]
De méme, on construit iny1 € [1,n] \ {in} tel que Aig., jns, €10,1]
Vm e [1,N+1], A;, ;. €]0,1]
o . Ym e [1,N], A, €10,1]
d t t : ’ Tm,Jm+1 ’
On a donc construit (im)1<m<N+1 €t (Jm)1<m<ny1 telles que W¥m € [LN], i & is 1

vm € [LN], jm # jmst
Ce qui nous donne I’hérédité. On a construit nos suites (im)m>1 €t (jm)m>1 par récurrence.
étape 2 Comme les couples (i, jm) (m € N*) prennent au plus p? valeurs.
Ceci nous fournit a < b dans N* tels que (iayJa) = (i, Jb)
donc 'ensemble {k € N* /3¢ € N*, i, = i.1f OU jo = jeyk} est une partie non vide de N*
cet ensemble admet donc un plus petlt élément r > 0, de plus par construction des suites on a r > 1
On a alors : Vd € N*, Vm € [1,r — 1], iq # tdg+m et Jd 7 Ja+m
et on peut prendre ¢ € N tel que i = ieqr OU Jo = Jotr
Premier cas : si jo = jeqr alors
les deux familles ic, i1,y Gctr—1 €t Joy Jetls .-y Jetr—1 sont d’indices distincts dans {1,2,...,p} tels que
pour tous k € {1,2,...,7}, A €0, 1[ et A, j..n €10, 1] avec jeir = Je
Deuxiéme cas : si je # Jetr,

letk—1Jetk—1

alors i = icyr €t Ay g, = Aiy,jor, € 10,1] et les deux familles dc,icq1,. .., lcrr—1 €t Jey feq1, -+, Jetr SODE
d’indices distincts dans {1,2,...,p}. On remplace la valeur de j. par celle de j., de sorte que :
pour tous k € {1,2,...,r}, A; €0, 1l et A, . €]0,1[ avec jeir = Je

letk—1sJct+k—1
Dans chaque cas il suffit d’effectuer un changement d’indice (translation de 1 — ¢) pour obtenir :

un entier r > 1 et deux familles i1, 42, ...,%, et ji, jo, ..., jr d’indices distincts dans {1,2,... ,p}‘

tels que pour tous k € {1,2,...,7}, Ay, j, €]0,1[ et A;, j,., €]0,1] avec jr11 = j1

J’ai imposé r > 2 car avec r = 1, le résultat ne permet pas d’introduire la matrice B de 1’énoncé.
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r
10. On note m = min <U {Aikyjk" Ailmijrl’ 1-— Aik,jk? 1-— Aikyijrl })
k=1

11.

De sorte que les matrices A — mB et A + mB sont a coefficients positifs (ou nuls)

La somme des coefﬁcients de cha,que rangée de B est nulle.
n

n
Ainsi Z(A mB); ZA” = Z (A+mB);; = ZAW =1 pour tout ¢ € {1,2,...,n}
J=1 Jj=1 J=1
de plus B # 0
donconaA#A—mBeB,et A#A+mBeDB, et A=3(A—mB)+1(A+mB)
ainsi ’ A n’est pas un élément extrémal de B, ‘
On vient d’établir la contraposée de : VM € B,,, (M est extrémale dans B,) = (M € P,)
On a établi la réciproque en 8.

On en déduit que |’ensemble des éléments extrémaux de B,, est P, ‘

La matrice A est a coefficients positifs, on peut donc utiliser le résultat admis.

Par I’absurde, on suppose que A n’admet pas un chemin strictement positif

Ainsi par contraposée du résultat admis, on peut extraire la matrice nulle de A ayant p lignes et ¢ colonnes
avecp+qg=n-+1etp,qge N*.

Quitte a réordonner les lignes et les colonnes de la matrice A, (ce qui ne change pas le caractére bistochastique),

on peut donc supposer que la matrice (A; j)1<i<p est la matrice nulle de M, 4(R)
NN/

n n
Premier cas 1 < p <n Dans cas, 1 < ¢ < n alors pour tout i € [1,p], ona 1= ZAW = Z A;;
Jj=1 J=q+1

P n np
doncp:ZZAm: ZZAW\ ZZAJ_ Zl n—q
=1 j=q+1 Jj=q+1 =1 Jj=q+1 =1 Jj=q+1

donc n+1=p+ q <n Absurde

Deuxiéme cas p =n Dans ce cas ¢ = 1 et (A;;j)1<i<n est nulle donc 1 = ZA 1 = 0 Absurde

1<i<1 i—1

Troisiéme cas p = 1 Dans ce cas ¢ =n et (A; ;) 1<i<1 est nulle donc 1 = ZAl ; = 0 Absurde

Isjsn 1=1

On a montré par I’absurde que ’ A admet un chemin strictement positif ‘

12. — Par I'absurde, on suppose que min (Aa(jm) =X =1
J

Comme A € B, on a min (Aa(jm) =X=1
J

Comme A € By, pour tout j € [1,n], on a Ay ; =1 car Ay ; <1

Donc sur chaque colonne numéro j, le seul coefficient non nul est A, ;) ;

car ZAi’j =letVie [[1,71]], Ai:j =0

i=1
Donc A = M, Absurde d’aprés ’énoncé
On a montré que \g # 1 ainsi ’La matrice Ag est bien déﬁnie‘

— Les coefficients de Ag sont identiques a ceux de A sauf pour ceux en position (o(j), ) pour j € [1,n]

Agiiyg — Mo -~
)i = % > 0 par définition de Ag
Le coefficient s’annule pour les jo (qui existe(nt) bien) tels que Ay (i) j, = Ao > 0

La somme des coefficients de chaque rangée de A — A\gM,, vaut 1 — Ag

et on a Ag
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13.

14.

donc La somme des coefficients sur chaque rangée de Ay vaut 1
Ainsi ’Ao est une matrice bistochastique contenant au moins un élément nul de plus que A‘

Pour p € [n,n?] on considére la propriété H,, que I'on va démontrer par récurrence

"Toute matrice B € B, ayant au plus p coefficients non nuls s’écrit comme une combinaison linéaire d’un
nombre fini de matrices de permutation My, M1,..., Mg : B = XMy + A\ M1 + -+ - + A\;M; ot les coefficients
S

Ai sont tous strictement positifs et de somme Z Ap=1"

Initialisation : Soit B € B, ayant au plus n C(;elgﬁcients non nuls

Alors sur chaque colonne et sur chaque ligne la matrice B a au plus un coefficient non nul car la somme sur
chaque rangée vaut 1

Ainsi sur chaque colonne et sur chaque ligne la matrice B admet exactement un coefficient non nul qui vaut
un

On définit o : [1,n] = [1,n] pari =o0(j) <= B;; =1

o est donc surjective et par conséquent bijective car [1,n] et [1,n] ont méme cardinal fini

ainsi B = 1.M,, je prends donc s = 0, A\g = 1 pour obtenir le résultat voulu

Heéredité : Soit p € [n,n? — 1] tel que H,. Montrons Hyq

Soit B € By, ayant au plus p + 1 coefficients non nuls.

Donc B € P, ainsi on peut lui appliquer le résultat de la question 12;

ce qui nous fournit , u €]0, 1] et M, matrice de permutation associée & une permutation o telle que

B = 17(B — uM,) € B, et B" a au plus p coefficients non nuls
—H
H,, nous fournit un nombre fini de matrices de permutation Mg, My, ..., M et des coefficients A; tous stricte-

S
ment positifs et de somme Z Ai = 1 tel que
i=0
B = X\oMo + A\1My + - - + A\ M

donc B = puMy + (1 — ) AoMo + (1 — p) A My + -+ - + (1 — p) XM

On a p >0 et pour tout i € [0,s], (1 — )i >0et u+ 1 —p)ho+ 1 —p)M+--+ (1 —p)As =1

ce qui prouve Hy

Conclusion : On a montré par récurrence : Vp € [n,n?], H,

on applique cette propriété H, 2 & la matrice A, on peut conclure que

A g’écrit comme une combinaison linéaire d'un nombre fini de matrices de permutation Mg, My, ..., M; :

S
A = XMy + A\ My + -+ - + AsM; ou les coefficients A; sont tous strictement positifs tels que Z N=1
i=0

L’ensemble P, est finie, d’out Min;; ©(M) existe | (c’est méme un minimum)
EPn

il existe al tel = inf (M
il existe alors m € P, tel que p(m) Mlgpn(p( )

On a ¢ : M,(R) — R, linéaire et M, (R) est de dimension finie donc ¢ est continue sur M, (R)
De plus B, est un compact de M, (R)
Donc ¢ est bornée sur B, et y atteint ces bornes

d’ou| inf (M) existe | et il existe A € B, tel A)= inf oM
ol Mlango( ) existe | et il existe A € el que p(A) Mlango( )

En utilisant le résultat de la question précédente, on écrit A comme une combinaison linéaire d’'un nombre
fini de matrices de permutation Mg, M1,..., Mg : A = A\gMgy + A M1 + - -+ + A;M; oul les coeflicients A; sont
S

tous strictement positifs tels que Z ANi=1
i=0
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Comme m € P, C By, on a go(A) @(m)
et p(A) = Xop(Mo) + Aip(Mi) + -+ + Xsp(Ms) = Aogp(m) + Aip(m) + -+ + Asp(m) = (m)
Ainsi Mlélgn e(M) = p(A) = p(m )

On en déduit que Mlnlg ©(M) existe et est atteint en une matrice de permutation
€Bn

C Inégalité de Hoffman-Wielandt

15.

16.

17.

Soit A € M,,(R) et P,Q dans O, (R)

On a {PAQ)PAQ = Q'APPAQ = ‘Q'AAQ car P € O,(R).
Or deux matrice semblables ont méme trace et ‘Q = Q!
donc (PAQ)PAQ = ‘Q'AAQ et 'AA ont méme trace

Ainsi [PAQ|? = [|A]]?, donc on a|[[PAQ|| = [|A]l]

A et B sont deux matrices symétriques réelles

Le théoréme spectral nous fournit une matrice diagonale réelle Da et une matrice orthogonale Q telle que
A =1'QDAQ

D’aprés ce qui précéde car ‘Q,Q € O,(R), on a :

IA = BJ* = [Q(A - B)'Q|I> = [Da — QB'Q?

on a QBQ est symétrique réelle le théoréme spectral nous fournit une matrice diagonale réelle Dy et une
matrice orthogonales P = (P; j)1<i j<n telles que QB'Q = PDg P

et comme I,, € O, (R), on a ||A — B||? = |[Da — PDg P||2 = ||I,(Ds — PDg P)P||?

donc | ||A — B|? = ||DAP — PDg||? avec D, D diagonales réelles et P = (P;;)1<ij<n € On(R)

La matrice R définie par : R; j = (P; j)? pour tous 4,5 dans {1,2,. n} est a coefficients dans R
n n
Pour tout i € [1,n], on a ZRM = z:(Pm-)2 =1= Z Z R;,; car les rangées de R € O, (R)
j=1 j=1 j=1

sont unitaires pour les normes euclidiennes classiques

Ainsi ’ la matrice R est bistochastique‘

Dans la construction précédente, on a le choix pour la matrice D(A) qui est diagonale et semblable & A et la
matrice D(B) est diagonale et semblable 4 QBQ donc & B.

Ainsi ’énoncé est maladroit car le résultat dépend des choix faits & la question précédente ; quitte a changer
P et Q, on peut effectivement réordonner les valeurs propres de facon a ce qu’elles se retrouvent dans 'ordre
voulu dans Dy et Dg

On peut donc supposer que Dy = diag (A (A),..., \,(A)) et D = diag (A1 (B), ..., A\ (B))
On note DAP — PDg = (m; ;)
On a pour 1 et j S [[1, n]], ms; 5 = )\z‘(A)Pi,j - Pi,j/\j(B) = Pz,j()\z(A) — )\j (B))

et [DAP — PDg|[? = tr ({DAP — PD)DAP —PDg) = > > m},

i=1 j=1
done [[DAP = PDgl =) > (Pi;)?(M(A) = ,(B)? =D ) " RijAi(A) = A;(B)
i=1 j=1 i=1 j=1
On a bien montré que| ||A — B|* = Z Ri ;| Ni(A) — )\ (B)?

1<i,j<n
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M,(R) —
18. On considére 'application ¢ : M = (mij) Z mij|Ai(A) — A;(B))?
1<i,j<n
@ est une forme linéaire donc d’aprés 14, Minlg ©(M) existe et est atteint en une matrice de permutation M, .
€bn

donc ¢ (My,) < ¢(R) car R € B,

¢ in (M) = mi M
et on a min o(M) = min (M) = ¢(M,) = minp(M,)
n

Pour une permutation o, on a (M Z Z )il Ni(A) =N (B))? = Z Aoy (A) = A (B)[?
j=11i=1 j
On a bien

min ) _ [A;;)(A) = A;(B)* < A - BJ®
j=1

ou le minimum porte sur ’ensemble de toutes les permutations de {1,2,...,n}.
19. Remarque 1 : Le sujet cache le probléme de I'existence d’une variable aléatoire définie sur un univers
quelconque de loi uniforme prenant ses valeurs dans ensemble & n éléments .
Or si je prends un univers {2 ayant au moins deux éléments et la tribu T ayant comme élément un singleton
{a} de probabilité : P({a}) = -.
Alors pour tout n > 1, on ne pourra pas trouver de variable X suivant une loi uniforme a valeurs dans

2
un ensemble ayant n éléments car — < 3
n

Par conséquent, je considérerai qu’il existe une variable aléatoire Z de (Q, T,P) a valeurs dans [1,n] tel
que Z suive la loi uniforme sur [1,n] c’est a dire que Vi € [1,n], P(Z=14) = 1/n

Remarque 2 : La question est fausse si on n’impose pas que les a; et les b; sont distincts
Je prends n = 3 et d/(1) = a/(2) = 0 = V(1) et d/(3) =1 = ¥V/(2) = V/(3) alors Py et Py sont des
lois uniforme sur {a’(1),a/(2),ad/(3)} = {0,1} qui sont des lois de Bernoulli de parameétre 1/2. Ainsi si
X~Y ~Pj,alors Xet Y € V.
En prenant X =Y, on a E(]X — Y|)? = 0 donc d?(P1,P2) =0
En appliquant la formule de ’énoncé, on obtient 0 = % (02 +1%2 + 02)
En fait, la question ainsi posée est maladroite. La loi uniforme devrait porter sur les indices dans [1,n]
par z ou y : w € Q +— i € [1,n] et puis compositions avec a : i — a(i) ou b : ¢ — b(i), on construit les
variables aléatoires X =aox et Y =boy.
Je refuse de formaliser plus avant (la preuve est plus délicate a rédiger) ; ¢’est pour cela que je considérerai
que

a(l) <---<a(n) et b(l) <--- < b(n)
On considére X et Y € V telles que X ~ P; et Y ~ Py
Je définis la matrice R € M,,(R) & coefficients positifs par : Vi,j € [1,n], R ; = nP((X,Y) = (a(7), b(])))

n n
Ainsi pour tout ¢ € [1,n], on a ZRW =nP(X=ua(i) =1et ZRN =1 de sorte que R € B,
=1 j=1
En utilisant la formule du transfert avec la fonction (z,y) + |2 — y|?, on a

. . . . 1 . .
B(X=Y[) = 3 |al@) —b()PP((X.Y) = (a(i). b)) =~ D Riglali) = b(j)?
1<i,5<n 1<i,5<n
Comme en 18 (a Paide de 14) il existe II € P, telle que

VM€ B,, Y TIjla( < Y0 Myla(i) - b(j)

1<i,5<n 1<i,5<n
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Soit o la permutation telle que II = M, ainsi on a Z I1; j]a(7) Z la(o b(H)|?
1<i,5<n 1<j<n

Montrons que Vj € [1,n], o(j) = j. Par absurde, on suppose que {j € [1,n] /o (j) # j} # 0.

On note jg le plus petit élément de cette partie non vide de N et j; = o(jo) et 5/ = o~ (o).

Nécessairement on a j; > jg et j/ > jo
On a (Ja(j1) — b(jo)|* + |a(j0) )I?) = (la(jo) — b(
= —2(a(J1) (o) + a(jo)b(5")
donc (la(j1) —b(jo)|* + Ia(Jo) b(5')?) = (la(jo) = b(jo)|* +la(j1) —b(;")?) = 2(a(j1) — al(jo))(b(;") —b(jo)) > 0
de sorte que (la(j1) — b(jo)|* +la(jo) — b(i")1?) > (la(jo) — 6(20)12 +la(ji) = b(i")[?)
On consideére la transposition 7 qui échange jg et 71,
de sorte que 7o 0 (jo) = jo, Too(j) =1 et Vi € [1,n] \ {jo,j'}, Too(i) = o(i)
On note M € P,, la matrice de permutation associée & 7o o
D’aprés l'inégalité précédente > TI; jla(i) — b(j)[* > > M;jla(i) — b(j)|*
1<i,j<n 1<i,j<n
ce qui est en contradiction avec la choix de la matrice II
Ainsi Vj € [1,n], (]) =jetdoncIl=1,

e .
Ainsi E(|X — Y[?) Z IL; ;|a(4) )|2:EZ|a(z)—
i=1

Jo)I? + la(in) = b(j")[?) =
— a(jo)b(j ) ( 1) (J’)

1<7,,]<n
i lexi 2(P1,Pg) = _inf  BE(X-Y? (P1,Ps)
ceci prouve l'existence de d“(P1, P2) X,l\r’lEV (| |*) et que d?(P1,P») Z la(7)
X~P1,Y~Ps

Je considére X =aoZ et Y = boZ ou Z est la variable aléatoire de la remarque 1.
Ainsi X et Y sont dans V et X ~ P et Y ~ Py

et la matrice I, vérifie Vi, j € [1,n], (I)s; = nP((X, Y) = (ad), b(j)))

- 2 1 &
ainsi E<‘X—Y‘ ) = =3 Ja(i) -
n
i=1

d’ou la borne inférieure est un minimum et d (P1,Po) = g la(z)

On considére les matrices symétriques réelles A, B de valeurs propres respectives (a1, ...,a,) et (b1,...,by).

En utilisant la question 18, on a mlnz la(a(5)) — b(4)|* < |A — BJ?
7j=1

ol le minimum porte sur ’ensemble de toutes les permutations de {1,2,...,n}.
n

En utilisant ce qui précéde le minimum est atteint en l'identité donc Z la(5) — b(j)|> < |A — BJ)?
j=1
On conclut facilement....

9/9



