
Mathématiques MP2 TD15 - Formule des compléments 12 janvier 2022

Problème : formule des compléments

A/ Quelques résultats sur la fonction Γ

1/ Les fonctions t 7→
(
1− t

n

)n
t x−1 et t 7→ (1−u)n ux−1 sont continues respective-

ment sur ]0,n] et sur ]0,1]. En 0 elles sont équivalentes à t x−1 et elles sont inté-
grables sur ]0,1] si et seulement si 1− x < 1 soit x > 0. Les deux fonctions In et un

sont définies sur R∗+.

2/ — Soit t Ê 0. Si n > t , alors gn(t ) = exp(n ln(1 − t
n ))t x−1. Puisque n ln(1 −

t
n ) ∼

n→+∞−n t
n =−t , on obtient, lim

n→+∞gn(t ) = e−t t x−1. La suite (gn) converge

simplement sur R∗+ vers la fonction g : t 7→ e−t t x−1.

— Si t ∈]0,n[, alors 0 É gn(t ) = (1 − t
n )n t x−1. De plus 0 < 1 − t

n < 1, donc

ln(1− t
n ) É− t

n , et 0 É (1− t
n )n É (exp(− t

n ))n = e−t . Si t Ê n, on a 0 É gn(t ) =
0 É exp(−t )t x−1. Ainsi, pour tout t > 0, on a 0 É gn(t ) É e−t t x−1.

Les questions précédentes donnent :

— pour tout n Ê 1, gn est continue sur ]0,+∞[,

— Pour tout t > 0, lim
n→+∞gn(t ) = t x−1e−t = g (t ),

— la fonction g est continue sur ]0,+∞[,

— pour tout n Ê 1, t > 0, |gn(t )| É t x−1e−t =φ(t ), et φ est continue et intégrable
sur ]0,+∞[.

Le théorème de convergence dominée s’applique et lim
n→+∞

∫ +∞

0
gn(t )d t = Γ(x).

Or ∫ +∞

0
gn(t )d t =

∫ n

0

(
1− t

n

)n

t x−1 d t .

Cela termine la question.

3/ a/ On intègre par parties avec n Ê 1 et x > 0. On a (les fonctions qui appa-
raissent sont C 1 sur ]0,1] et les limites nécessaires existent en 0)

un(x) =
∫ 1

0
(1−u)nux−1 du =

[
(1−u)n ux

x

]1

0
+ n

x

∫ 1

0
(1−u)n−1ux du

= n

x
un−1(x +1).

On a par conséquent un(x) = n
x un−1(x).

b/ En utilisant la relation de récurrence précédente, on obtient

un(x) = n

x

n −1

x +1
· · · 1

x +n −1
u0(n +x) = n

x

n −1

x +1
· · · 1

x +n −1

1

x +n

= 1

nx
n!nx

x(x +1) · · · (x +n)
.

Il reste à transformer un(x) en In(x). La fonction u 7→ (1−u)nux−1 est inté-
grable sur ]0,1]. On considère la bijection de classe C 1

θ :

{
]0,n] → ]0,1]

u 7→ u
n

qui permet de réaliser le changement de variable, et donne

un(x) =
∫ n

0

(
1− t

n

)n (
t

n

)x−1 d t

n
= 1

nx

∫ n

0

(
1− t

n

)n

t x−1 d t = 1

nx In(x).

On obtient enfin In(x) = nx un(x) = n!nx

x(x +1) · · · (x +n) . D’après la question

précédente, on a finalement

lim
n→+∞

nx n!

x(x +1) . . . (x +n)
= Γ(x).

B/ Formule des compléments - première version

4/ a/ La fonction g est continue sur ]0, x]. Pour t ∈]0, x], on a g (t ) = cos t

sin t
−

1

t
= t cos t − sin t

t sin t
. Un développement limité donne t cos t − sin t = O(t 3) et

t sin t ∼
t→0

t 2. Donc g (t ) = O(t ) au voisinage de 0 et lim
t→0

g (t ) = 0. La fonc-

tion g est continue sur [0, x]. Soit 0 < ε < x. On a
∫ x

ε
g (t )d t =

[
ln

sin t

t

]x

ε

=

ln
sin x

x
− ln

sinε

ε
. Puisque la limite de u 7→ (sinu)/u en 0 vaut 1, lorsque ε

tend vers 0, on obtient
∫ x

0
g (t )d t = ln

sin x

x
.
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b/ Pour α ∈ R\N, on a cotan(απ)− 1

απ
=

+∞∑
n=1

2α

π(α2 −n2)
. Si t ∈]0, x] ⊂]0,π[, il

existe α ∈]0,1[ tel que t = απ, et g (t ) =
+∞∑
n=1

2t/π

π(t 2/π2 −n2)
=

+∞∑
n=1

2t

t 2 −n2π2 .

La relation est valable également pour t = 0. Pour tout t ∈ [0, x], on a∣∣∣ 2t
t 2 −n2π2

∣∣∣ É 2x
n2π2 −x2 , terme général d’une série convergente. La série

donnée converge normalement sur [0, x].

c/ Notons, pour N ∈ N∗ et t ∈ [0, x], SN (t ) =
N∑

n=1

2t

t 2 −n2π2 . La continuité de

chacune des fonctions et la convergence normale de la série précédente sur
[0, x], permet d’intégrer terme à terme et ainsi d’obtenir

∫ x

0
g (t )d t = lim

N→+∞

N∑
n=1

∫ x

0

2t

t 2 −n2π2 d t .

Or,
∫ x

0

2t

t 2 −n2π2 d t = [
ln |t 2 −n2π2|]x

0 = ln

(
1− x2

n2π2

)
. Cela donne ln

sin x

x
=

lim
N→+∞

ln
N∏

n=1

(
1− x2

n2π2

)
et par conséquent lim

N→+∞

N∏
n=1

(
1− x2

n2π2

)
= sin x

x
. Fi-

nalement, pour tout x ∈]0,π[, on a sin x = x
+∞∏
n=1

(
1− x2

n2π2

)
.

5/ On va simplifier In(x)In(1−x) si x ∈]0,1[ et n ∈N∗. On a

In(x)In(1−x) = nx n!(
n∏

k=0
(k +x)

) n1−x n!(
n∏

k=0
(k +1−x)

) = n(n!)2(
n∏

k=0
(k +x)

)(
n+1∏
k=1

(k −x)

)

= n

x(n +1−x)

(n!)2

n∏
k=1

(k2 −x2)

= n

x(n +1−x)

1
n∏

k=1
(1− x2

k2 )

.

Lorsque n tend vers +∞, on obtient Γ(x)Γ(1−x) = 1

x
+∞∏
n=1

(1− x2

n2 )

= π

sin(πx)
.

C/ Un calcul d’intégrales

6/ a/ Soit f : x 7→ xα−1

1+x . La fonction est continue sur ]0,+∞[. On a f (x) ∼
x→0

xα−1

et f est intégrable sur ]0,1] car α > 0 et α − 1 > −1. On a ensuite
f (x) ∼

x→+∞xα−2 = 1
x2−α et f est intégrable sur [1,+∞[ car 2−α > 1 puisque

α< 1.

b/ L’application u 7→ 1
u est un C 1-difféomorphisme de [1,+∞[ sur ]0,1]. On

alors (avec « x = 1/u »)

I (α) =
∫ 1

0

xα−1

1+x
d x =

∫ 1

+∞
u1−α

1+ 1

u

(
−du

u2

)
=

∫ +∞

1

u−α

1+u
du

=
∫ +∞

1

u(1−α)−1

1+u
du = J (1−α).

7/ a/ Pour x ∈]0,1], on a 1
1+x =

+∞∑
n=0

(−1)n xn et xα−1

1+x =
+∞∑
n=0

(−1)n xn+α−1. On

a
∫ 1

0
xn+α−1 d x = 1

n +α
ce qui nous incite à réaliser une permutation

somme-intégrale. Le théorème d’intégration terme à terme ne s’applique

pas (
∑ 1

n +α
diverge). On note SN (x) =

N∑
n=0

(−1)n xn+α−1. La suite de fonc-

tions SN converge simplement sur ]0,1] vers S : x 7→ xα−1

1+x , fonction conti-

nue sur ]0,1]. La suite (xn+α−1) est décroissante vers 0, on peut appliquer le
théorème des séries alternées et majorer |SN (x)| É |(−1)0x0+α−1| = xα−1. La
fonction 7→ xα−1 est intégrable sur ]0,1] car α−1 >−1. On peut appliquer le
théorème de convergence dominée et obtenir

lim
N→+∞

∫ 1

0
SN (x)d x = lim

N→+∞

N∑
n=0

∫ 1

0
(−1)n xn+α−1 d x

= lim
N→+∞

N∑
n=0

(−1)n

n +α
=

∫ 1

0
S(x)d x.

On obtient bien
∫ 1

0

xα−1

1+x
d x =

+∞∑
n=0

(−1)n

n +α
.
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b/ On calcule alors I (α)+ J (α) = I (α)+I (1−α) avec α et 1−α tous les deux dans
]0,1[ ce qui permet d’appliquer le résultat précédent. On a∫ +∞

0

xα−1

1+x
d x =

+∞∑
n=0

(−1)n

α+n
+

+∞∑
n=0

(−1)n

1−α+n
=

+∞∑
n=0

(−1)n

α+n
+

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n −α

= 1

α
+

+∞∑
n=1

(−1)n
(

1

n +α
− 1

n −α

)
ce qui donne∫ +∞

0

xα−1

1+x
d x = 1

α
+

+∞∑
n=1

(−1)n
( −2α

n2 −α2

)
= 1

α
+

+∞∑
n=1

(−1)n
(

2α

α2 −n2

)
= π

sin(απ)
.

8/ La fonction à intégrer est continue sur R+ et équivaut à 1
xβ lorsque x tend vers

+∞. Elle est donc intégrable sur R+ si et seulement si β> 1. On a alors, en posant
« x = tβ » (l’application x 7→ x1/β est un C 1-difféomorphisme de R∗+ sur lui même),∫ +∞

0

1

1+ tβ
d t =

∫ +∞

0

1

1+x

(
1

β
x1/β−1

)
d x = 1

β
I (

1

β
).

Puisque 1
β
∈]0,1[, on a

∫ +∞

0

1

1+ tβ
d t = π/β

sin(π/β)
.

D/ fα, fonction Γ et seconde démonstration pour la formule des complèments

9/ a/ La fonction gα est continue sur R∗+, on a gα(t ) ∼
t→0

tα−1 donc gα est intégrable

sur ]0,1] et gα(t ) = o
t→+∞

(
1
t 2

)
donc intégrable sur [1,+∞[.

b/ On applique le théorème de dérivation. Soit h(x, t ) = tα−1

t +a e−xt pour x > 0 et
t > 0.

— d’après la question précédente, pour tout x > 0, t 7→ h(x, t ) est continue
et intégrable sur R∗+,

— pour tout t > 0, x 7→ h(x, t ) est de classe C 1 sur R∗+ et ∂h
∂x (x, t ) =

−t tα−1

t +a e−xt =− tα
t +a e−xt ,

— pour tout x > 0, t 7→ − tα
t +a e−xt est continue sur R∗+,

— soit A > 0, pour tout t > 0 et x Ê A, on a
∣∣∣− tα

t +a e−xt
∣∣∣ É tα

t +a e−At =
φA(t ). La fonction φA est continue et intégrable sur R∗+.

On en déduit que fα est de classe C 1 sur [A,+∞[ avec f ′
α(x) =

−
∫ +∞

0

tα

t +a
e−xt d t = − fα+1(x). Ceci étant valable pour tout A > 0, la fonc-

tion fα est de classe C 1 sur R∗+.

10/ a/ On majore | fα(x)| É
∫ +∞

0

tα−1

a
e−xt d t (la dernière intégrale existe bien car

α−1 >−1 ce qui donne l’intégrabilité sur ]0,1]). On effectue le changement
variable linéaire u = xt ou t = u/x, ce qui donne

| fα(x)| É 1

a

∫ +∞

0

uα−1

xα−1 e−u du

x
= 1

axα

∫ +∞

0
uα−1e−u du = Γ(α)

a
x−a .

b/ On a

a fα(x)− f ′
α(x) = a fα(x)+ fα+1(x)

= =
∫ +∞

0
a

tα−1

t +a
e−xt d t +

∫ +∞

0

tα

t +a
e−xt d t

=
∫ +∞

0
(a + t )

tα−1

t +a
e−xt d t

ainsi a fα(x)− f ′
α(x) =

∫ +∞

0
tα−1e−xt d t et le changement affine u = xt donne

a fα(x)− f ′
α(x) = Γ(α)

xα .

11/ Pas mal de travail à faire. On note f (x) = fα(x)e−ax et g (x) = Γ(α)
∫ +∞

x

e−at

tα
d t .

— La fonction f est bien définie et de classe C 1 sur R∗+ avec f ′(x) =(
f ′
α(x)−a fα(x)

)
e−ax =−Γ(α)

xα e−ax .

— La fonction t 7→ e−at

tα
est continue sur R∗+. Elle est intégrable sur [1,+∞[ et

également sur tout [x,+∞[ si x > 0. Cela garantit l’existence de g . De plus,

si x > 0, g (x) = Γ(α)

(∫ +∞

1

e−at

tα
d t −

∫ x

1

e−at

tα
d t

)
. On en déduit que g est de

classe C 1 sur R∗+ avec g ′(x) =−Γ(α) e−ax

xα .
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— Pour tout x > 0, on a f ′(x) = g ′(x). Il existe donc une constante C telle que
f = g +C .

— Pour déterminer C , on n’a pas de valeur de x qui donne de calculs simples.
On passe à la limite en +∞. La dernière écriture de g (x) montre que

lim
x→+∞g (x) = 0. On a également avec l’inégalité de la question précédente,

| f (x)| É Γ(α)
a x−αe−ax et f est aussi de limite nulle en +∞.

— Finalement C = 0 et f = g .

12/ On a déjà, pour tout x > 0,
∫ +∞

0

tα−1

t +a
e−xt d t = Γ(α)eax

∫ +∞

x

e−at

tα
d t . On essaie de

faire tendre x vers 0.

— Puisque α < 1, t 7→ e−at

tα
∼

t→0

1
tα

est intégrable ur ]0,1]. Ainsi
∫ +∞

0

e−at

tα
d t

converge et

lim
x→0

∫ +∞

x

e−at

tα
d t =

∫ +∞

0

e−at

tα
d t .

— Soit h(x, t ) = tα−1

t +a e−xt pour (x, t ) ∈R+×R∗+. On a les différentes hypothèses

de continuités partielles et |h(x, t )| É tα−1

t +a = φ(t ). Cette fonction est conti-

nue sur ]0,+∞[, φ(t ) ∼
t→0

1
at 1−α et φ(t ) ∼

t→+∞
1

t 2−α . Puisque α ∈]0,1[, la fonc-

tion φ est intégrable sur ]0,1] et [1,+∞[ donc sur R∗+. Le théorème de conti-

nuité s’applique et x 7→
∫ +∞

0

tα−1

t +a
e−xt d t est continue sur [0,+∞[.

— Finalement la limite lorsque x tend vers 0 donne
∫ +∞

0

tα−1

t +a
d t =

Γ(α)
∫ +∞

0

e−at

tα
d t .

13/ a/ On utilise la relation précédente avec a = 1 :∫ +∞

0

tα−1

t +1
d t = Γ(α)

∫ +∞

0

e−t

tα
d t = Γ(α)Γ(1−α).

Dans la partie précédente on a obtenu
∫ +∞

0

tα−1

t +1
d t = π

sin(απ)
. Cela donne

le résultat.

b/ On prouve l’existence de l’intégrale, on effectue le changement de variable

u = t 2, ce qui donne
∫ +∞

0
e−t 2

d t =
∫ +∞

0

e−u

2
p

u
du = 1

2

∫ +∞

0
u1/2−1e−u du =

1

2
Γ(1/2). la question précédente avec α= 1/2 donne Γ(1/2)2 = π et puisque

Γ> 0, Γ(1/2) =p
π. Finalement

∫ +∞

0
e−t 2

d t =
p
π

2
.
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