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Probléme : formule des compléments

A/ Quelques résultats sur la fonction T’

n
1/ Les fonctions t — (1 - %) t*1lett— (1-uu ! sont continues respective-
ment sur ]0, n] et sur ]0,1]. En 0 elles sont équivalentes a t*1 et elles sont inté-
grables sur ]0, 1] si et seulement si 1 — x < 1 soit x > 0. Les deux fonctions I, et uy,
sont définies sur RY.

2/ — Soit t = 0. Si n > t, alors g,(f) = exp(nln(1 — %))tx_l. Puisque nIn(1 —
z ~ _pnt - _ : : — o tex-1 .
), ny t, on obtient, nl—l»rPoog"(t) e 't" ".Lasuite (g,) converge

simplement sur R* vers la fonction g : t— e~ /¢*7L,

— Si t €]0,n[, alors 0 < g,(1) = (1 - %)”tx‘l. De plus 0 < 1 - % < 1, donc
In(1 - %) < —%, et0<(1- %)" < (exp(—%))” =e L.Sit=n,ona0<g,(r)=
0 < exp(—1)t*~1. Ainsi, pour tout £ >0,0on a0 < gn(t) < el

Les questions précédentes donnent :
— pour tout n = 1, g, est continue sur ]0, +o0,
— Pourtout >0, lim g,(0)=t""te '=g(1),
n—+oo

— lafonction g est continue sur ]0, +o0l,

— pourtoutn=1,1>0,|g, ()| < t*le~! = (1), et ¢ est continue et intégrable
sur |0, +ool.

+o00
Le théoréeme de convergence dominée s’applique et nhIP f gn(t)dt =T (x).
—o0 Jy

Or
+00 n t n
f gn(t)dt:f (1——) *dzr.
0 0 n

Cela termine la question.

3/ al/ On intégre par parties avec n = 1 et x > 0. On a (les fonctions qui appa-
raissent sont 4! sur ]0, 1] et les limites nécessaires existent en 0)

1-w"—

1 e R |
Up(x) [ 1-w)"u* 'du= +—f Q- 'u*du
0 X lo XJo

n
= —up_1(x+1).
X

On a par conséquent uy (x) = 21,1 (x).

b/ En utilisant la relation de récurrence précédente, on obtient

nn—-1 1 1
up(n+x)=—

nn-—1
xXx+1 xX+n-1x+n

u,(x -
n() xx+1 x+n-1

1 n'n®
n* x(x+1)---(x+n)

Il reste a transformer u,,(x) en I, (x). La fonction u — (1 — )" u*"! est inté-
grable sur 0, 1]. On considere la bijection de classe ¢!

9:{]0%] — 10,1]
u

u
— =
n

qui permet de réaliser le changement de variable, et donne

n e\ (t\"tde 1 n AL 1
un(x):f 1-—| [= —:—xf 1-—| " ldr=—=I,(x).
0 n n n n-Jo n n

nln*

On obtient enfin I,(x) = n*u,(x) = XxFD) X+

D’apres la question
précédente, on a finalement

n*n!

I'(x).

lim =
n—+oo x(x+1)...(x+n)

B/ Formule des compléments - premiére version

cost
4/ a/ La fonction g est continue sur ]0,x]. Pour ¢ €]0,x], on a g(f) =

sint

1 tcost—sint ) e . 3

TS Jemr Un développement limité donne fcost —sint = O(t>) et
sin

tsintt~0 2. Donc g(t) = O(¥) au voisinage de 0 et ltin(l)g(t) = 0. La fonc-

. . . x sint]*
tion g est continue sur [0, x]. Soit0 < e < x.On a gndt = lnT =
£ £
sinx sing . .. .
In —— — In ——. Puisque la limite de u — (sinu)/u en 0 vaut 1, lorsque ¢
X €

X sin x

tend vers 0, on obtient f gdt=In——m-.
0 X

année 2021/2022



Mathématiques MP2

TD15 - Formule des compléments

12 janvier 2022

+00 2“
b/ Pour a € R\N, on a cotan(an) - — = Z 5-. Si t €]0,x] <10, 7], il
an 17r(a - n°)
to 2t T 2r
existe a €]0,1[ tel que t = amx, et g(t) = = _.
q § ng‘lﬂ(tz/nz—nz) ,;1 2 — n’n?

La relation est valable également pour ¢ = 0. Pour tout ¢ € [0,x], on a

' 2t ‘ 2
Pgmp o
donnée converge normalement sur [0, x].

<

¢/ Notons, pour N € N* et ¢ € [0,x], Sn(f) =

Z o

X -, terme général d’'une série convergente. La série
X

. La continuité de

chacune des fonctions et la convergence normale de la série précédente sur

[0, x], permet d’intégrer terme a terme et ainsi d’obtenir

f gde=
0

dt.

lim Z

N—+oo Ol'—nﬂ

2

x 2t x X sin
Or,f ——dt= lnltz—nznzl :ln(l— ) Celadonneln—:
0 t2;] n’m? ) | lo ZnN x
) X sinx
NEIEmln }:[l (1 - nznz) et par conséquent Ngrgw U 1- ) P Fi-
+00 x
nalement, pour tout x €]0, [, on asinx = x H (1 - )
n=1 I’l 71'
5/ On va simplifier I,(x)I,(1 —x) si x€]0,1[et neN*.On a
n*n! n~*n! n(n?
(DI (1-Xx) = =
n n n n+1
(H(k+x))(l_[(k+l—x)) (H(k+x))(l_[(k—x))
k=0 k=0 k=0 k=1
_ n (>  n 1
- x(n+1-x 2_ 2 Cx(n+1-x) 2 P
1‘[ (k- [Ta- ﬁ)
k=1
. 1 b4
Lorsque n tend vers +oo, on obtient I'(x)['(1 — x) = = — .
+oo x%  sin(mx)
x[[a-=)
n=1 n

C/ Un calcul d’intégrales
X% 1
a/ Soit f:x— m La fonction est continue sur ]0, +oo[. On a f(x) ~O)c"“1
X—

et f est intégrable sur ]0,1] car @ > 0 et a —1 > —1. On a ensuite

f(x)x ~ X972 = zl_a et f estintégrable sur [1,+oo[ car 2—a > 1 puisque
—+o0 X

a<l.

6/

Lapplication u — 1 est un %l-difféomorphisme de [1, +oo[ sur ]0,1]. On

b/ L
du +oo gm@
_?)_fl 1+u

alors (avec «x=1/u»)
1xa—1 1 ul—a
I(a) f dx:[ _— du

o 1+x l

a—1

7/

Z( D"x" et

al 1+x

+00
Pour x €]0,1], on a 1+x — Z(_l)nxnm—l_ On
n=0

N

a réaliser une permutation

1
a f K lgx = ce qui nous incite
0 n+a

somme-intégrale. Le théoréme d’intégration terme a terme ne s’applique
N

> (-1 x"* %1 La suite de fonc-

1
pas (Zm diverge). On note Sy(x) = )
n=

a—1
tions Sy converge simplement sur ]0,1] vers S: x — X fonction conti-

1+x’
nue sur ]0,1]. La suite (x”***~1) est décroissante vers 0, on peut appliquer le
théoréme des séries alternées et majorer |Sy(x)| < [(=1)0x0+a-1 = ya-1 14
fonction — x®~! est intégrable sur ]0,1] car @ — 1 > —1. On peut appliquer le

théoréme de convergence dominée et obtenir

1
li Sv(x)dx = 1 Dixtelyg
Jim [ swas = gm 3 [Tt
1" 1
= lim Z( ) :f S(x)dx.
N—+oco, =y n+« 0
1 ,.a-1 +00 (—l)n
On obtient bien f =)
0 n=0 n+a
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b/ Oncalcule alors I(a)+ J(a) = I(a)+ I(1—a) avec a et 1 —a tous les deux dans — pour tout x>0, £— —3 i—aa e™*! est continue sur R,
10, 1[ ce qui permet d’appliquer le résultat précédent. On a ) o 2
— 301tA>O,p0urtoutt>0etx>A,ona‘—H_ae X < g I =

G VR - G D= e D

+00 xa—l +00 (_1)71 +00
fo dx =y o4y -y &y

1+x n_0a+n m—ol—-a+n ;a+n ;53 n—a
1 1
= —+ 1

a Z( )(n+a n—a)
ce qui donne
+oo ya-l ) —2a 1 to 2a T
f dx=—+Z(—1)”( 5 2)=—+Z(—1)”( 5 2): , .
o 1+x a o n“—a a 4 a“—n sin(am)

8/ La fonction a intégrer est continue sur R, et équivaut a ﬁ lorsque x tend vers
X

+oo. Elle est donc intégrable sur R* si et seulement si > 1. On a alors, en posant
«x = tP» (lapplication x — x'/? est un ¢! -difféomorphisme de R* sur lui méme),

too ] too 1 1 1. 1
[ e g
o 1+8 o 1+x\p BB
Puisque % €]0,1], onaeroo L = 7P
4 ,3 o 1+ sin@/p)’

D/ fq, fonctionI et seconde démonstration pour la formule des compléments
9/ a/ Lafonction g4 est continue sur R}, on a gq(?) o t*~! donc g, estintégrable

sur]0,1] et go () = quoo(#) donc intégrable sur [1, +ool.

a—l

b/ On applique le théoréme de dérivation. Soit h(x, t) = t 14

t>0.

X! pour x >0 et

— d’apres la question précédente, pour tout x > 0, t — h(x, t) est continue
et intégrable sur R},

— pour tout £ > 0, x — h(x,t) est de classe €' sur R* et %(x, 1 =
ta—l

—t e Xt — _ ¢ xt
t+a

T+a€

@a(t). La fonction ¢ 4 est continue et intégrable sur R} .
On en déduit que f, est de classe &1 sur [A, +oo[ avec fL’,(x)

+00 ta
—f tTe_’” dt = — fa+1(x). Ceci étant valable pour tout A > 0, la fonc-
0 a

tion f, est de classe ¢! sur R*.
+oo sa—1

10/ a/ On majore |fy(x)| < e *'dt (la derniere intégrale existe bien car

0
a —1> -1 ce qui donne l'intégrabilité sur ]0, 1]). On effectue le changement
variable linéaire u = xt ou t = u/x, ce qui donne

1 preu®t _ du I % 41 - I(a) _
'f“(x”sgfo —a1® u7:ax“ | u* e tdu=——x1
b/ Ona
afa(xX) = fo(X) = afe(x)+ far1(x)
+00 ta_l +00 ta
= :f a—e"“dt+f e *dt
0 r+a o t+ta
+00 [ 1
= ‘[ (a+n—eay
0 t+a
+o00o
ainsi a fy (x)— f}(x) = f 1% le™*! dt etle changement affine u = xt donne
0
afalx) = folx) =T

—at

—dr.

o0
11/ Pas mal de travail a faire. On note f(x) = f(x)e"** et g(x) = I“(a)f
X

— La fonction f est bien définie et de classe ¥ 1 sur R} avec ffx) =

(fz;(x) - afa(x)) e = _%e—ax.

e—at

— La fonction ¢ — est continue sur R}. Elle est intégrable sur [1, +ool et

également sur tout [x, +ool si x > 0. Cela garantit 'existence de g. De plus,

+o00
six>0, gx)=T(a) (/
1

at X e at
@ dt—f1 @ dt). On en déduit que g est de

—ax
classe ¢! sur R} avec g'(x) = -T'(a) exa
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— Pour tout x >0, on a f’'(x) = g’(x). Il existe donc une constante C telle que
f=g+C.
— Pour déterminer C, on n’a pas de valeur de x qui donne de calculs simples.
On passe a la limite en +oo. La derniére écriture de g(x) montre que
liIP g(x) = 0. On a également avec I'inégalité de la question précédente,
X—+00

|f(x)] < %x‘“e_‘” et f est aussi de limite nulle en +oco.

— FinalementC=0et f=g.

+00 t“_l +oo ,—at

12/ Onadéja, pourtoutx>0,f —e‘“dtzl“(a)e“xf — dt.On essaie de
0 t+a X t

faire tendre x vers 0.

—at 1 +00 e—at
— Puisque a < 1, t — eta =, 7 est intégrable ur 10, 1]. Ainsif dt
- 0
converge et
+00 e—ﬂl’ +00 e—ﬂf
lim = dt:f —dt.
x—0 X I3 0 t

— Soit h(x, t) = fT_ae"” pour (x,f) € R* x R%. On a les différentes hypotheses
t(l

de continuités partielles et |h(x, 1)| < 7 = ¢ (). Cette fonction est conti-

1 .
0,+ool, (1) ~ —g—F et(t) ~ p €]0,1], la fonc-
nue sur |0, +ool, ¢( )z—»o a et o( )t~+oo[ uisque a €]0, 1[, la fonc

tion ¢ est intégrable sur ]0,1] et [1, +oo[ donc sur R} . Le théoréme de conti-

2—a-

+00 ta_l

——e ¥ dt est continue sur [0, +ool.

nuité s’applique etx'—»f
pplq 0 t+a

400 ta_l
— Finalement la limite lorsque x tend vers 0 donne f dt =

0 t+a
+oo p—at
F(Oé)f x dt.
0 t

13/ a/ On utilise la relation précédente avec a=1:

+00 ta—l +00 e—t
f dt=r((,¥)f —dt=T(a)'(1-a).
0 t+1 0 t

+00 ta_l T

Dans la partie précédente on a obtenu f = — . Cela donne
0 t+1 sin(amr)

le résultat.

b/ On prouve I'existence de I'intégrale, on effectue le changement de variable
+0o 2 +oo U 1 [too 1/2-1
e dt:f du:—f u'"edu=
0 0

u=r? ce qui donne f

) 0 2Vu 2
51“(1/ 2). la question précédente avec a = 1/2 donne I'(1/2)? = 7 et puisque
+00
b
r>0,I(1/2)=n. Finalement[ e dt= g
0
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