Mathématiques MP2 TD15 - Formule des compléments 12 janvier 2022

Probléme : formule des compléments

A/ Quelques résultats sur la fonction I’

+oo

On définit, pour x > 0, I'(x) = f t*"e~"dt. On rappelle que I est de classe €’ sur R*, strictement positive et

0
+00

que, pour tout x >0, I (x) = f (nt)* e tdr.

0
On note, pour n € N*, lorsque c’est possible,

n n 1
In(x)zf (1—5) *ldt etun(x):f 1-w'"u*'du
0 n 0

1/ Déterminer 'ensemble de définition de I, et de u,, pour n e N*.

2/ Pour n entier naturel = 1, on définit la fonction g; de R} dans R par:

(I—L)ntx‘l si0<t<n,
gn(t) = n
0 sit=n

Al'aide de cette fonction, justifier que, pour tout x > 0, nliIP I,(x) =T(x).
— 100

3/ a/ Trouver une relation entre 1, (x) et u,—(x+1) lorsque n =1 et x > 0.

n*n!

b/ En déduire la relation, pour x >0, I'(x) = lim .
n—+oo x(x+1)...(x+n)

B/ Formule des compléments - premiére version

+00o 2a
On admettra que si « est un réel non entier, alors on a cotan(an) = — + ) ————-.
arw  p=17(@”-no)

4/ Soit x €]0, [. On définit la fonction g sur [0, x] par g(¢) = cotant — % six #0,et g(0) =0.

X
a/ Prouver que g est continue sur [0, x] et calculer f gdte.
0

+00 21—
b/ Montrer que, pour tout ¢ € [0,x], on a g(f) = Z —— 5 etque la série de fonctions an (ou fr(t) =
n=1t"—n"nm
%) converge normalement sur [0, x].
n°m

I

. N x° sinx . . . N x2 too x2
¢/ Montrer que lim ]_[ 1-——|=——:Onnoterasibesoin lim 1_[ 1-——|= 1-——|.
N—+oo ;3 nem x N—+00 ;- n n

5/ Déduire des questions précédentes que, si x €]0, 1[, alors ['(x)['(1 — x) = m
C/ Un calcul d’intégrales

On admet la relation suivante : si « €]0,1[, on a

1t 2a b4
—+) (D)'5——=== :
a 50 a“—n sin(a)

On suppose dans les questions suivantes que « €]0, 1[.

a-1
6/ a/ Montrer que la fonction x — )lc + st intégrable sur ]0, 1] puis sur [1, +oo[. On note alors
1 xa—l +00 xa—l
I(a) =f dx et](a) =f dax.
0o 1+x 1 1+x

b/ Déterminer une relation entre I(a) et J(1 — «).
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7/ al Montrer que

a+n

+oo -1
x 14
f dx=—
o l+x sin(a)

8/ Déterminer pour quelles valeurs positives de g, la fonction ¢ — I lt p est intégrable sur R, . En effectuant un
+

changement de variable simple, déterminer
+00 1
f d.
0 1+ tﬁ

D/ fqy,fonctionI et seconde démonstration pour la formule des complements

lxa—l +oo (1)
f dx= 3D
0 ].+x n=0

b/ En déduire que

Dans cette partie, a désignera un nombre réel strictement positif et @ un réel strictement positif.

a—-1
9/ a/ Montrer que, pour tout x dans R}, la fonction g, : £ — lli_'_—ae_“ est intégrable sur ]0, +oo[. On note alors

fo lafonction définie, pour x > 0, par

+oo ta_l
fa(x)=f — e *dr
0

t+a

b/ Montrer que f, est de classe & 1 sur R:, de dérivée — fi 1.

10/ a/ Montrer que, pour tout x € R}, on a | fu(x)| < %x‘“.

b/ Montrer que, pour tout x € R}, on a afy (x) — f}(x) = r}E‘,ﬁf .
e—at

t(l

Dans la suite, on suppose que a €]0, 1] et a désigne toujours un nombre réel strictement positif.

dt.

+00
11/ Montrer alors que, pour tout x € R}, on a f,(x)e™** = F(a)f
X

+oo pa-1 +oo pmat
12/ Montrer quef dtzl“(a)f S dat.
0 r+a 0 t

13/ a/ En déduirelarelationT'(a)T(1-a) = WJEXH)'
+00

b/ Déterminer la valeur de f e‘t2 dt.
0
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