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Majoration du rayon spectral de la matrice de Hilbert

Une propriété de Perron-Frobenius

1. La matrice est directement symétrique. Pour X € M,, ; (R) décrit comme dans I'énoncé,

ona
XH, X = h XX = i Xj
i=0 j=0 10]0l+]+ll
D’un autre c6té, on a avec X (),
1 1(n-1 . n-1n-1 o
fX(t)Zdtzf (Z x,-t') Zx dlde=Y Y x,-xjt”fdt:fXHnX
0 0 \i=0 i=0 j=0

On a donc ‘X H,X = 0 et, puisque ¢ — X(t)? est continue et positive sur [0, 1], le terme
est nul si et seulement si le polyndme X est nul. Cela équivaut a X = 0. La matrice H,, est
bien symétrique définie positive.

2. SiX € Valors H,X = p,X et '’XH,X = p,'XX = p, IIX||>. Réciproquement, si on note
Xi, ..., X, une base de vecteur propre associée aux valeurs propres0 < A, <...< 1, =p,

n
de H,,ona,siX =) yX;,
i=1

n
'XH,X =Y Ay?
i=1

n
On a alors ‘XH,X — p, IXII* = }_(A; — p,)y?. Chaque terme de la somme est négatif.
i=1

Si la somme est nulle alors chaque terme est nul, c'est-a-dire (A; — p,)y? = 0 pour tout
i € [1;n]. Cela revient a dire que chaque y; = 0 lorsque 1; < p,. Le vecteur X est donc
dans V.

3. Ona

n-1n-1
KoH,Xo =Y ) W7 x;x;

ii B 1] = X | Hy X
i=0 j=0 i=0 j=0

Si X, € V, alors "XoH,X, = p, | Xo||” < *|Xo| H, |X,|- Or, on a toujours *|X,| H, |X,| <
0 || %ol = 0u | Xo|*. Finalement on a

10| H, [Xo] = o [ X0l et || € V.

4. On vient d'obtenir H,, |Xy| = p,, |Xo|- Sil'une des coordonnées de H,, |X,| est nulle - sup-
posons la coordonnées i, - alors la ligne i, de cette relation donne

Zh(ﬂ)|x|_

Puisque tous les termes sont positifs, ils sont tous nuls. Ainsi X0| serait nul et X, égale-
ment ce qui est exclu. Si X, a une coordonnée nulle alors |X,| aussi et H,, | Xo| = p,, |Xo|
également donc X, est nul - toujours exclu.

5. Supposons que X, et ¥, sont deux vecteurs propres linéairement indépendants de V.
Leurs coordonnées sont toutes non nulles, notamment la premiére de chacun (on les
note x, et y;,). Le vecteur y,X,— x, ¥, est un vecteur propre de V dont la premiére coordon-
née est nulle. C'est donc le vecteur nul et X, et ¥, ne sont pas linéairement indépendants.

On en déduit que .

Inégalité de Hilbert
n
6. Soit P = Y a,X*. D’'une part

k=0

1 n 1-— (_1)k+l

P(r)dt = kdt = _

j;l ( ) Z ak kZ’Oak k' n 1
D’autre part
s - i(k+1)0 17 n ei(k+1)ﬂ_1
P 14 14 de — _
fo (e7)e i(k+1)|, ,;)“’“ i(k+1)

( 1)k+1
o k+1)

n n
Y a f k049 = 3" g
k=0 k=0

n

i) a

Ainsi

T . 3 T .
':U P(e)e™a6] < [ IP(e™)ld.
0 0
ce qui donne

1 T
fXanzf (X(t))zdtsf X (e9)|2d6.
0 0
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7. On essaie de calculer I'intégrale obtenue (les coefficients de X sont réels) :

fﬂ X (e")1d0 fﬂX(e"ﬂ)X(eiH)de = f”X(e”)X(e-iﬂ)de
0 0

= Z_ i f eii-k0 40
j=0 k=0
ot
= Ly "40+ Y x; xkf e/i-k0 4g

= Jj*k

= #mIXIP+ ) (xjxk

T . T .
f e‘("k)ed0+xkxjf e"("k)ede)
Ogj<k<n-1 0 0

= 7IXIP+ )

Ogj<ksn-1

xjxkf 2cos((j — k)8)do
0

2
= mIXI*+ ) xx
Ogj<ksgn-1

sin((j—k)e)]”
-k

m X2

On a donc effectivement ‘X H, X < 7 | X ||* pour tout X € M, ([R).
remarque : ce n'est pas demandé mais puisque p, = max;x;-; ‘X H,X, on obtient que
Pp ST.

. Ona

Pns1 = InaX{ XH +1X XE€e n+1,1(R)' X1 = 1}

et une propriété similaire pour p,. Si X est une vecteur propre unitaire pour H, pour
la valeur propre p,,, on peut alors considérer le vecteur Y de taille n + 1 donc les n
premieres coordonnées sont celles de X et la derniére vaut 0. On a alors |Y| = 1 et
'YH,,,Y = 'XH,X = p,.. On en déduit que p,,,, en tant que maximum, est supérieur
a cette valeur p,,. La suite (p,,) ,en+ €St croissante (et majorée par ).

Un opérateur intégral

. Soit x € [0,1[. La fonction intégrée est continue sur [0,1[ et, pour tout ¢ € [0,1],
|K,, (xt)f ()| < nl|f (£)| ce qui donne I'intégrabilité sur [0, 1[. Pour x € [0, 1[, on a alors

n-1 1
T,Hx) =Y (f tkf(t)dt)xk
k=0 \J0

La fonction T, (f) est donc polynomiale sur [0, 1[ donc dans E. Si T,, était injectif, alors on
aurait une application injective entre E de dimension infinie (E contient au moins toutes

10.

11.

les fonctions polynomiales) et I'espace des fonctions polynomiales de degré au plus n—1
de dimension finie.
On peut également constater que cela revient a trouver une fonction vérifiant

1
f t*f(t)dt = 0 pour tout k € [0;n—1]. En considérant le produit scalaire (P, Q) —
0

1
f P(1)Q(r)dt sur R[X], on cherche un polynéme orthogonal aux polynémes de degré
0

au plus n — 1. Cela peut s'obtenir en orthonormalisant la famille (1,X,...,X") pour ce
produit scalaire - le dernier polynéme est alors orthogonal aux précédents.
Pour tout x € [0, 1],

n-1n-1 k

n-1 1 n-1n-1
T,X)(x) = U th(t)dt) x ttkxkde =
" I(;O 0 kz()]z() ICZOJZ()]+IC+1
1
ce qui donne T, (X)(x) = 'Z(x)H,X = 'XH,Z (x) avec Z (x) = .
xn—l

SLT, (f)

donc chercher f sous la forme X. On a alors

T,X)=AX © VYx€[0,1[,'Z(x)H,X = AX (x)

=Afetd+0alorsf = %Tn (f) est polynomiale de degré au plus n — 1. On peut

OrX(x)="Zx)X, ce qui donne alors la relation

Vx€[0,1[,"Z(x) (H,X - AX) =

et donc c’est équivalent a avoir un vecteur H,X — AX = 0. En effet, si on note A =
ag

HX-Ax=| 4

n-1
,alors '.Z (x)A = Z akxk. La fonction polynomiale est nulle sur [0, 1]
k=0
Ap1
si et seulement si ses coefficients sont nuls.
Finalement X est une fonction propre pour la valeur propre A # 0 de T,, si et seulement

si X est vecteur propre pour H,, pour la valeur propre 1.
On consideére donc un vecteur propre X pour p,,. La fonction ¢ = X est alors fonction
1

propre pour 7T,,, c’est-a-dire, pour tout x € [0, 1], f K,(tx)p(t)dt = p,p(x). D’apres la
0

premiére partie, on peut choisir X a coordonnées toutes strictement positives. Ainsi la
fonction X associée est continue, strictement positive sur [0, 1] et X € 7. Pour cette fonc-
tion, on a bien

., = sup K, (tx)X (r)dt.
P xe]01[X(x f
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l’l+1(p(t)
(1-x1)?

Soit ¢ € &7 et X toujours comme au dessus, c'est-a-dire T, (X) = p,,X. Pour tout x €]0, 1],
on a (tout ce qui apparait est positif)

< 1
1-

e Soit a €]0,1[. Pour x €]0,a] et ¢t €]0,1[, on a

a)z(p(t) ett —

(1) estintégrable sur |0, 1[.

1 3 3 (1- )2
f K,tx)X(@0)dr = p,X(x) on en déduit que J, est de classe € sur tout 0, a] avec a €]0, 1[ donc sur ]0,1[ et ], (x) =
N f K (tx)(p(t)ﬁdt = p,X() fl " p(t )dt.De plus
@(t) " o (1-xt)?
X() X (x) 1 n (gt — n
K = = , xt.t" (1) (xt=1+1Dt"p(1)
= (p(x)f 2 (EX) (1) o )dl‘ Pn(p(x)l ) xJl(x) = fo Q—T)Zdt:fo T 3
X(x) 1 f X Lt 1 (¢ L t"e(t
= Pip) S Pl | K, (tx)p(r)dt ”(p Hoo]Ol[ _ _f A )df"‘f L)zdt =f L()zdt —J,(x)
X 1 1 ’ YX o 1—xt 0o (1—x1) o (1—-x1)
= P (x) < xselllog[(tp(x) fo Kn(tx)(p(t)dt) H 5”«»]0,1[ 13. On commence parlecasn =0:
1 — —
ceci étant vrai pour tout x €]0, 1[, on obtient f . = [ 1-t (p( )] f Xt 1+x(1 f) @(t)dt
b 1—
< f K, (tx)p(r)dt H H = —p0)-( 1)[ (pm
x —_— = —_— —_— —_— —
P 00 J0,1[ Ao @) ¢ 00 l0,1[ o (1-xt)®
o ce qui donne la relation au rang 0 avec ¢ = ¢(0) :
et ainsi "
)
0=p0)+(x—-1 f f t)dr
Vped,p, < ( [« (tx)<p(t)dt) 0O+ [ e [T
Enfin on a On refait pour n € N* :
L1 —1) t"(1-1) !
, < inf su f K,(tx)p(t)dt f "pdr = [ t
P (PE»Q{xe]Ol[((p( ¢ ) o 1-—xt ¢ 1-xt e 0
~ 1 n-1_ n _ n _ ¢n+l
avec égalité pour la fonction X. _f (nt (n+ DA );t)er(t ! )<p(t)dt
(1-x1)
B L - dre [(EO=xD—x(” - " d
Une majoration explicite des rayons spectraux = n fo =5 PWdi+ fo (1—x1)? p(B)de
L1 -x)
” = AU =)+ [ —zw(t)dt
12. Soit h(x,t) = "’xt 1 -x1)
e pour x €]0,1][, la fonction t — h(x,t) est continue sur [0, 1[ et majorée par ipft))c = )~y () + = x)f z(p(t)dt
donc intégrable sur [0, 1. on obtient donc
_ 1 oh " (1) - L otng(t L1 - 1) (t
e pourt € [0,1[, x — h(x,t) estde classe € sur]0, 1] avec ox (x,1) = 0= )z,contl- ”]n(x)=”]n—1(x)+(x—1)f0 : _(Px(tizdt_'_fo (1_;(:7( )dt

nue par rapport a ¢ sur 10, 1[ (pour x €]0, 1[ fixé),

ce qui donne le résultat avec ¢ =0 si n € N*.
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14. Onadonc

15.

16.

L t"o(t)

x(1 = x)J, (x) 5
0o (1—-x1)

1-x) de + (x - 1], (x)

L 1-0)e' (1)
1—xt

—n],,(x)+c+n]n_l(x)+f dt + (x-1)J,(x)
0

Puisque

14011 _
]n_l(x):j(; " (1 xt+xt)(p(t)dt:

1
n-1
— fo t"e)dt + xJ,(x),

on obtient

1 1 ¢ _ !
x(l—x)],;(x):(x—l—n+nx)]n(x)+c+nf t"‘l(p(t)dt+f %dt
0 0 -

et ainsi

1 t"(l—t)q)’(t)dt

1
x(1=x),(x) = (n+1)(x—1)]n(x)+c+nf t"‘l(p(t)dt+f
0 0 1-xt

On résout cette équation sur [0, 1[ puisque 1 — ¢ ne s’y annule pas. On obtient y(¢) =
C.exp(yIn|1-t]) = C(1—1t)?. La fonction y est strictement positive sur ]0, 1[ si et seule-
mentsi C > 0. Lafonction 1/y admet un prolongement continue sur [0, 1] si et seulement
si—y = 0soity <0. Enfin, on a (1 —t)¢(¢) de limite nulle en 1 si et seulement si 1 +y > 0.
Finalement les conditions sont‘ C>0et-1<y<O0|siy(t)=C(Q-1)".

On prend donc ¢(t) = (1 - )" avec y €] — 1,0]. Les fonctions qui apparaissent sont déri-
vables sur 10, 1[ donc

@', (x) (nx"77,(x) + x"J, () 1 =) +y(1 - x)7" %", (x)
GO @, (x)

1-x

" Tx1 -0 -x)" +y

(E+L)q>,,(x)
x 1—-x
n-1

1 1 ¢(1 _ !
(c+(n+1)(x—1)]n(x)+nf t"‘1<p(t)dt+f Mdt)
0 0

e
1-x)r* 1-xt

"1 -0t Lo (t
onaf wdtz—yf A )dt, si bien que
0 1-xt o 1—xt

@', (x)

—+
x 1—-x X

(n y _n+l- 1

xn—l 1
(c + n[ t"‘l(p(t)dt)
0

)q)n(x) + RS

n-1

x(1-x)

——+y D, (x)+

1
—_——
= | =

1
(c + nf t”_l(p(t)dt)
0

-1
x(1 —x)) (1-x)r*

Il reste alors
)ty +1)

1 1
1 tdt:f "1 -)rde =
fo ¢l o 1= T(n+1+y)

Tout cela donne

O )= —(y+ )22 Ly A
n - Y X (l—x)}'H n

I'(n)I'(y +1)

Oﬂc"=6+nl"(n+—l+y)

(et ¢ = @(0) si n = 0 et ¢ = 0 sinon). On peut simplifier la
constante :

I'n+l+y)=n+y)n-=-1+y)...A+IA+7y),
si bien que

nl'(n) n!
c+ =c+ .
(n+y)n-1+vy)...0+7y) (n+y)n-1+vy)...(0 +7v)

Cc, =

_ n!
T (n+y)n-1+y)...(A+y)"
17. Onrésout|’équation différentielle obtenue sur ]0, 1[ :

On anotammentcy=c=¢(0)=1et,pourn=1,c,

¢ les solutions de I'équation homogene sont x — %,
e une solution particuliére s'obtient par exemple par méthode de variation de la
constante. On le cherche sous la forme A (x) f; (x) avec f, (x) = # etonal’équation

Ay () = ¢ =X

(l _ x))/+l’
n+y
! —
A'x) = Cn (1 _x)1+Y
.
puisque n +y > -1, la fonction ¢ — (It”ﬁ est intégrable sur ]0,1/2[ et une pri-

mitive de cette fonction admet une limite finie en 0, ce qui permet de prendre la
primitive qui s'annule en 0 pour avoir

tnry

Alx) = —dt
(x) c,,fo o

et finalement
t n+y

P, (x) = — n_[* d
n(x) - x’y+1 + xY+l fo (1 _ t)l+}’ t

Puisque @, admet une imite finieen 0,ona A =0 et

tn+y

A= dt

— Cn *
Vx€]0,1[,®,(x) = re fo
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1-(xp)”
1-xt

1 11—
%) = Px) (fo 1-

On note alors a = —y en prenant y €] — 1,0[. Cela donne

1
(t)dt) 200 Uo(x) —x"J,(x)) =

Dp(x) =Dy, (x)

1t — (1-1)7 (ety €] —1,0[) et K, (¢tx) =

Dy (x) — D, (x).

! fx ! (1-c,t™dt
-C .
" Jo t*a-n'® "

On écrit ¢, avec a :

n!

= Hn
l-a)2-a)...(n—a)
Puisque les fonctions ¢ utilisées sont dans <7, on a

f K, (t ndt
(I}?Qfxsellt)l[((,o( f n D) )

Cp =

C x e c xo e
lga f 1-a dt - lfa f
X o (1-1) X o (1

i@

tn

cela donne I'inégalité pour p,,.

19. On effectue les calculs avec a = 2
0 - n! B 2" n! _@"nn* 2% (n)?
" 13 @n-1) 13..2n-1) (@2n) @n)!
2277 2
on a alors goiin
0, < Hl/(Zn)[ dr
Vi-—1t?

avec 9%/ = w,, cela donne

1/w? dr
pn s wnj(;

. 1 * 1-6,
inf sup 1-a f a 1-a
a€l0,1l xej01 \ X o t*%(1-1)

1/w? dr V2
— =2w, —————— =w, larcsin(2r - 1)], ".

1 1 0 VvV1-(2t-1)2

——(t-2)?

4 2

Plus qu'a simplifier arcsin(2 — 1) en espérant faire apparaitre arcsin \/z. Le plus simple

est de dériver ces fonctions. Si g(¢) = arcsin+/¢ alors g'(t) =

1

11
2Vt V1-t

2Vt -1)

On se rend compte qu’il vaut mieux prendre cette primitive dans le calcul, ce qui donne

fl/wn
0 ‘/t_tz

I/wﬁ 1
= [2 arcsin \/?]0 = 2arcsin —.
w

n

. 1
Finalement, on a| p,, < 2w,, arcsin o,

20.

| n2 n2
Wy, —ZeXp( () )—exp(ln2+il (72} ):exp(i(1n4"+ln () ))
2n (2n)! 2n (2n)! 2n

2n)!
2
d'olt w,, = exp (ﬁ In 4?;—2;),) avec

o (nh)?
(Zn)l n—’+oo

g 27 n)n*"e "

/47[”((2”)2” —2n n—+oo nn

Le terme dans I'exponentielle tend vers 0, d'out

1 4™ (n!) Inn
a)n—ln_:oozn(n 2n) )n—:—ooz_ln(\/ 1) ~ —

n—+oo 4n

Onadoncw, =1+ lfll—r?+o(12r?) et L = 1—12—,’11+0(12};1) OnaégalementarcsinwL =
n
% — arccos ;—. En utilisant de plus arccos1 — u ~ Vv 2u, on peut effectuer un dévelop-
n u

pement limité et obtenir (calculs a revoir quand méme)

1 Inn Inn
2w,arcsin— =g —{/—+0|{/—
Wy, n n

ce qui donne un équivalent de 7 — 2w,, arcsin 1

wy”
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