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Correction

Etude préliminaire

I.A - Convergence des séries de Riemann
LA.1 Pourtout x € [k,k+1],ona f(x) < f(k). On en déduit que

k+1 k+1
fx)dx < flodx=(k+1-k)f(k).
k k
De méme, si k = a+1 alors k—1 = a et, pour tout x € [k—1,k], f(k) < f(x). Cela donne
l'autre inégalité.

I.A.2 Si a <0, la suite (#) ne tend pas vers 0 et la série associée diverge. Si a > 0, la fonction

X— x—la est continue, décroissante sur [1, +ool.

LA " dx
Yl e
1

k=2 x

n

1 1
1-a x*1

1
< . La suite

esia>1.0na, pourn=2 A, =
1 a—

. Lo e 1
(Ay) est croissante majorée donc convergente. La série Z —g converge.
n
e sia<l,ona,pourn=2,

LA n+l gx 1 1
Ap = _>f ax_
n kg,lka A a

n+1
l—ax“‘l]z 1-a

p; (n+ 1Dt -2071

de limite +oo. La série diverge.
e sia =1:comme le cas précédent en changeant la primitive par un logarithme.

I.A.3 On a directement, puisque les termes de la somme sont tous positifs, S(a) = 1. On reprend
les inégalités précédentes. Cela donne

Lorsque n tend vers +oco, on obtient S(a) <1+ ﬁ.

I.B - Premieére étude asymptotique du reste

+0o

+00 dx
<R, (a) s[ — - Celadonne
n

LB.1 Onreprend les mémes encadrements. On obtient f
-1 X

n
On a alors

x(l

1 S T
@-pne T S Bl < TG TE T

0<R, (@) 1 < 1 ( 1 1 )
< a)— < - .
n (a_l)na—l a—1 (n_l)a—l na—l

L.B.2

I.B.3

1 11 _lya-1_4)_ 1 .
DT T~ T ((1 %) 1) na.Cela donne le résultat.

+00 +00

dx
x_“ < R, (a) s[

n-1

On peut aussi repartir de f

X
—z qui donne
n X

0< R, (@) f+°°dx<f” dx< 1
< a)— — X xS T
" n x® n-1 x* (n-1°

*o0 dx _ 1 )
(@-Dn% 1"

ce qui donne a nouveau le résultat (avec f =
On écrit la formule de Taylor entre les points b= k+1 et a = k. Cela donne

n X

k+1

flk+1) =f(k)+f’(k)+f”(k)+f %(k+1— 02O de
k

avec f'(t) = %a, () =- t[fﬁrl et f&(r) = %. On obtient alors

1 1
f(k+1)—f(k)=ﬁ—“ Ay

2t

) dt. Ce terme est positif et pour tout ¢ € [k, k+ 1],

k+1 1
ol Ay = wf (k+1- 12
k t
ala+1)
2kll+2 ‘
On somme la relation précédente pour k allant de » a I'infini. On obtient (outes les séries

convergent car a,a + 1, @ + 2 sont strictement supérieurs a 1) :

(k+1-0p2 t"‘l*z < ﬁ On obtient alors 0 < Ay <

+00
—fW) = Rp(@) - %Rn(a+ D+ Y A

k=n
OnaaR,(a+1)= L+O(L) et
n e P
too ala+1) 1
ngz Ak$ TRH((X‘FZ):O(W)
=n

de nouveau avec la question précédente. Tout cela donne

~ 1 1y 1 1 1
Rn(a)——f(n)+m+0 P —(a_l)na_lm'f-o _n‘”l .
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Formule de Taylor et nombres de Bernoulli

II.A - Nombres de Bernoulli

II.A.1

II.A.2

II.A.3

-1

L fb = Z a; fV (les coefficients sont pour le moment
i=0

Onposeg=apf+aif +--+

quelconques). On a

g
by

Il
.M“

j=1 ]'
p 1 [/tp-1 @ P 1(2r @ j+p-1 @
= 25| X a-ifP=r 5 de—jf + ) ar-if
j=1 J: k=j j=1 ] k=j k=p+1
S|
k k
= Y caf ey Z k=i
lsjsksp] j=lk=p+1J
Pk ap -
Gk=j | rk k
— (Z )f() Z ak,pf()
k=1\j=1 k=p+1
Pour obtenir I'expression souhaitée, il faut et il suffit que ay = 1 et pour tout k € [2; p],
k
Z = 0. Cela donne, de maniére équivalente ay = 1 ainsi que, pour k € [2;p—1],
j=1

k

Qay—
ak—lz_z £

' ] ou encore, pour tout ke [1;p—1]

k+1

akZ—Z

j=2

-y

i=0

Ak+1-j
i

ai
(k+1-1)!

Ces relations définissent une unique suite (a,),en par ap = 1 et, pour tout n € N*, a, =
n+1

+
- Z # (la relation de fait intervenir que des termes d’indices moins élevés).

j=2 I
On a obtenu les relations demandées. On obtient a; = % eta, = Lz On montre I'inégalité
par récurrence. Si elle est vraie jusqu’au rang n — 1, alors

+00

Z

n+1 1

Z

la,| < =e—-2<1.

a) Si |z| < 1, alors |apzP|
convergente si |z| < 1.

< |z|P et Z |z|” converge. La série Zapz” est absolument

b) On effectue le produit de Cauchy entre les sommes des deux séries absolument
convergentes :

(e - Dgp(2) = (f Zk) (Z apzp)

k=1
k +o00
On note uy = % pour k € N* et uyp = 0. On a alors, pour |z| < 1, (e — 1)¢p(z) = Zo Wy
p:
ou
p P a,_
_ -k _ p—k
wp =) upap_gz’" = (Z T) 2P
k=0 k=1 *
avec wy = 0. D’aprés la définition de la suite (a;), on a, pour p =2, Z =0.Ilne

j=1 ]-
reste que w; = u; = z. Finalement, pour tout z € C avec |z| < 1, on a (e* — 1)p(z) = z.

Cela donne, pour ze C* et |z| < 1, p(2) = ZZ_ 1

=3)
X —- | =
ef—-1 2

xe*+1 _
2 %-1"

Puisque g est développable en série entiere sur | — 1,1[, tous ses coefficients d’in-
+o0

c) Pour xe R* avec |x|<1,ona
xe +1

T2 -1

x2+e* -1
2 e*-1

X
gx)=px)+ 3=

On a alors g(—x) = — = g(x). La fonction g est donc paire.

dice impaire sont nuls. Puisque g(x) = ¢(x) + % = Z apz” (puisque a; = —%), ona
p=2
asx+1 = 0 pour tout k € N*. On détermine alors a, avec la relation de récurrence (et

as =0). Cela donne a4 = —%.

II.B - Formule de Taylor

II.B.1 Ona
2p

>

i=0

k+1
glk+1)= w @ (k )+(21)'f (k+1-0%P g (p dz.

ce qui donne

k+1
glk+1)-g(k) = Z (k) (21)'f (k+1-0%P g (p dt.

ou encore

2p-1

fl) + Z

I=

k+1
glk+1)—g(k) = byop fPD (k) + (21 I f (k+1-0% g () dz.
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1 l—a f/(x):x a
Aa+j—- 2)

On obtient une expression pour R(k) (un peu lourde). On a f(x) = 1=

fH (x)

a+1 et (par récurrence), f)(x) = (1) (@) (@ +1).. a+] T
2p-1

On s'interesse a la premiére somme : Y _ biopf @P+D (k). Le nombre de termes est fixé et

I=1

2p+1=2p+1.Puisque k=1,0ona f®*) (k) =0 qui est aussi un O(

S S 1
k2p+l—1+a k2p+a :
Par somme finie, cette premiére somme est un terme en O (ﬁ)
k+1
On étudiel'intégrale (k+1- t)2pg(2”’+1) (1) dt.Lafonction g(z"’“) est une combinaison
linéaire (finie) de termes f') pour i = 2p + 1. Par inégalité triangulaire, on majore I'inté-
k+1 gt
grale par une combinaison de termes f —7-7 et ces termes se majorent (en valeur
k T

7 avec a +i—12= a+2p. On a de nouveau une combinaison de termes

absolue) par k"‘%

eno(ﬁ).

Finalement |R(k)| = O ), la suite k2P*®R(k) est majorée a partir d'un certain rang

( 1
k2p+a¢
donc majorée. Il existe A > 0 tel que, pour tout k € N*, |R(k)| < Ak~ 2P+,

IL.B.2 On reprend le méme principe qu’'une question précédente. On somme la relation f’(k) =
m = g(k+1)—g(k) — R(k) pour k allant de n a 'infini. C’est possible puisque a > 1
donc la suite g(k) tend vers 0 etla série ) R(k) converge d’apres la majoration précédente.
On obtient

+00
Rn(@)=~-g(n) - 3 R(k)
k=n
Ona
+00 +00 1 1
kgﬂR(k) < AIE’”W =AR,Cp+a) = O(W) .
2p-1
Enfin g(n) = Z akf(k)(n). Puisque p = 2,0na2p—1= 3 etle terme azp- est nul. On a
k=0
donc

+00

1 1
Ra@) = Y. = == (a0 f 00+ arf )+ @ f" () + -+ azp2 f2 2 ) +0 (W)
k=n

ILB.3 Pour a =3 et p =3, on obtient

1 1 11 1 -3 1 -3.4.5 1
bl ek ol

+00o

Ry(3) = Z

1 1 1

. 1 1
soit R,(3) = ——= + +————=+ = .
n() 2n” " 213 ant 1218 O(ns)

Polynomes de Bernoulli et formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

IIL.A - Polynomes de Bernoulli

III.A.1 Propriétés élémentaires.

a) On montre par récurrence &?(n) : « A, existe et est unique et A, est polynomial de
degré n». C'est le cas pour Ap. Soit n € N pour lequel la propriété est vraie. Alors il
X

existe C € R tel que, pour tout x € R, A;4+1(x) = C+f A, (t)dt. La derniere condition
0

1 1 X
donne f Ap1(Ddet=0= C+f (f Ay(1) dt) dx. Cela définit C de fagon unique et
0 0

0
X 1 x
Api(x) =/ An(t)dt—f (f An(t)dt) dx. On trouve également que A, est un
0 0o \Jo
polyndéme de degré n+1. Par récurrence, le résultat est vrai pour tout n € N. On trouve
- - 1 g -ly2_ 1y, 1 —1ly3_1ly2, 1
Ao—l,Al—X—z,Ag—ZX 2X+128tA3—6X 4X +12X.
On pose B, (1) = (-1)" A, (1 —¢) pour tout n € N et tout ¢ € R. On vérifie que (B,) nen

vérifie les mémes propriétés que celle de A;. par unicité, on a A, = B, pour tout
neN.

b)

1 1
c) Pourn=2, An(l)—An(O)zf A',l(t)dtzf Ap—1()dt=0.0nadonc A,(1) = A,(0)
0 0

si n = 2. On a également Ay, (1) = (-1)*"1A4,(1-1) = —As,_1(0). On a donc
Azp_1(0)=0sin=2.
no o X (k) )
d) On a A,(X) = ZA,Z (O)F' Or A, = Ay et A, (0) = ¢y—g. On a donc A, =
k=0
k

X n
Z Cnk— i Z ckX"_k(n —k)!. Larelation A;+1(1)— A,+1(0) =0, pour n = 1, donne
k 0

alors Z T +1—k)'

n-1 Ci lc 1-
e) Onabiencyp=1etcy,=— > —], =- m' I Ce sont les relations qui dé-
izo (n+1=7)! =

finissent I'unique suite (a,) d’ou I'égalité entre les deux suites.

III.A.2 Fonction génératrice.

n
1, on a |[A,(f)] < Z < e. On a alors

k!
k=0 K
|A; (1) 2" < e|z|" et la série converge absolument si |z| < 1.

a) Pour ¢ € [-1,1], puisque |a| <
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b) On note f;(t) = A,(£)z". La fonction est de classe ¢ sur [0,1] et f(1) = A}, (1)z" =
A,1(Dz"sin =1 (et fo’(t) = 0). La série an converge simplement sur [0,1] (car
Ifn(D] < elzl™) et|f],(2)] < elz|™ donc Zf,’l converge normalement sur [0, 1]. On peut
donc dériver terme a terme. Si on note k : t — f(t,z) pour z fixé, on a, pour tout

+00
€[0,1], h'(0) = ) Ap1(02" = zh(1)

n=1
On en déduit (équation différentielle) que, pour tout ¢ € [0,1], h(f) = h(0)e'®. Or
+o0
z
h(0) = f(0,2) = )_ anz" = ¢(2) = Rt Finalement, pour tout ¢ € [0,1] et z € C*
n=0 Zetz
telque |z| <1,0na f(¢t,2) = pran
¢) On calcule:
ze*? R e“? 41 1 5 z/2
=z =z = .
e -1 e*-1 (ez/2+1)(ez/2_1) ez/2_1 ez/2_1
Ona

Zez/Z

71 =2¢p(z/2) —p(2))

& )—fA e
fz'z _n:O n2Z

:22

+
n=0

o0 +00
an(z/2)" =Y apz"
= n=0

+00 1
= ap+ Z(m—l)anz".
n=1 2

Ces calculs sont valables notamment pour |z| < 1 et z # 0. L'égalité est vraie en 0 éga-
+00 1 +00

lement. On a donc pour |z| < 1, ZOA"(E)ZH =ap+ Zl(F —1)a,z". Par unicité de
n= n=

1

-1

développement en série entiere, An(%) = (2"

—1)a, pour tout n € N*. La formule
est vraie pour n =0.

III.A.3 Variations des polynémes de Bernoulli.

a) Quelques idées pour la démonstration (je vous laisse la rédaction) :
* On le fait pas récurrence en regroupant 4 par 4. Puisqu’on commence a n = 2, on
fait un paquet avec Agx+2, Agk+3, Agk+a €1 Aggss.
* On utilise les propriétés déja prouvées : évidemment A}, = A,_; pour les varia-
tions, A,(0) = A, (1) et An(%) = (Zn—l_1 —1)a, qui donne notamment le fait que
Ay, (1/2) et A,(0) sont de signe opposé. on a aussi A,(0) = A,(1) = A,(1/2) =0
lorsque n est impair.

IIL.B -

111.B.1

e la symétrie A,(1 —x) = (-1)" A, (x) : si n est pair le graphe est symétrique par
rapport a la droite d’équation x = %, si n est impair, le graphe est symétrique par
rapport au point (%, 0)

* Pour les cas pairs, la fonction n’est pas identiquement nulle, on obtient facile-
ment les variations avec la relation A’n = A,—1 et on traverse strictement 0 (sinon

A,(0) et A,(1/2) sont de signe contraire, donc seraient nuls et A, serait identi-
quement nulle).

b) e pour n =2k pair, les variations nous donnent le fait que le maximum de |A,,| est

en 0 ou en 1/2 mais |A,(1/2)| < a,. Finalement, | A, | est majoré par |a,|

* pour n =2k + 1 impair : avec les variations et la symétrie, il existe xq €]0,1/2[ tel
que [Aggr1| < [Agger1 (x0)]. O Aggern (X0) — Azg+1(0) = Azger1 (%0) = foxo A () dt.
On adonc |Azgi1 (X0)| < |api|.xo < @.

Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

a) parrécurrence sur g en intégrant 'intégrale par parties.

b) on écrit la formule précédente jusqu'a g = 2p + 1, et on utilise A;(0) = a; = —1/2 et
A1(1)=1/2, Apg41(1) = Azr41(0) =0 si k € N*. La formule vient directement.

I11.B.2 On applique le résultat précédent a la fonction fi : x — f(k + x). Elle est toujours de classe

& sur [0,1]. On obtient les relations

1 P ; -
fhk+D=f = S(FR+ [ kD)= Y a; (f(zf)(k+ 1 —f(zf)(k))
=1

1
—fo Appr1 (D fEPD (k+ 1 dt.

Pour tout £ € [0,1], Agpy1(8) = A;’DJrl (1) et ma fonction A;pJrl est de période 1. On effectue
la translation « u = k + ¢ » dans I'intégrale ce qui donne

k+1 k+1
Ay (=) PP () du = fk Ay @ fPP2 ) du

1
fo Asp (D P2 (k) dt = fk

On peut sommer la relation de départ pour k allant de n a N - en utilisant les télescopages,
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on obtient

1 N 14 . .
FIN+D - f(n) 5 2 (f 0+ k+D) =Y a (f(zf)(N+ 1 —f(zf)(n))
=1

k=n

N+1
—f Az, (D fEP (1) dt
n
N 1, 1, ¢ @j) @)
- Zf(k)+§f(N+1)—§f(n)—Za2j(f DN +1) - f@ (n))
k=n j=1
N+1
—f As,n (PP (0 dr
n
Les termes f(N +1), f'(N +1), f (N + 1) tendent vers 0.

Lintégrale tend vers celle de n a l'infini. En effet, on justifie l'intégrabilité de t —
Agp (0 f@P+2 (1) sur [n,+oo[ : la fonction est continue sur cet intervalle; on a
|a2p|

| 45,1 (07272 0] < 2
|f(2p+2)(t)| — Sf(2p+2)(t) et

| f@P+2)(1)|. Si on note € = +1 le signe de f?P*?), on a alors

<

X X
f |f(2p+2)(t)| dt = Ef f(2p+2)(t) dt=¢ |f(2p+l)(t)]if — E(f(2p+l)(n) —f(2p+l)(X))

n n

de limite finie £ f?P*1 (n) lorsque X tend vers +oco. On en déduit I'intégrabilité souhaitée.
Cela donne la convergence de la derniére série restante (celle de terme général f'(k)) ainsi

que
+00 1 p . +00
-fm=Y - I+ Y arif®(n)- f Az, (D fEPA (1) dr
k=n Jj=1 n

ce qui se récrit en
= 1, z @)) o @p+2)
Zf(k)=—f(n)+§f () - ) ajf'*“! (n)+f Ay (O PP de
k=n j=1 n

La majoration de l'intégrale a été obtenue précédemment : on avait

X X
f IFePPwde=e f FeP A dr=e|feP 0], =e(F2 D - FEV0)
n n

+00
ce qui donne f [P (1) dt = e f?PTV (n) et enfin
n

<

oo @p+2)
A3y (0 2P () di
n

+00 azp @
—=|ferA () de
fn 2 |f (0]

<|Zllrer

111.B.3 Avec f(t) =

1 1 - +1...(a+k-2 .
(l_a)xa_l,onaf’(t) = et fR @) = (-DF 1a(a@ 105+I££¥1 ) Les dé-

rivées sont de signe constant sur [1,+ool et de limite nulle en +oco. On peut appliquer le
résultat précédent (au rang p — 1) a cette fonction. Cela donne

2p-2

+00
Ru(@)=- ). akf(k)(n)+f A3, (O fCP () dt.
k=0 n

Compléments sur I'erreur

IVAA - Encadrement de 'erreur

IVA.1 e sin=1 mod4:ona (changement de variable affine « u=1—¢»)
1 0 1/2
f An(t)g(t)dtz—f An(l—t)g(l—t)dtz—f An(Dg(l-1pdt.
1/2 1/2 0
1 1/2
On en déduit quef An(t)g(t)dt:f An() (g()—g(1—1) dt.Sire0,1/2] alors
0 0
t<1l-tetg(t)—g(l-1 <0.0n aégalement A,(t) < 0. Finalement, pour tout
t€(0,1/2], Ay(2) (g(1) — g(1 - 1)) = 0 et 'intégrale est positive.
¢ sin=3 mod 4 : méme principe mais avec A, () = 0.
n-11a
IVA.2 Ona S(a) = Z % + R, (a) donc
k=1

5 2p +00
Sn2p—2(@) = S(a) - (Rn(a) + Y ag f““)(n)) =S(a) - f Az, (0 f®P () dt.
k=0 n

On a donc besoin du signe de ce reste intégrale. On effectue la transformation dans I'autre
sens:

1
App1 (D f@PN(t+ k) dt

+o0o pk+1

+too +00
f A;p_l(t)f(ZP)(t)dtz Z Aékp_l(t)f(z’”)(t)dt: Z
n k=n'k k=nv0

+oo pl
En remplacant p par 2p+1,0na Spap(@) =S(@) = Y. | Asp1 (D f*P* 2 (t+ k) dt. La dé-
k=nv0

rivée de g = f“4P+? est f4P*3) est positive donc g est croissante. On peut appliquer le ré-
sultat de la question précédente, I'intégrale est positive et Sn,4p(a) < S(a). De méme avec
p remplacé par 2p + 3 (et le signe contraire) - cela donne la majoration. On peut appliquer

cette majoration avec p —1 au lieu de p.
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Ona0<S@)~Snap@) < Spapr2(@) = Spap@) = —asps2 f4P*? (2n) et
|S(@) = Snap(@)] < |@apr2 f4P2 (m)].

On obtient le cas 4p — 2 avec la seconde inégalité de la question précédente.
IVA.3 On est dans le cas a = 3, p = 2 et n = 100. Lerreur est majorée par |agf© (n)|. On a
f(6)(t) - _ 3.4.t58.6.7 d’ot1 un majorant 72 1 1 1

6.42' 1076 12.10° ~ 107"
IV.B - Séries de Fourier

Pour tout entier naturel p > 1 et tout réel x, on pose A,(x) = A, (% - [%J )

IV.B.1 C’est la version « étirée » et périodisée de A,. Les tableaux de variations de I11.A.3 nous
donne la continuité par morceaux de A, - et méme la continuité sur Rsi p = 2.

1 . 1 ,
IV.B.2 Par changement de variable, Ap(n) = f A,,(Zﬂx)e_z”’”x dx = f Ap(x)e‘z”mx dx. On
0 0

peut appliquer la formule de I11.B.1.a avec f(t) = e*"™, Pour p = 1, on obtient

1 1
FO=fO =3 (FO+fm)+ (—D”fo Ay f PV () de

car f et ses dérivées sont 27 périodiques (et A;j(1) = A;(0) si j = 2). Il reste

1 . 1
(—1)”(—2in7r)”+1f Ap(te ™"l qt = -5 (~2irn) 1+ 1) = 2inn
0

1
Finalement, pour n = 1, Ap(n) = —m. On a enfin Ap(O) = f Ap(f)dt = 0 puisque
0

p=1.

IV.C - Comportement de 'erreur

(a+2p)(a+2p—1)
2

. f@P)(1). Al'aide du calcul

IV.C.1 Les calculs précédents donnent f2p+2(t) =

précédent, on obtient

aZp+2f(2p+2) (n)

azpf(zp) (n)

_(a+2p)a+2p-1)S2p+2)
- 4n*n*S2p)

IV.C.2 D’apres la question 1.A.3, on a pliIP S(p) = 1. On en déduit que
—+00

p?

2p+2
d2p+2f( P+2)(n)
ptoo 22

azpf(Zp) (n)

Notamment azp f 2P)(n) tend vers +oo lorsque p tend vers +oo. Fixer n et augmenter
p pour calculer Sp2p(a) est donc une mauvaise idée puisque la série de terme général
apf 2P)(n), qui apparait dans I'expression, est divergente. Pour le calcul, on peut fixer
p - on aura alors une convergence en O(1/n?P*%~1). On peut également prendre p = n,
calculer S,, 2, (@) avec une erreur qui aura une décroissance quasi-géométrique de raison
proche de 1/72... ou encore plein de choix du méme genre
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