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D’apres Centrale MP 2011

Lobjet de ce probléme est de donner une approximation de la somme des séries de Riemann

+00
convergentes S(a) = Y — ol a est un réel strictement supérieur a 1. Pour cela, on étudie le
n=1"1
reste :
+0oo
Ry(a) = 2: %3-
k=n

Dans la premiere partie, on donne une premiere approximation du reste. Cette méthode se
généralisant mal, on utilise dans la deuxiéme partie une formule de Taylor pour obtenir simple-
ment un développement asymptotique du reste. L'inconvénient de cette méthode est qu’elle ne
donne aucun contrdle de I'erreur.

Dans la troisieme partie, on retrouve a partir de la formule sommatoire d'Euler-Maclaurin
le méme développement asymptotique avec une expression de I'erreur assez satisfaisante. On a
besoin dans cette partie d'une étude succincte des polynémes de Bernoulli.

Dans la derniere partie, on étudie de maniere assez précise le controle de cette erreur, pour
conclure que les formules sommatoires étudiées ne sont pas nécessairement convergentes.

Etude préliminaire
I.A - Convergence des séries de Riemann

L.A.1 Soit f une fonction réelle, définie continue et décroissante sur [a, +oo[, ou a € R. Montrer,
que pour tout entier k € [a+ 1, +oc0o[, on a

k+1 k
f(x)dxsf(k)sf fx)dx
k-1

. . . 1
LA.2 En déduire la nature de la série de Riemann )  — selon la valeur de a € R.
n=1
+00
En cas de convergence, on pose S(a) = Z
n=1

=
I.A.3 Pour toutréel a > 1, montrerque 1 < S(a) <1+ ﬁ.

I.B - Premiére étude asymptotique du reste

Dans la suite du probleme, pour tout réel a strictement supérieur a 1 et pour tout entier na-
+00o

turel non nul n, on pose Ry (a) = )_ 7
k=n

LB.1 En utilisant’encadrement de la question 1, montrer que R, (&) = W +0 (#)
a-1n

ﬁ. En appliquant a f la formule de

1-a)x

Taylor avec reste intégral a I’ordre 2, montrer que, pour tout k € N* :

I.B.2 Soit f la fonction définie sur R} par f(x) =

flk+1)-f(k)= + Ag

1
k® 2 e+l
ala+1)

ol Ay est un réel vérifiant 0 < Aj < 9ka2

I.B.3 En déduire que:
Ry(a) =

1 1
——+—+0
(@-1n* ! 2n% (n““)

On pourrait répéter le procédé pour obtenir un développement asymptotique plus précis de
R, (a), mais la partie suivante va nous donner une méthode plus rapide.

Formule de Taylor et nombres de Bernoulli

I1.A - Nombres de Bernoulli

I.A.1 Montrer qu'il existe une suite réelle (a,),en ayant la propriété suivante : pour tout entier
p € N*, pour tout intervalle non réduit a un point I et pour toute fonction complexe f de
classe € sur I, la fonction g définie par: g = ag f + a1 f' +++-+ ap—1 f P~V vérifie:

1 1 1 Pl
! " 3) » ! (p+D)
g+_g +_g +...+_g + b f
2! 3! p! ! 1221 b

ou les by, sont des coefficients indépendants de f que I’on ne cherchera pas a calculer.

p+1

II.A.2 Montrer que ag =1 et que pour tout p =1, ap = — Z m
i=2 b

En déduire que |ap| < 1 pour tout entier naturel p. Déterminer a; et ap.

ap+1-i

II.A.3 a) Pourtout z € C tel que |z| < 1, justifier que la série Z apz” est convergente.

peN

+00
On note ¢(z) sasomme : @(z) = Z apz’”.
p=0

b) Pour z € C tel que |z| < 1, calculer le produit (e* — 1)¢(z).

En déduire que, pour tout z € C* vérifiant |z| < 1, on a ¢(z) = ezz

— 1 :
c) Vérifier que x — ¢(x) + % est paire. En déduire que ayr.1 = 0 pour tout entier k = 1.
Calculer ay.

Les nombres b, = nla, sont appelés nombres de Bernoulli.
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II.B - Formule de Taylor

Soit f la fonction définie sur R} par f(x) = ol a est un réel strictement supérieur

1
. (1-a)x*V

al.
Dans cette question 2.2, on fixe un entier naturel non nul p et on note :

g=aof +arf' +-+ap1 fOP7V.
Pour tout k € N*, on pose R(k) = g(k+1)— g(k) — f'(k) de sorte que :
gk+1) - g(k) = f'(k) + R(k).
IL.B.1 En appliquant a g la formule de Taylor avec reste intégral a I’ordre 2 p, montrer qu’il existe
un réel A tel que, pour tout k € N*, |R(k)| < Ak~?P+®,
IL.B.2 En déduire le développement asymptotique du reste, pour p =2 :
+00

Ry(a@)= )

= (aof(m) +arf (0 + ap f" () + -+ + app—n fP 72 (m)) + O(
k=n

n2p+a—1 )
On obtient ainsi une valeur approchée de S(a) donnée par :

n-1

Sn,2p72 (a) = Z
k=1

1
7@~ (@f+arf'(m+af'(n)+-+ azp—> fPP7? (n))

IL.B.3 Donner le développement asymptotique de R,(3) correspondantau cas ¢ =3 et p = 3.

Polyn6émes de Bernoulli et formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

On peut calculer, pour n=100:

5100,4 (3) =1,202056903159594277 ...
tandis que S(3) vaut 1,202056903159594285... (constante d’Apéry).

La méthode de la partie 2 semble satisfaisante, mais ne fournit pas d’'information précise sur le
terme O (

la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin.

ﬁ). C’est pourquoi on introduit dans cette partie les polynémes de Bernoulli et

II1.A - Polynomes de Bernoulli

On définit une suite de polyndmes (A,) nen = (A, (X)) nen Vérifiant les conditions suivantes :
1
Ap=1, Al = An etf App1()dt=0pourtout neN 6))
0

Les polynémes B,, = n!A, sont appelés polynémes de Bernoulli.

IIL.A.1 Propriétés élémentaires.

Montrer que la suite (A;),en est déterminée de facon unique par les conditions (1);
préciser le degré de A,,; calculer A;, A; et Az.

a)

b)
c)
d)

Montrer que A, (f) = (-=1)" A, (1 — 1) pour tout n € N et tout ¢ € R.
Pour tout entier n = 2, montrer que A,(0) = A, (1) et que Az;,-1(0) =0.

On pose provisoirement ¢, = A, (0) pour tout entier naturel n. Montrer que, pour tout
nenN,
X" X2
Ap(X) = Co—r et cn,gj +cep1X+cp
n! !

puis que,sin=1,
Co

(n+1)! *

Cn—2 Cn-1
ey 4, =0
3! 2!

e) En déduire que, pour tout n € N, on a en fait ¢,, = a;,.
III.A.2 Fonction génératrice.
a) Montrer que la série Z A, (02" converge pour tout réel ¢ € [-1,1] et tout complexe z
n

vérifiant |z| < 1.
+00
Sous ces conditions, on pose f(t,z) = Z A,(Dz".
n=0

b) Soit z € C tel que |z| < 1. Montrer que la fonction ¢ — f (¢, z) est dérivable sur [0, 1] et
exprimer sa dérivée en fonction de f (¢, z). En déduire que, si|z| <1letz #0,

tz

+00 . ze
Ap()z” = —
n=0 e”—1

¢) Montrer que, size Cnonnulet|z| <27, 0na:

Zez/Z z

e’-1

En déduire, pour tout entier naturel » :

1\ (1
An E - 2n—1
III.A.3 Variations des polynémes de Bernoulli.
On établit ici une majoration des polyndmes de Bernoulli sur [0, 1].

— 1)an.
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a) Montrer que, pour tout entier naturel n = 2, les variations des polynémes A, sur [0, 1]
correspondent schématiquement aux quatre cas ci-dessous :

y y
[ 1
|

0‘ X0 1

n=0 mod4 n=1 mod4 n=2 mod4

|
0 \/ X

n=3 mod4

En d’autres termes, pour n=2,0na:

— Sin=2 mod4,alors A,(0) = A,(1) >0> An(%) ; de plus la fonction A, est stric-
tement décroissante sur [0, %] et strictement croissante sur [%, 1].

— Sin=0 mod4,alors A,(0)=A,(1)<0< An(%) ; de plus la fonction A, est stric-
tement croissante sur [0, %] et strictement décroissante sur [%, 1].

— Sin=1 mod4, alors A,(0) = An(%) = A,(1) = 0; de plus A, < 0 sur ]0,%[ et
An>0sur]d, 11,

— Sin=3 mod4, alors A,(0) = Ax(3) = A,(1) = 0; de plus A, > 0 sur J0, [ et
A, <0 sur]%,l[.

b) Pour tout n € N* et tout x € [0, 1], montrer que | Az, (X)| < |azp| et |Azp+1 (X)] < |“§n|_

I11.B - Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

IILB.1 Soit f une fonction complexe de classe € sur [0, 1].
a) Montrer que pour tout entier g =1:
q

fO-fO) = (-p/*!

i 1
Aj(t)f(])(f)]:)+(—l)qf Ay TV (1) dr
j=1 0

b) Entenant compte des relations trouvées dans la partie précédente, montrer que pour
tout entier naturel impair g =2p+1:
1
NOENIOE z(f'(O) +f() -

p . . 1
Y a; (f(zf)(l) - f(Z”(O)) - fo App 1 (PP () at
j=1

II1.B.2 Soit n € N et soit f une fonction réelle de classe C™ sur [n, +oo[. On suppose que f et toutes
ses dérivées sont de signe constant sur [n, +oco[ et tendent vers 0 en +oco. En appliquant,
pour k = n, le résultat précédent a f.(¢) = f(k + ), montrer :

+0o 1 p , +00
Y fllo=-fm+ AL Y axif(n)+ f Az, (D fEP (1) dt
k=n j=1 n

ol on a posé A}*. (t) = Aj(t— [t]) pour tout t € R.
Montrer que :

+00
'f A;p+1(t)f(2p+2)(t) dt

<flion

I11.B.3 Montrer que, dans l'expression de R, (a) du 2, le terme O( peut s’écrire sous la

; )
n2p+oc—1
forme d’une intégrale.

Compléments sur I'erreur

Dans cette partie, on fixe un réel @ > 1 et on consideére la fonction f définie sur R} par:

flo) = T

IVA - Encadrement de I'erreur

IVA.1 Soit g une fonction continue par morceaux croissante sur [0, 1].
1 2 pl

En remarquant f = f + , montrer que :

0 0 1/2

1

— sin=1 mod4, alors[ Ap(g(t)dr=0;
0

1
— sin=3 mod4, alorsf Ap()g(t)dr<0.
0
IV.A.2 En reprenant les notations de 2, montrer que pour tout entier naturel p=1:
Sn,4p (@) < S(a) < Sn,4p+2 ()

et que
Snap(@) < S(@) < Spap-2(a)

En déduire que I'erreur |S(a) - Sn,gp(a)| est majorée par |a2p+2f(2”+2) (n) |

IV.AA.3 Dans cette question, on reprend le cas de 3. Sachant que 6!ag = ﬁ, retrouver que l'erreur

1S(3) — S100,4(3)| est majorée par une expression de I'ordre de 10717,
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IV.B - Séries de Fourier

Pour tout entier naturel p > 1 et tout réel x, on pose A,(x) = A, (% - [%J )

IV.B.1 Montrer que A,, est 2m-périodique et continue par morceaux.

IV.B.2 Alaidedela question 1, déterminer les coefficients de Fourier de Ap :

Ay(n) = = fznii()‘“”d
,,n—zﬂO p(x)e X

S@2p)

* _ — (_1\pt+1
Pour p € N*, on admet que az), = Az, (0) = (~1) 52175

IV.C - Comportement de 'erreur
IV.C.1 Montrer que, pour tous entiers n,p = 1:

azp+2 fPPH? ()

azpf(zp) (n)

B (@ +2p)(a+2p-1)S2p+2)
4n2n28(2p)

IV.C.2 Que dire de I'approximation de S(a) par Sn,gp(a) lorsque, n étant fixé, p tend vers +oco?
Pour le calcul numérique de S(a), comment peut-on choisir n et p?

année 2022/2023



