Mathématiques MPI* DL9 -X 1983 Correction

Partie ]

1. Le calcul direct ne semble pas immédiat. On montre le résultat par récurrence :

sin(3mwu)

— 2 Aain2 _
ST ) =3 —-4sin“(nu) =

e g =1:on développe sin3¢ avec Im (e”)s, ce qui donne sin(3¢) = 3sin ¢ —4sin® ¢ et ainsi
3-2(1—-cos(2ru)) =1+2cos(2mu). Cela donne finalement

X o x in(2 in(2
f W—”mdu_ X :f (1+2cosru))du—x= 2s1n( ) _ s S1(%).
o sin(mu) 0 2n &

o silerésultat est valable jusqu’a un certain entier g —1 =2, on a

(fx sin((2g + 1)wu) du— x) B (fx sin(2g - Druw) du— x)
0 0

sin(ru) sin(mwu)
_ fx sin(2q+ 1)mu) —sin((2q — ) w) d
B 0 sin(mwu)
) fo sin(nu.) cos(anu)du: [sin(anu) x _ sin(2qmx) = $4(X) = Sqg1 (1)
o sin(mu) qn 0 qr
X sin((2 1
Avec I'’hypothese de récurrence, on obtient bien f Mdu —x=84(x).
0 sin(mwu)

Remarque : on pourrait poser Sp(x) = 0, et commencer la récurrence a ce rang... ¢ca simplifie beaucoup le calcul initial qui
devient immédiat.

2. a/ onadirectement le fait que ¢ est de classe €’ sur ] —1,0[U]0, 1[. On doit étudier en 0. On a, pour u #0,
Tu—sin(mu) (nu) /6 mu

plu) = wusin(mwu) U—0 (ru)? ?

et on a bien lim (p(u) =0 donc ¢ est continue sur ] — 1, 1] (au passage, méme si c’est inutile, on a également M

qui tend vers & lorsque 0 tend vers 0, ce qui donne la dérivabilité en 0 et ¢'(0) = — - on sait quelle limite on d01t trouver
pour ¢'). On a, pour u # 0,
1 7TCOS(7T u) sin (n u) — 7u COS(T[ u)

¢ = au? (sinz(nu) nu? sin (nu)

On effectue un dl al’ordre 4 du numérateur (qui est pair en u). Les termes de degré 2 s’annulent et ceux de degré 4 donne
7
—2mw)*6+@Hut/2 = (— - —) (Tw)* = 6 7*u*. Le dénominateur est équivalent a m3u*. Finalement, lin}] (p’(u) = 5 Cela
u—
garantit que ¢ est de classe ¢! sur]—1,1[.
b/ Pour x = 0, le résultat est immédiat. On suppose donc que x > 0. On utilise les expressions précédentes pour effectuer la

différence :
Syl +x— lf@éﬁl)” Sinvdv _ fx sin((?q+1)nu)du_ lf@qﬂ)” Sinvdy
T Jo v 0 sin(mu) 7 Jo v
_ fx sin(2g+ ru) sin((2g+1)mu) d
v=@g+Dru  Jo sin(u) Tu

X
= f @(wsin(2qg + Dru)du
0

On se retrouve 2 démontrer le lemme de Lebesgue avec ¢ de classe €’ sur [0, x] puisque x €]0, %]. On integre par parties :

X

X
f(p(u)sin((2q+1)7ru)du: -
0

+ —f ¢'(u)cos(2q + 1)ru)du.

@(u)cos((2g+Drmu) T eqen

1
2q+Dn
En notant A un majorant de |¢| et |¢’| sur [0, 1/2] (existe car les deux fonctions sont continues sur [0,1/2]), on obtient

2A . Al2 <2A LA A A
Qg+ (2q+Ln  2qn  4qm g

‘f W) sin(2g + Dru)du| <
0

avec A; =5A/(4mn).
¢/ Les sinus s’annulent tous dans le calcul de Sq(%). On a donc Sq(%) = 0. Linégalité précédente donne alors, pour tout
qeN*,

1 1 [@q+bniZginy A
= do| < 2L
0 v
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3.

4.

On obtient donc que lim dv converge (a faire ici... mais ce n'est pas comme
q

—+00

@q+n/2 gin y b +too giny
f dv=—. Puisquef
0 2 0 v

si on ne l'avait pas déja rédigé ailleurs), on en déduit que

dv= lim v=—.
v q—+00 Jg v 2

+too giny 2q+Dmi2 gjn y 7
d
0

Les fonctions S, sont impaires et de période 1. Il suffit donc de les majorer sur [0,1/2] pour obtenir une majoration sur R.
Pour x € [0,1/2], on a, pour g € N*,

@q+Dmx gin p A
dv‘

1 1
|Sq(x)|<|x|+—U +—< -+ A +|Gx)|
7 |Jo qg 2

v

1 @q+1)mx gin p 1
T dv. La fonction G est continue sur R*, nulle en 0 et de limite 5 en +oo. Elle est donc bornée (il

0 v
existe M tel que pour tout x = M, 0 < G(x) < 1 et G est bornée sur le segment [0, M]). Cela permet de majorer, pour tout
x €0, %], IS (x)| par une constante Ay.

ou G(x) =

a/ e« Pour x=0,o0na S;(x) =0 pour tout g € N* et donc la limite est nulle.
17z 1
« Pour x €]0,1/2], toujours la méme inégalité donne lim S;(x)+x———-=0,s0it lim S;(x)=--x.
q—+oo T2 q—+o0 2

1
e Pour x € [—%,O] : on utilise I'imparité. On a S4(x) = —S4(—x) et puisque —x €]0,%], qlim Sq(x) = —(5 —(=x)) =

—+00
-x—1/2.

e onrevientaxe [%,1[. Ona S;(x) = S4(x—1) dont la limite est —% —-(x-1)= % - X.

1 1
On a dong, pour tout x €]0,1[, lim S4(x) = - — x et, par périodicité, pour tout x e R\Z, lim S;(x)= - —(x).
q—+o0 2 q—+o0 2

b/ on propose deux versions :

e K est compact donc borné. Soit M tel que K c [-M, M]. On s’intéresse a I, = Kn[k,k+1] ol k € Z avec k €
[-M;M —1]. Si cet ensemble est non vide, il est toujours compact, ses bornes sont atteintes et elles ne sont pas
dans Z. Il existe donc a €]0,1/2[ tel que I} < [k+ ak, k+1—a] et pour tout x € Iy, |x — r| = a} pour tout entier r € Z.
En prenant le @ minimal (il y en a un nombre fini), on obtient le résultat souhaité.

e lafonction 8 : x — d(x, Z) est 1-lipschitzienne donc continue sur R. Elle est bornée sur le compact K et son minimum
est atteint en un certain xy € K. On pose a = 0(xp). Ona a > 0 car xo ¢ Z (on a en effet, si k < xo < k+ 1, d(x9,2Z) =
min(|xp — k|, |k + 1 — xp/, les distances aux autres entiers étant strictement supérieures a 1). Pour tout xe K et r € Z,
onalx—r|=zdx,2)=d(xy,2Z)=a.

Il existe alors un entier p tel que K UZ:-p [k+a, k+1—a] (par exemple). On prouve la convergence uniforme sur [a, %].

On aura la méme chose sur [%; 1—a] et par périodicité (et le nombre fini de segments), on aura la convergence uniforme
sur K.

Soit x € [a;%]. Ona

1 1 [@q+hrx giny 1 [@q+rx gipy 17
Sq(x)—(z —x) Sq(x)+x——f dv f d

2 7w Jo 0
A 1
_+_
qg =n

v /4 v T2

@q+Dnx gin p +o0 ginp Ay 1| [f*°  sinv
f dv—f dv‘:—+—f dv‘
0 v 0 v q 7l|Jeginyax v

+00 qf
sinv
f dv
y U

entier ny, tel que, pour tout g = ny, (2g+1)ma = y etainsi pour tout x € [a; %], 2qg+1)nx = (2qg+1)ma = y ce qui entraine

+00 ;
smmv
f dv
2g+nx UV

< ¢. Il existe alors un

Ona(2g+1)nx=(2g+1)ma. Onse donne € > 0. Il existe M tel que, pour tout y = M,

< e. Pour tout x € [a; %] et pour tout q = ny, on a donc

A 1

Sq(x)—(%—x) S—+-—¢

ALl

1l existe alors n; = ng tel que, pour tout g = ny, q 7€<¢e.Ona bien obtenu, pour tout x € [«; %] et pour tout g = ny,

Sq(x) - (% —X)| < € ce qui donne la convergence uniforme de S, vers x — % —x sur [a; %]. On a la méme majoration

sur [—%' —a] par imparité et donc sur [%;1 — a] par périodicité. On a donc la convergence uniforme sur [a,1 — «]. La

périodicité nous donne la méme majoration sur chaque [k + a; k + 1 — a] et donc sur le compact K.
On a évidemment pas convergence uniforme sur R puisque la fonction limite simple n’est pas continue sur R alors que
chaque S, I'est.
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5. Pour geN*,ona
sin(2 pnx)

b 149 1 rb
f f)Sq(0de = Z f( X)————dx==)_ —f f(x)sin@prx)dx
a T p=1 P Ja

b 1
On doit doncjustifier que le terme de gauche admet une limite finie lorsque g — +oo et que cette limite est bien f fx) (— - (x)) dx.

On sait que S, converge simplement vers la fonction ¢ qui vaut 5 1 —(x)six¢ Z et0sixe Z. Cette fonction est continue par

morceaux sur [a, b]. La suite de fonctions (f.S4)4>1 converge 51mplement sur [a, b] vers f.¢@. Cette limite simple est conti-
nue par morceaux sur [a, b] et on a, pour tout g € N*, | f.S4| < A>.M ot M est un majorant de la fonction continue | f| sur le
segment [a, b]. On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée et permuter limite et intégrale.

Partie I1
1. a/ siz#1.0nnote f(x) = z1+ 1x‘z+1 = 1 71 exP((—z+ 1)Inx). Cette fonction est de classe €' sur R* et sa dérivée
vaut f'(x) = % z )1c exp((—z+1)Inx) = exp((l z)Inx —Inx) = x~%. Une primitive de x — x~ est bien x — —z1+ px

Lorsque z = 1, x — In x est une primitive (on ajoute une constante quelconque pour obtenir les autres primitives sur R} ).
b/ Pour n =1, c’estimmédiat. Soit n € N* pour lequel la relation est vraie. On a alors

n+1

> kT
k=1

n n n
> k_z+(n+1)_zzl+f x_zdx—zf x F ldx+(m+ 177
k=1 1 1

n+1 n+1 n+1 n+1
1+f x_zdx—zf <x)x_z_1dx—f x_zdx+zf O x* ldx+ (n+ 177
1 1 n n

n+1 n+1 n+1 n+1
1 +f x %dx - zf (x)x_z_ldx—f x_zdx—f (x—n)(-zx * Hdx+n+1)77?
1 1 n n

On integre par parties :

n+1

n+l n+l n+l1
f (x—mx*dx=[(x—mx~?]] f xfdx=(n+1)7? —f x “dx
n n n

n+l n+1
Les termes se simplifient et il reste 1 + f x “dx-z f (x)x~*ldx.
1 1

¢/ Onsuppose que s >0 et s # 1. Larelation précédente s’écrit

n n n 1 n
Y k= 1+[ xfsdx—sf (xx)x~ S ldx = 1+—1(1—n178)—[ (x)sx 5 ldx.
1 1 s— 1

On a,puisque (x) € [0, 1],

n n n 1
Osf (x)sx_s_ldxsf <x)sx_s_1dxsf sx S ldx = [—x_s];l =1-=<1
1 1 1 n
- n 51 1 1.1 ae
On peut donc ecrlref (x)sxS dx:E—Qn avec B, € [—z;z].Amm
1
noo o101 . 1
—+—(1-n"%)+0,avec|0,| < —.
L=y (L) Gravee a1 <
no1
Si s =1, le méme raisonnement conduit a Z % =— + Inn+0,.

2. a/ lafonction x — (x)x~*~! est continue par morceaux sur [1,+oo[. On a |(x)x~#7!| = (x)x~Re@~1 < #e(z) La fonction

X — W est intégrable sur [1, +oo[ puisque 1+ Re(z) > 1.

n n
b/ Pour s > 1, les intégrales f x “dx et f (x)x~*"1dx admettent une limite finie lorsque 7 tend vers +oo. Plus précisé-
1 1
ment .
n 1 1
f x—de: _x—s+l] .,
1 1-5s ] h—+oo s—1

ce qui donne (la série converge également)
+00 1

Z Sl —Sf+oo<x>x‘5‘1dx= — —Sf+oo<X>x_s_ldx= ¢(s)
k* 1 s=1 2 ‘

s—1
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c/
n z +00 n n
(=) k% = —zf (x)x_z_ldx—l—f x_zdx+zf (xxyx~*ldx
=1 z—1 1 1 1
z 1 n +o0
= -1- [—x‘z“ —zf (x)x~“ ldx
z—1 1-z 1 n
1 a7 +o0 1 1 [t
= + + - z[ ((x) - —) x # ldx - —zf x #ldx
z-1 z-1 1-z n 2 2 Ja
% 1 +oo (]
= ——n_z+zf (——(x))x_z_ldx
z—1 2 n 2
1-z
n 1 Y1 too (]
= ——n_z+zf (——(x))x_z_ldx+zf (——(x))x_z_ldx
Zz-1 2 2 y 2

La partie précédente donne

y +00
f (%—(x)) “ldx= 1 1] “Lsin@prx)dx.
n

T p= 1P
ce qui donne la formule demandée.
3. On calcule g'(x) :
)= gx_m 1 x t/xzt - T L - t/x -
2pn—; (2p7‘[—;) Zpﬂ—; (2}77'[—;)
Onalt/x|<1let , 1 2p7‘[ 1-Onaégalement 2pm —1= pn+ pr—1= pn (par exemple). Tout cela donne
P”— X

_5/2 _5/2
g’(x)sx_S/z(%+ 1 Z)SX—(§+1)=BLX
bt (pm) pr p

-5/2

X t/x
2pm—1t/x)

5+ , 7 | etavecl'inéga-
7'[ —_——
Pr=%

avec B) = % On peut méme prendre B; = 1. On remarque également que g'(x) =

lité Lt <1, on obtient g’(x) = 0 (on en a besoin pour majorer |g’'| dans la suite de la question).
2pm— <

On transforme : y y
f x—3/2—lt821pnxdx — f x—3/2821pnx—ltlnxdx
n

n

La dérivée de x — 2ipnx—itlnx est x — i(2pm — t/x). On a par conséquent
Y -3/2—it 2ipnx v L. 2ipnx—itlnx
x S dx= | —gx)@pm——)e P dx
n n X
on peut alors intégrer par parties :

2iprx—itlnx

y . .
f x—3/2—1t621pnxdx:
n

y
_l.g(x)e +l.fyg/(x)62ipnx—itlnxdx
i n iJdn

Cela permet de majorer :

y . .
f x73/27zt821pnxdx

n

y
< |g(y)|+|g(n)l+f |g’ (x)1dx
n

- - -3/2 -
3/2 3/2 ¥ 3/2

an 1\”19” etde méme avec ()| < 57 snpﬂ ot

v
f Ig'(x)ldxsf Biysingy_ 2B “l-x 3/2]£<§ﬂn—3/2
n p 3p 3p

On a alors (majorations similaires a ce qu’on a fait avant), |g(n)| <

On peut factoriser le tout par % et on obtient une constante B, telle que
n

Y it 2i B
f x—3/2—1t621pnxdx < %/2'
n pn
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On effectue alors le méme travail en remplacant p par —p. On remplace également ¢ par —f qui reste dans [—n, n]. En posant

y . .
f x73/2—lte—21pnxdx < B§/2'
n pn

-3/2
h(x) = m = —g(x), les calculs se déroulent de la méme facon et on obtient

2ipnX _ e—lenx

Il ne reste plus qu’a écrire que sin(2pnx) = € 57 pour majorer

: 1 B B
x_3/2_”sin(2ipnx)dx‘ <= 2% = %
2\ pn pn

4. On utilise la formule 2.c. avecz:%+it:
I . L —(din nz i1 ¢ ¢ ¢
Cl=+it)| =) kK2t =— — _—_p~ 2 +( +zt) ——(x) -3 ’dx+( +tt)— -3 “ilsin@prx)dx.
2 1 2 p
k=1 it——
2

et c’est parti pour majorer en module - avec |n~it) = exp(—itlnn)|=1

” n 1 1*™1 B
+zt Z yein| ¢ V7 too +zt|f —x3dx+ |- +it| = Z —
- 1 2 " p na/zp
= | + it
2
Cette relation étant valable pour tout y = n, lorsque y tend vers +oo, on obtient
1 1 ; n 1 1 1*™1 B
(i) ] P L IR
2 k=1 e Tovn T s P np
2
On vérifie que chaque terme est majoré sous la forme K 1\-{|_t| avec |t|<n
e on a besoin d’avoir une minoration )2 + it’ =C>1+]|t]).Ona
1 1 1 1P 1 2v2
A+1th)* <2(1+t*) <8(= +-1*) < 8(~ +*) =8|= +it| etdonc < —
4 4 4 2 1 1+t
—+1t
2
.1 _vn 1 1. 1 vn
2\/— o etl+|tf|<l+n<2ndonc T 517 : finalement \/_s T+
K +00 1 1
« le dernier terme se majore en |l + it| —=- avec K = Z —.0Or | + tt| = +|t] <1+|t]. Alors
2 32  p? 2 2t
p=
1 1+n < n 2
St =5 32 S AR \2n3/2 =

et on termine comme avec la majoration précédente.

On a majorer chacun des 3 termes de la somme sous la forme 1K+—\/|?| ce qui permet d’obtenir la forme du majorant demandé.

Partie IIT
1. a/ Onpose f(x)=Inx—-1+ % x pour x>0.0na f'(x) = % Lz = x_—zl Un tableau de variation montre que f est minimale
x x
etnulle en x =1. On a donc, pour tout x>0,Inx -1+ % =0.

b/ Le dénominateur est \/kjlnlj? ps \/kj( - %) = \/%(k—]) On obtient alors

S=

1 k 1
Ll f —l=x|x \ﬁ—)
‘ k ‘ k-
1<ksn | ki2<j<k | [filn = 1<k<n \k/2<j<k V J J
/ J

Dans ces sommes, on a % <2et,avec h=k—j,0< h < k/2. Cela donne

1<k<sn \O<h<k/2 1<sksn \1shs<k

S<v2 ¥ ( Y %)s\@z (z %)z\/z
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¢/ On majore la seconde somme pour 7n = 2

ziﬁ

1<sh<ks< h=1k

" n+l-h no]
Sy P e Y 2
h=1 h hm h

wl
S'I»—-

n
1
On a montré que Z —=— +1nn +6, avec 0, < 5. Cela donne une majoration par (n+1)(1+Inn)-n=1+(n+1)Inn.

1 h

Ce terme est inferleur a 2nlIn n. Finalement on a obtenu une majoration par 2v2nlnn.

2. a/ Ona k =2 donc 1 < L. Cela donne
k " In2

n-

1 5 1 1 5 (Z 1 ) 1 (i 1 )2
- - < — - | = — R
1<k<n1<]<k/2 / ln— In2, 5, 1<j<ki2 \/kj In2, 5z, \1<$5en Vij) W2\5 Vi

n

b/ On a montré que Z :——2(1—\/_)+9,, 1-2+2yn=2yn-1<2yn. Cela donne une majoration des sommes
par ln2
¢/ En utilisant |z|%2 = zZ, on obtient
n| n . 2 nfn . n . n 1 n k
In :f Z k—%—lt dr = f (Z k—%—lt) (Zj—;-f—lt)dt: Z Z _[ e—ltln(j)dt
0 k=1 0 \k=1 j=1 k=1j=14/kj 0
nolorn _
= Z—f dt+Z—f Gy
k=1 Kk Jo j#k\[kj 70
k —in
1 e—znln] 1 (;) -1

Il

3
M=
| =
+

Il

3
M=
|~
+
™

d/ Ona 1| < 2. Cela donne

(5"~

1
Y —% —ny 12 ¥
k k
<j<ksn | /[ iln— 1\ |1n_| k=1 Isj<ksn ln_
Viiin f f

etainsi|l,| = I, < n(1+Inn)+2(C;nln n+Cyn) pour tout n = 2.La suite (I,,/ (nlnn)) 5, est alors majorée par une suite de
limite 1+ 2C;. Elle est donc majorée ce qui donne I'existence d'une constante Cs telle que, pour tout n =2, I,, < Csnlnn.

3. On vérifie avec le théoréme sur les intégrales a parametre que ¢ — { (% +1i t) est continue sur R (ca se fait...) - on en a besoin

( +lt) Zk(2+’”

UNS|
Ipl<n) —+
=1k

N

pour l'existence de I'intégrale demandé. On met alors en commun les résultats : pour tout ¢ € [-n, 1],

Onnote S;, = Zk G+i) Ona

Vi
Bs T4
k=1

’( 1+'r)2 '((1+'t S, +S 2<2(‘((1+'t) S 2+|s |2)<2 Bin +21S,2
—+1 =\{|=+it|- < —+it]|— <
2 2 n n 2 n n (1+t)2 n
e si T €]0,3] : la fonction t — ((% + it) est continue et donc bornée sur [0,3]. On note M un majorant du module. On a
T| (] 2 2 M2
alors,pourTE[O,Z],](; ( E+it) dtSMZTet,mf ( +it dtgm

e siT>3.0nchoisitn=2telquen—1<T<n.Ona
2 n 2Bin 1 )
dtsf dt+2C3nlnn 2B3 I_T +2C3nlnn<2B3n+2Csnlnn
0 n

T 1 2 n
f {(—+it) dtsf
0 2 0 (1+t)

ce majorant est équivalent lorsque 7 tend vers +oo a 2C3nlnn et donc a 2C3 TIn(T +2) (par encadrement.. on pourrait

2
( + zt) dt va étre majorée par une fonction de
limite finie en +oo. Elle est donc bornée sur [3; +ool.
En combinant le tout, on trouve un majorant sous la forme CTIn(T + 2) pour tout 7 = 0.

((%+it

rédiger mieux mais l'idée est 1a). La fonction T — m f
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