Mathématiques MPI/MPT*

DL10 - Centrale/Mines

Correction

Critere de diagonalisation de Klares

Décomposition de Dunford

1/ Lespolyndmes Py,..., P, sontdeux a deux premiers entre eux et P = P; ... P, estannulateur
de f (théoréeme de Cayley-Hamilton). Le théoreme de décomposition des noyaux donne la
décomposition.

2/ Pour tout x € F;, on a (f; — 1;1d)% (x) = 0 donc P; est un polyndme annulateur de f;. Sa
seule racine est A; et puisque les racines de y . sont des racines de ce polyndme annu-
lateur P;, il existe §; tel que yr, = (X — Ai)Pi. Par déterminant par blocs (et stabilité des

r

sous-espaces F;, ona yr = H(X — A:)Pi. Par unicité de I'écriture, on a B = a; pour tout
i=1
ie1;r].
3/ fi—Aildf, est un endomorphisme nilpotent de F;. D’apreés la question précédente, on a
B; =dim F; = a;. On choisit %; une base de F;. La matrice de f; dans cette base est sous la
forme A1y, + N;. Dans la base concaténée, la matrice de f est sous la forme donnée.

4/ On note D' la matrice diagonale de diagonale A;1,,,...,Ar I, et N' la matrice diagonale
par blocs avec les blocs Ny, ..., Ny. On a, par produit par blocs, D’N’ = N'D’. On note alors
D=PD'P'et N=PN'P % OnaA=D+N, D est diagonalisable (semblable a la ma-
trice diagonale D’), N est nilpotente (car N’ I'est - on prend le maximum des indices de
nilpotente des matrices N;) et enfin ND = (PN'P~!)(PD'P~') = P(N'D")P~! = DN.

5/ Le principe :

e on déterminer le polynéme caractéristique, puis une base des espaces caractéris-
tiques ce qui donne la matrice de passage P.

* dans la base adaptée, on a '’expression de D' (inutile de chercher N'). On pose alors
D=PD'PletN=A-D.

Dans ce cas particulier,

* pa=X-2*X-1,

¢ I'espace propre E; est dirigé par (0,1,1)

* Onrésout (A—213)?X =0, ce qui donne le plan d’équation x — y = 0 avec pour base
(1,1,0) et (0,0,1).

01 0
e SoitP=|1 1 O0}etD =diag(1,2,2). On pose
1 0 1
1 0 O 2 0 0 1 -1 1
D=Plo 2 olp'=]1 1 OletN=|1 -1 1
0 0 2 1 -1 2 0 0 O

On vérifie, pour se rassurer, que N2 = 0.

Commutation et conjugaison

6/

7/

8/

9/

10/

On évalue, pour X € M, (C),

PliarxrH—(PxP HAyP =P 'AP)X - X(PLAP)

= commp-1,4p(X) = cOMMcon;j,4) X

conjp-1 0commy o conjp(X)

n
On calcule de nouveau commy(E;;) = AE;j — AE;j. Si A = Z AkEgk, on a AE;; =
j=1
n n
Z AExkEij = Z AkbikExj = A;E;j. On effectue un calcul similaire pour E;; A = A;E;;.
k=1 j=1
On a donc commy(E;j) = (A; — A;)E;j. Les vecteurs E; j forment donc une base de vecteurs
propres pour comm,. On en déduit que commy est diagonalisable avec comme valeurs
propresles 1; — ;.

Si A est diagonalisable alors il existe P inversible et D diagonale telles que P~! AP = D.
On remarque alors que conjp-1 = (conj P)‘l, ce qui donne conjp-1 o commy o conjp =
(conjp) " tocomm 4oconjp = commp. Lendomorphisme commyp, est diagonalisable et ainsi
comm est diagonalisable avec les mémes valeurs propres.

¢ Onregarde ce que donnent les premiéres puissances :

commy(AX — XA) = A>X —2AXA+ XA?
(commp)3(X) = A(A’X-2AXA+XA% - (A*X-2AXA+XAHA
= A3X-3A’XA+3AXA%-XA®

(comm 4)*(X)

ARPx AP,

k k
on montre alors par récurrence que (comm DX = Z (-1)*
p=0 p
* Onnote f: X — AX et g: X — XA. On vérifie que f et g commutent, que commy =
f — &, ce qui permet d'utiliser la formule du binéme pour calculer comm’j‘.
Si A est nilpotente d’ici m alors comm 4 est nilpotente puisque commi’” =0 (dans chaque
terme de la somme 1'un entre AP o1 AP est nul).

Si comm 4 est nul alors A commute avec toutes les matrices. On montre alors que A est
une matrice scalaire : on écrit pour les différentes valeurs de i et j que AE;; = E;;jA ce
qui donne a;; = aj; et les autres termes sont nuls). La matrice est donc A = A1. Si A est
nilpotente alors A = 0 est A est la matrice nulle.
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11/ Onnote A=D+ N avec. les noFatlons precedentes.. On a facilement commy = commD + FLb si et seulement si x S'écrit x = Z xie; donc si et seulement si x € Vect(egs1,..., ep).
commy avec commp diagonalisable et comm nilpotente. On se demande donc si on a iZge1

bien obtenu la décomposition de Dunford de comm 4. Pour cela, il reste a montrer que
commp et commy commutent. On a

(commp ocommpy)(X) = D(INX-XN)-(NX-XN)D=DNX-DXN-NXD+XND

(commpy ocommp)(X) = N(DX-XD)—-(DX-XD)N=NDX-NXD-DXN+XDN

et en utilisant le fait que N et D commutent, on a bien que commp o commy = commy ©
commp. La décomposition de Dunford de comm 4 est bien comm4 = commp + commy;.
On utilise alors I'unicité de la décomposition : si A est diagonalisable et A= D + N estla
décomposition de Dunford, ona A= A+0 = D+ N avec A et D diagonalisables et N et
0 nilpotente. Par unicité, si A est diagonalisable alors D = A et N = 0. Réciproquement si
N =0 alors A = D est diagonalisable. On a ainsi montré que A est diagonale si et seule-
ment si la partie nilpotente dans la décomposition de Dunford est nulle. On applique cela
a commy4 qu’'on suppose diagonalisable. On a donc commy nulle avec N nilpotente. On
en déduit que N = 0 et ainsi que A est diagonalisable. On a donc montré que si commy4
est diagonalisable alors A I’est. La réciproque est immédiate d’apres la décomposition de
Dunford de comm 4.

Formes bilinéaires sur un espace vectoriel complexe

12/

13/

14/

On a toujours ker u c ker u? (si u(x) = 0 alors u?(x) = 0). Si u est diagonalisable, il existe
une base dans laquelle la matrice de u est diagonale D = (0,...,0,Af1,...,1,) ot les A;
sont non nuls. On a alors D* = (0,...,0,A%, ,...,A%) et ainsi rg u = rg u* donc dimker u =
dimker u?. Linclusion donne alors 1'égalité ker u = keru?. Supposons maintenant que
keru = ker u2. Si y € kerunIm u, alors il existe x € E tel que y = u(x) et u(y) =0.On a
donc u?(x) = 0 donc x € ker u? = ker u. Finalement y = u(x) = 0.

q q
On considére une combinaison linéaire Z Ai@; = 0. Pour tout x € E, on a Z Aipi(x) =
i=1 i=1

q q
Z Aib(g;, x) = 0. Celadonne b(z Ai€i, x) = 0 pour tout x € E et puisque b est non dégéné-
i=1 i=1

q
rée,  A;&; = 0. par hypothese, A1,...,A4 sont nuls.

i=1

p

Soit x € E. Il se décompose en x = Z x;e;. On a alors x € F1¥ si et seulement si, pour tout
i=1

y € F, b(x,y) = 0. Par linéarité de b, cela revient a b(x, y) = 0 lorsque y décrit une base de

F:pourtouti€ [1;q], b(x,e;) =0.0nab(ej,&;) = ¢;(e;) = ;. Ainsi b(x,&;) = x;. Ainsi x €

On a le premier résultat, ainsi que dimF+» = p— g et dimF*» + dimF = p-qg+qg=p =
dimE=dimE".

Critere de Klares

15/

16/

17/

18/

19/

On vérifie facilement qu’elle est bilinéaire et symétrique. On vérifie qu’elle est non dégé-
nérée : si X vérifie, pour tout Y € M,(C), ¢(X,Y) = tr (XY) = 0, alors on a notamment
tr(XE;;)) = Xj; = 0. Ainsi X est la matrice nulle.

Par le théoréeme du rang (dans M, (C)) etla question 14, on sait que les deux espaces sont de
méme dimension. Il suffit de montrer une inclusion. C’est souvent plus simple de montrer
qu’on est dans un orthogonal (vérifier que des quantités sont nulles). Soit B € Im comm 4.
Il existe X € M, (X) telle que B = AX — XA. Soit C € kercommy : on a AC—CA =0. On
évalue

¢(C,B)

tr(CB) =tr (C(AX - XA)) =tr (CAX) —tr (CXA) =tr (CAX) — tr (XAC)
tr(CAX) —tr(XCA) =tr (CAX) - tr (CAX) =0

On a bien B orthogonale pour ¢ a kercommy4 d’oti I'inclusion souhaitée et I'égalité.

On veut démontrer que A est dans 'image de commy, et donc que A est orthogonale a
ker(comm,) (sachant que A est nilpotente). On prend C € kercommy c’est-a-dire que
AC = CA. On veut ¢(4,C) = tr(AC) = 0. Or A est nilpotente et C commute avec A donc
(AC)* = AFCk = 0 des que A = 0. La matrice AC est nilpotente. Sa seule valeur propre est
0, la matrice est trigonalisable avec des 0 sur la diagonale donc tr (AC) = 0. On a ensuite
commyyag,(X) = (A+ A1) X - X(A+Aly) = AX — XA =commy(X).

On reprend toutes les notations de la partie A, notamment N sous la forme d’'une matrice
diagonale par blocs avec les blocs Njy,..., N.. On a d‘apres la partie précédente, I'existence
de X tel que N; = commy;, (X), ce qui ne nous suffit pas. En revanche on a également I'exis-
tence de X; telle que N; = commy, 1, +n; (Xi) = (A;1q; + Ni) X; — X;(A;14; + N;). On consi-
dére alors la matrice X diagonale paf blocs de diagonale X, ..., X,. Par produit par blocs,
AX—-XA=N.Onabien N = comm4(X).

* Si A est diagonalisable alors comm 4 I'est aussi (partie B). D’apres la question 12, cela
entraine ker(comm ) = ker(comm?).

* Supposons I'égalité des deux noyaux. On a ker(comm ) NIm (comm,) = {0}. On re-
prend la décomposition de Dunford de A (avec D et N). Ona N € Im commy4 d’apres
la question précédente. De plus D et N commutent donc D+ N et N aussi. Ainsi A et
N commutent donc N € ker(commy). Finalement N =0 et A = D +0 est diagonali-
sable.
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