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Critere de diagonalisation de Klares

Soit n un entier naturel non nul et ./, (C) 'espace vectoriel des matrices d’ordre n a coeffi-

cients complexes. On note O, la matrice nulle et I, la matrice identité de .#},(C). La trace d'une
matrice U de .#,(C) est notée tr(U). On dit que deux matrices U et V de .#,,(C) commutent
si UV = VU. Une matrice N € .#,(C) est dite nilpotente s'il existe un entier k > 0 pour lequel
Nk =0,.
Dans tout le probléme, on considére une matrice A de .#,(C) et on note f ’endomorphisme de
C" canoniquement associé, c’est-a -dire I'endomorphisme dont la matrice dans la base cano-
nique de C” est A. Le polynome caractéristique de A est noté P et les valeurs propres complexes
distinctes de A sont notées Aj, Ay, ...,A,. Pour tout i € [1;r], on note :

e «; I'ordre de multiplicité de la valeur propre 1;, c’est-a -dire I'ordre de multiplicité de la
racine A; du polynéme P;

e P;le polynéme défini par: P;(X) = (X — 1;)%;
o F;le sous-espace vectoriel de C" défini par F; = Ker ((f - /liIan)“i) ;
e fiI'endomorphisme de F; obtenu par restriction de f a F;.

Décomposition de Dunford

.
1/ Justifier que 'espace vectoriel C" est somme directe des espaces F; : C" = @ F;j.
i=1
2/ En considérant une base de C" adaptée a la somme directe précédente, montrer que, pour
tout i € [1;r], le polyndome caractéristique de f; est P;. (On pourra d’abord établir que P;
est un polynéme annulateur de f;.)

3/ Montrer qu'il existe une matrice inversible P de .#,,(C) telle que A’ = P! AP soit une ma-
trice définie par blocs de la forme suivante :

/11[a1+N1 0 0
A= 0
: e . 0
0 o 0 Al +N,

ol N; € A, (C) est nilpotente pour tout i € [1;r].

4/ En déduire que la matrice A s’écrit sous la forme A= D+ N, out D est une matrice diago-
nalisable et N une matrice nilpotente de .}, (C) qui commutent.
Les matrices D et N vérifiant ces conditions constituent la décomposition de Dunford de la
matrice A. Dans toute la suite du probléeme, on admettra l'unicité de cette décomposition,
c’est-a-dire que D et N sont déterminées de facon unique par A.

5/ Un exemple pour n =3 : calculer la décomposition de Dunford de

Commutation et conjugaison

Pour toute matrice B et toute matrice inversible P de .#,(C), on note commp et conjp les
endomorphismes de .#},(C) définis par :

commpg(X)=BX—-XB
VXe %H(C)J{ COan(X) — PXP_I.
Le but de cette partie est de démontrer que A est diagonalisable si et seulement si comm 4 est
diagonalisable.

6/ Soit P une matrice inversible de .#,,(C). Calculer conjp-1 ccomm 4 o conjp.

Pourtous i, j € [1; n]], on note E;, jlamatrice de M, (C) dont tous les coefficients sont nuls,
sauf celui situé a l'intersection de la i-eéme ligne et de la j-éme colonne qui est égal a 1.

7/ Si A est une matrice diagonale, montrer que, pour tous i, j € [[1;nﬂ, commy, admet E;, j
comme vecteur propre. Déterminer I’ensemble des valeurs propres de comm 4.

8/ En déduire que si A est diagonalisable, comm 4 I'est aussi.

9/ Montrer que si A est nilpotente, comm 4 I'est également, c’est-a-dire qu’il existe un entier
k > 0 pour lequel (comm A)k est 'endomorphisme nul de .#;,(C).

10/ Montrer que si A est nilpotente et si comm 4 est 'endomorphisme nul, alors A est la ma-
trice nulle.

D’apres la partie A, 'endomorphisme comm, admet une décomposition de Dunford de
la forme commy = d + n, ou les endomorphismes diagonalisable d et nilpotent n com-

mutent: dn = nd.

11/ Déterminer la décomposition de Dunford de comm, al’aide de celle de A et conclure.
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Formes bilinéaires sur un espace vectoriel complexe Calculer alors comm 2, (X) pour tout A dans C.
Soit p un entier > 0 et E un espace vectoriel de dimension p sur C. On note E* le dual de E, Soit D et N les matrices de la décomposition de Dunford de A définies a la question 4).
c’est-a-dire 'espace vectoriel des formes linéaires sur E. 18/ Démontrer qu'il existe une matrice X de .#,,(C) telle que N = comm 4(X).

On considére une forme bilinéaire symétrique b sur C, c’est-a-dire une application b: ExE — C
linéaire par rapport a chacune des composantes et telle que b(x, y) = b(y, x) pour tous x, y € E. Si
F est un sous-espace vectoriel de E, on appelle orthogonal de F relativement a b le sous-espace
vectoriel de E défini par :

19/ Conclure.

FP = {xe E;Vye Eb(x,y) = 0}.
On suppose que b est non dégénérée, c’'est-a-dire que Elb = {0}.

12/ Soit u un endomorphisme de E. Démontrer les implications suivantes :
(i) u est diagonalisable = (ii) Ker(u) = Ker(uz) = (iii) Ker(u) nIm(u) = {0}.

Soit F un sous-espace vectoriel de E, de dimension g et soit (£1,&2,+,€4) une base de E
Pour tout i € [[1; g], on note ¢; la forme linéaire sur E définie par : ¢;(x) = b(e;, x).

13/ Montrer que (1,92, ,¢4) est une famille libre de E*.

On compleéte cette famille en une base (@1, 92, ,¢)) de E* et on note (e1,e2,...,ep) la
base de E antéduale (dont (@1, 2, ,¢p) est la base duale - c’est-a-dire 'unique base de
Etelle que ¢;(ej) =6;; sii, j€[1;p].

14/ Montrer que FLP est engendré par (e4+1,€eq4+2, "+, €p) €t en déduire la valeur de

dim(F) + dim(F*?).

Critere de Klares

Le but de cette partie est de démontrer que

A est diagonalisable si et seulement si Ker(comm ) = Ker ((comm 4)?).
15/ Montrer que I'application ¢ de .#,,(C) x .4, (C) dans C, définie par ¢(X, Y) = tr(XY) pour
tous X, Y € .#;(C), est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée.
16/ Etablir 'égalité : (Ker(comm A))l"’ =Im(commy).

17/ En déduire que, si A est nilpotente, il existe une matrice X de .#,,(C) telle que

A=commp(X).
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