
Mathématiques MPI* DL 12 - Centrale 2020 (épreuve 1) Correction

I Quelques résultats utiles

I.A - Propriétés générales de la loi ∗
Q 1. On a f ∗δ(n) = ∑

d |n
f (d)δ(n/d). Le seul terme non nul est lorsque n/d = 1 soit lorsque d = n. Il vient f ∗δ(n) = f (n) pour tout

n ∈N∗ donc f ∗δ= f . De même δ∗ f = f .

Q 2. l’application θ : d 7→ (d ,n/d) est une bijection entre Dn et Cn : elle est bien définie, elle est directement injective et si (d1,d2) ∈
Cn alors d1d2 = n donc d1 ∈Dn et θ(d1) = (d1,d2). On a alors, pour n ∈∗N ,

( f ∗ g )(n) = ∑
d∈Dn

f (d)g
(n

d

)
= ∑

(d1,d2)∈Cn

f (d1)g

(
n

d1

)
= ∑

(d1,d2)∈Cn

f (d1)g (d2)

Q 3. L’application (d1,d2) ∈Cn 7→ (d2,d1) ∈Cn est une bijection de Cn . On a donc

(g ∗ f )(n) = ∑
(d1,d2)∈Cn

g (d1) f (d2) = ∑
(d2,d1)∈Cn

g (d1) f (d2) = ∑
(d2,d1)∈Cn

f (d2)g (d1) = ( f ∗ g )(n)

Q 4. pour n ∈N∗,
(( f ∗ g )∗h)(n) = ∑

d |n
( f ∗ g )(d)h(n/d) = ∑

d |n

∑
k|d

f (k)g (d/k)h(n/d)

le triplet (d , d
k , n

d ) est dans C′
n . Réciproquement si (d1,d2,d3) ∈ C′

n , alors en posant k = d1d2 et d = d1, on a (d1,d2,d3) =
(d , k

d , n
k ) avec k

d et n
d qui sont entiers donc d |n et k|d . On en déduit que

(( f ∗ g )∗h)(n) = ∑
d |n

( f ∗ g )(d)h(n/d) = ∑
d |n

∑
k|d

f (k)g (d/k)h(n/d) = ∑
(d1,d2,d3)∈C′

n

f (d1)g (d2)h(d3).

On montre de la même manière que ( f ∗ (g ∗h))(n) = ∑
(d1,d2,d3)∈C′

n

f (d1)g (d2)h(d3), ce qui donne l’associativité de la loi ∗.

Q 5. On vérifie que (A,+,∗) est un anneau commutatif :

• (A,+) est un groupe car C est un groupe donc F(N,C),+) aussi

• on vérifie la distributivité de la loi + sur la loi ∗ (il faut l’écrire) - à droite ou à gauche car ∗ est commutative

• on a prouvé l’associativité de ∗, sa commutativité et l’existence d’un élément neutre pour ∗

I.B - Groupe des fonctions multiplicatives

Q 6. si n ∈ N∗ avec n Ê 2 et n = pα1
1 . . . p

αq
q une décomposition en facteurs premiers distincts (on a besoin de n Ê 2), alors par

récurrence

f (n) =
q∏

k=1
f (pαk

k )

On a la même formule pour g et finalement g (n) = f (n) si n Ê 2. Il reste à montrer que f (1) = g (1).

On a f (1) = f (12) = f (1) f (1) car 1∧1 = 1. Puisque f (1) 6= 0, on a f (1) = 1. De même pour g .

On a bien montré que f = g .

Q 7. • tout d’abord π est bien définie : si d1|n et d2|m, alors il existe des entiers naturels non nuls k1 etk2 tel que n = k1d1 et
m = k2d2 d’où mn = (k1k2)(d1d2) donc d1d2 ∈Dmn .

• l’application est injective : si π((d1,d2)) = π((d ′
1d ′

2)) alors d1d2 = d ′
1d ′

2. On a donc d1|(d ′
1d ′

2). De plus d1 est un diviseur
de n, d ′

2 est un diviseur de m donc si q est un diviseur commun à d1 et d ′
2 alors q divise m et n. Puisqu’ils sont premiers

entre eux, alors d1 et d ′
2 sont premiers entre eux. On a donc d1|d ′

1. Par symétrie d ′
1|d1 et finalement d1 = d ′

1. Il reste alors
d2 = d ′

2. L’application est injective.

• L’application est surjective : on utilise les décompositions en facteurs premiers de m et n :

m =
r∏

k=1
pαi

i et n =
s∏

j=1
q
β j

j

où p1, . . . , pr , q1, . . . , qs sont des nombres premiers deux à deux distincts (car m et n n’ont aucun facteur premier en
commun) et les αi et β j sont dans N∗. On a

mn =
r∏

k=1
pαi

i .
s∏

j=1
q
β j

j
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et un diviseur de mn s’écrit

d =
r∏

k=1
p
α′

i
i .

s∏
j=1

q
β′

j

j

avec α′
i Éαi et β′

j Éβ j (des entiers naturels). En posant

d1 =
r∏

k=1
p
α′

i
i et d2 =

s∏
j=1

q
β′

j

j

alors (d1,d2) ∈Dn ×Dm et π((d1,d2)) = d . On a la surjectivité

Q 8. Soient m et n deux entiers non nuls premiers entre eux,

( f ∗ g )(mn) = ∑
d |mn

f (d)g (mn/d) = ∑
(d1,d2)∈Dn×Dm

f (d1d2)g

(
mn

d1d2

)
= ∑

(d1,d2)∈Dn×Dm

f (d1d2)g

(
n

d1

m

d2

)
D’après la question précédente, d1 et d2 sont premiers entre eux, ainsi que n/d1 et m/d2 (diviseurs de n et m). On a donc

( f ∗ g )(mn) = ∑
d1|n

∑
d2|m

f (d1) f (d2)g

(
n

d1

)
g

(
m

d2

)
=

( ∑
d1|n

f (d1)g

(
n

d1

))( ∑
d2|m

f (d2)g

(
m

d2

))
= ( f ∗ g )(n).( f ∗ g )(m)

On a également ( f ∗ g )(1) = f (1)g (1)neq0. La fonction f ∗ g est encore multiplicative.

Q 9. On commence par montrer qu’une fonction multiplicative est définie de façon unique à partir de ses valeurs en les pk avec p
premier et k ∈N∗ :

• on a g (1) = 1.

• soit n Ê 2 un entier. Si n =
k∏

i=1
pαi

i avec p1, . . . , pk premiers deux à deux distincts et αi ∈N∗, alors g (n) =
k∏

i=1
g

(
pαi

i

)
.

• réciproquement une telle fonction est bien multiplicative : si

m =
r∏

k=1
pαi

i et n =
s∏

j=1
q
β j

j

avec des facteurs premiers tous distincts (m ∧n = 1) et des exposants non nuls, on a alors

g (mn) =
r∏

k=1
g

(
pαi

i

)
.

s∏
j=1

g
(
q
β j

j

)
et on constate que c’est exactement g (m)g (n). L’unicité est alors garantie par la question Q6.

Les relations g (pk ) = −
k∑

i=1
f (p i )g (pk−i ) permettent de définir g sur les nombres pk avec p premiers et k ∈ N∗ et cela

permet donc de définir entièrement une application multiplicative g .

On a alors, pour p premier et k ∈N∗,

( f ∗ g )(pk ) = ∑
d |pk

f (d)g (pk /d) =
k∑

i=0
f (p i )g (pk−i ) = 0

On a également ( f ∗ g ) = 1. L’application f ∗ g est nulle sur tous les pk donc coïncide avec δ sur ces entiers et donc
partout par unicité de la question Q6. On a bien une application multiplicative g telle que f ∗ g = δ.

Q 10. L’ensemble est non vide, la loi ∗ est une loi de composition interne, associative et commutative. On a un éléments neutre δ

ainsi qu’un symétrique pour toute application. L’ensemble (M,∗) est un groupe commutatif.

I.C - La fonction de Möbius

Q 11. soit m et n premiers entre eux. Si l’un d’eux est divisible par le carré d’un nombre premier alors leur produit aussi et µ(mn) =
0 = µ(m)µ(n). Si n est le produit de k entiers premiers distincts et m de l entiers premiers distincts, alors mn est produit de
k + l entiers premiers distincts et µ(mn) = (−1)k+l = (−1)k (−1)l =µ(m)µ(n). La fonction est multiplicative.

Q 12. On a µ∗ 1(1) = 1 et la fonction est multiplicative. Soit p ∈P et k ∈N∗, alors

(µ∗ 1)(pk ) =
k∑

i=0
µ(p i )1(pk−i ) =µ(1)+µ(p) = 1−1 = 0

puisque tous les µ(p i ) sont nuls si i Ê 2. La fonction multiplicative coïncide avec δ sur les entiers pk donc µ∗ 1= δ.
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Q 13. On remarque de F = f ∗ 1= 1∗ f . On a alors µ∗F =µ∗ 1∗ f = f ce qui correspond à la relation demandée.

Q 14. De nouveau, on a deux fonctions multiplicatives et on montre qu’elles sont égales sur les pk .

• on a φ(pk ) = pk −pk−1 : ce sont tous les entiers entre 1 et pk qui ne sont as multiples de p : il y a pk−1 multiples de p, les
p.q avec q ∈ J1; pk−1K.

• (µ∗ I)(pk ) =µ(1)I(pk )+µ(p)I(pk−1)+0 = pk −pk−1

On a donc l’égalité φ=µ∗ I.

Remarque : on trouve alors I=φ∗ 1, ce qui donne, pour tout n ∈N∗,

n = ∑
d |n

φ(d)

I.D - Déterminant de Smith

Q 15. On calcule le terme en position (i , j ) de M ′DT : il vaut

ai j =
n∑

k=1
m′

i k d j k =∑
k| j

m′
i k = ∑

k|i ,k| j
g (k) = ∑

k|i∧ j
g (k).1 = (g ∗ 1)(i ∧ j )( f ∗µ∗ 1)(i ∧ j ) = ( f ∗δ)(i ∧ j ) = f (i ∧ j )

Cela donne M = M ′DT .

Q 16. Ainsi det M = det M ′.detD . Les matrices D et M ′ sont triangulaires. Les éléments diagonaux de D valent 1. On a donc

det M = det M ′ =
n∏

k=1
g (k)

I.E - Séries de Dirichlet

Q 17. Si s Ê s′, alors pour tout k ∈ N∗,

∣∣∣∣ f (k)
k s

∣∣∣∣ É ∣∣∣∣ f (k)

k s′

∣∣∣∣. On note B f = {s ∈ R,
∑ f (k)

k s converge absolument}. Si B f est non vide et si

s ∈ B f alors [s,∞[⊂ B f . On en déduit que B f =]Ac ( f ),+∞[ ou [Ac ( f ),+∞[ s’il est non vide. Cela donne la convergence absolue
de la série pour tout s > Ac ( f ).

Q 18. on note M = max(Ac ( f ), Ac (g )). Par différence, on a, pour tout s > M ,
+∞∑
k=1

ak

k s = 0 où ak = f (k)− g (k). La série
∑ ak

k s converge

absolument pour tout s > M . On suppose que les ak ne sont pas tous nuls et on note i l’indice minimal pour lequel ai 6= 0. On
a donc, pour tout s > M ,

ai

i s +
+∞∑

k=i+1

ak

k s = 0

ou encore

ai +
+∞∑

k=i+1
ak

i s

k s = 0

Puisque 0 < i
k < 1, on a lim

s→+∞
i s

k s = 0. On va justifier qu’on peut permuter somme et limite en +∞. On note fk (s) = ak
i s

k s .

Pour tout s Ê M + 1, on a
∣∣ fk (s)

∣∣ É | fk (M +1)| = i M+1 |ak |
kM+1 terme général d’une série convergente. On a donc convergence

normale de
∑

fk sur [M +1,+∞[. On peut appliquer le théorème de permutation des limites et obtenir ai +0 = 0 donc une
contradiction. On a bien, pour tout k ∈N∗, ak = 0 et donc f = g .

Q 19. On note de nouveau M le maximum des abscisses de convergence. On a pour s > M ,

L f (s)Lg (s) = ∑
(k,l )∈(N∗)2

f (k)g (l )

(kl )s

et la famille

(
f (k)g (l )

(kl )s

)
(k,l )∈(N∗)2

est sommable car chaque série converge absolument. On effectue alors une sommation par

paquet en regroupant tous les produits kl qui valent un certain entier n :

(N∗)2 = ⋃
n∈N∗

Cn

où Cn = {(k, l ) ∈ (N∗)2,kl = n}. On a donc

L f (s)Lg (s) =
+∞∑
n=1

( ∑
(k,l )∈Cn

f (k)g (l )

(kl )s

)
=

+∞∑
n=1

( ∑
(k,l )∈Cn

f (k)g (l )

ns

)
=

+∞∑
n=1

(∑
k|n

f (k)g (n/k)

ns

)
=

+∞∑
n=1

( f ∗ g )(n)

ns = L f ∗g (s)
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II Matrices et endomorphismes de permutation

II.A - Similitude de deux matrices de permutation

Q 20. On peut le faire par calcul direct mais également plus simplement. On note B = (e1, . . . ,en) la base canonique de E = Rn . On
note fσ l’endomorphisme de E tel que fσ(e j ) = eσ( j ). La matrice Pσ est la matrice de fσ dans la base B. On a ( fσ fσ′ )(e j ) =
fσ(eσ′( j ) = fσσ′ (e j ) pour tout j ∈ J1;nK, ce qui donne fσ fσ′ = fσσ′ et matriciellement Pσ.Pσ′ = Pσσ′ .

Si σ et τ sont conjuguées, il existe une permutation ρ telle que τ = ρσρ−1. On a alors Pτ = PρPσPρ−1 . Or Pρ .Pρ−1 = PId = In

donc Pρ−1 = (Pρ)−1. Cela donne bien la similitude de Pσ et Pτ.

Q 21. on essaie plutôt de vérifier que ργ1 = γ2ρ :

• si k = 1 : γ2ρ(1) = γ2(2) = 6 et ργ1(1) = ρ(3) = 6,

• si k = 3, on a vérifie que γ2ρ(3) = ργ1(3) = 6 et de même avec k = 7 et la valeur 4.

• k ∉ {1,3,7} : ργ1(k) = ρ(k) et γ2ρ(k) = ρ(k) car ρ(k) ∉ {2,4,6} = Supp(γ2).

Q 22. si γ1 = (a1a2 . . . aℓ) et γ2 = (b1b2 . . .bℓ) sont deux cycles de même longueur, on prend ρ une permutation telle que ρ(ai ) = bi .
On vérifie comme précédemment que ργ1 = γ2ρ (avec par exemple ργ1(ai ) = bi+1 si i ∈ J1;ℓ−1K et b1 si i = ℓet de même
pour γ2ρ).

Q 23. si σ est un cycle (a1a2 . . . ak ) de longueur k et ρ une permutation alors les calculs précédents montrent que ρσρ−1 est le
cycle de longueur k également, (ρ(a1)ρ(a2) . . .ρ(ak )). De plus si ue permutation s est produit de cycles à support disjoints
s = c1 . . .cp , alors

ρsρ−1 = (
ρc1ρ

−1)(ρc2ρ
−1) . . .

(
ρcpρ

−1)
est encore un produit de cycles à supports disjoints, chaque cycle ρciρ

−1 étant de même longueur que ci .

• si σ et τ sont conjugués alors il existe ρ tel que τ = ρσρ−1. On décompose σ en produit de cycles à supports disjoints.
On vient de voir que ρσρ−1 s’écrit encore sous la forme de produit de cycles à supports disjoints avec exactement les
mêmes longueurs pour les cycles qui apparaissent. On a donc cℓ(σ) = cℓ(τ) pour tout les entiers ℓ ∈ J2;nK. Pour ℓ= 1 : k
est un point fixe de σ si et seulement si ρ(k) en est un pour τ :

σ(k) = k ⇔ ρσ(k) = ρ(k) ⇔ (ρσρ−1)(ρ(k)) = ρ(k) ⇔ τ(ρ(k)) = ρ(k)

Les deux permutations ont le même nombre de points fixes. Finalement si τ et σ sont conjuguées alors elles ont le même
type cyclique.

• Réciproquement si σ et τ ont le même type cyclique. On décompose σ et τ en produit de cycles à supports disjoints
σ = c1c2 . . .cp et τ = d1d2 . . .dp avec ci et di de même longueur (ou on regroupe les cycles à support disjoints de même
longueur). On crée alors une permutation qui conjugue chaque ci à chaque di (possible car les supports des ci et des di

sont disjoints) et qui envoie les points fixes de σ sur ceux de τ (il n’y a pas unicité : on peut déjà permuter tous les points
fixes, ainsi que choisir l’ordre des cycles de même taille et même sur un cycle, l’ordre des éléments peut être décalé).

Remarque : jusqu’à quel point faut-il rédiger cette question? si on veut vraiment tout formaliser, c’est faisable mais ça prend
du temps...

Q 24. Le cycle γ est conjugué au cycle γ′ = (12. . .ℓ). Les matrices Pγ et Pγ′ sont semblables et ont du même polynôme caractéris-
tique. La matrice Pγ′ est Γℓ. On calcule son polynôme caractéristique :

dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X 0 0 −1

−1
. . .

. . .
. . .

. . . X 0
0 −1 X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On développe par rapport à la première ligne pour obtenir deux déterminants de matrices triangulaires : inférieures pour la
première avec des X sur la diagonale et supérieure avec des −1 sur la diagonale pour l’autre. Cela donne

dn = X .X ℓ−1 + (−1)(−1)ℓ+1.(−1)ℓ−1 = X ℓ−1

Q 25. On décompose σ en produit de cycles à supports disjoints : σ = c1c2 . . .ck avec ℓi la longueur du cycle ci . On crée une per-
mutation conjugué τ = c ′1c ′2 . . .c ′k avec c ′1 cycle (12. . .ℓ1), c ′2 = (ℓ1ℓ1 + 1. . .ℓ1 +ℓ2)... c ′i étant le cycle (si si + 1. . . si +ℓi ) où si

est la somme des longueurs précédentes si =
i−1∑
j=1

ℓ j . Les derniers entiers restants étant laissés invariants. Les deux cycles sont

conjugués et les matrices associées ont même polynôme caractéristique. La matrice Pτ est diagonale par blocs avec des blocs
Γℓ1 ,Γℓ2 , . . . ,Γℓk

et un derniers blocs identité Ic1(σ). Le polynôme caractéristique est alors

χσ(X ) = (X −1)c1(σ)
k∏

i=1
(X ℓi −1)
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En regroupant les cycles de même longueur, on obtient le résultat

χσ(X ) =
n∏

ℓ=1
(X ℓ−1)cℓ(σ).

Q 26. Si Pσ et Pτ sont semblables, alors elles ont le même polynôme caractéristique. Les racines de ces polynômes caractéristiques
sont des racines de l’unité d’ordre au plus n. On fixe q ∈ J1;nK et on regarde les multiplicités pour la racine ω= e2iπ/q . On a ω

racine de X ℓ−1 si et seulement si ωℓ = 1 donc si et seulement si ℓ est un multiple de q (ou q un diviseur de ℓ). Dans ce cas,
on a ω qui est racine simple de X ℓ−1 et de multiplicité cℓ(σ) dans (X ℓ−1)cℓ(σ). Finalement ω est de multiplicité

∑
q |ℓ

cℓ(σ). Il

en est de même pour τ. On a donc les égalités pour chaque entier q ∈ J1;nK.

Q 27. On calcule TσD . Tσ est une matrice ligne (c1c2 . . .cn). Le produit est aussi une matrice ligne (a1a2 . . . an) avec a j =
n∑

k=1
ck dk j

Or dk j ne vaut 1 que si j |k et 0 sinon. Cela donne a j = ∑
j |k

ck (σ), exactement les quantités précédentes. Ainsi on obtient

TσD = TτD . Puisque D est de déterminant 1, elle est inversible et ainsi Tσ = Tτ. Les deux permutations ont bien le même type
cyclique et sont donc conjuguées.

II.B - Endomorphismes de permutation

Q 28. Si u est un endomorphisme de permutation et B = (a1, . . . ,en) une base comme dans la définition, alors la matrice de u dans
la base B est Pσ : en colonne j , on a un coefficient 1 si i =σ( j ) et 0 sinon. Réciproquement si la matrice de u dans une base
B = (e1, . . . ,en) est Pσ alors u(e j ) = eσ( j ) pour tout j ∈ J1;nK.

Q 29. Soit u l’endomorphisme associé à la permutation σ. Soit k l’ordre de la permutation σ. On a (Pσ)k = Pσk = PId = In . Le poly-
nôme X k−1 est un polynôme annulateur scindé à racines simples pour Pσ et aussi u - donc la matrice Pσ et l’endomorphisme
u sont diagonalisable. Puisque Pσ a des éléments diagonaux qui valent 0 ou 1, sa trace est un entier entre 0 et n. Il en est de
même pour tru.

Q 30. Si les matrices sont semblables alors elles ont le même polynôme caractéristique. Réciproquement si A est diagonalisable

avec χA =
m∏

k=1
(X −λk )nk avec λ1, . . . ,λm les valeurs propres distinctes de A, alors A est semblable la matrice diagonale avec

les valeurs propres qui apparaissent autant de fois que leur multiplicité (dans le même ordre). Si A et B sont diagonalisables
avec le même polynôme caractéristique alors elles sont semblables à une même matrice diagonale donc semblables par
transitivité.

Q 31. la réciproque a déjà été vue. On suppose que u2 = IdE et que tr(u) ∈ N. L’endomorphisme u est diagonalisable avec deux
valeurs propres possibles ±1. Si on note α la multiplicité de 1 et β celle de −1, on a α+β= n et tru =α−β. On a donc αÊ β.
On a donc un polynôme caractéristique χu = (X − 1)α(X + 1)β = (X 2 − 1)β(X − 1)α−β. On note A la matrice de u dans une

base de E . La matrice B diagonale par blocs avec β blocs

(
0 1
1 0

)
et α−β termes valant 1 ensuite possède le même polynôme

caractéristique, elle est diagonalisable car chaque bloc

(
0 1
1 0

)
est semblable à

(
1 0
0 −1

)
et c’est la matrice de la permutation

(12)(34) . . . (2β−1 2β). Les matrices A et B sont semblables. Il existe donc une base dans laquelle la matrice de u est la matrice
d’une permutation.

Q 32. Le sens réciproque est toujours vrai (pour tout k).

• k = 3 : le polynôme X 3 − 1 = (X − 1)(X − j )(X − j ) est annulateur de u donc A est diagonalisable avec SpA ⊂ {1, j , j }.
On note α,β,γ les multiplicités respectives des trois valeurs propres éventuelles (la multiplicité peut être nulle). On a
α+β+γ = n et α+β j +γ j ∈N. La partie imaginaire est nulle donc β = γ. Puisque j + j = j + j 2 = −1, on a tru = α−β

donc β= γÉα et
χu = ((X −1)(X − j )(X − j 2))β(X −1)n−3β = (X 3 −1)β(X −1)n−3β.

La matrice Γ3 admet (X 3−1) comme polynôme caractéristique et est diagonalisable (polynôme caractéristique scindé à
racines simples). On note B la matrice par blocs avec β blocs de la forme Γ3 et le reste de la diagonale à 1. Cette matrice
est diagonalisable et a le même polynôme caractéristique que A donc A et B sont semblables. De nouveau B est la
matrice d’une permutation (produit de cycles de longueurs 3 : (1 2 3), (4 5 6) . . . ). On en déduit qu’il existe une base dans
laquelle la matrice de A est la matrice d’une permutation.

• k = 4 : ça ne fonctionne plus... la matrice

(
i 0
0 −i

)
a un polynôme caractéristique X 2 +1 qui n’est pas du type qu’on doit

obtenir (question 25) et vérifie u4 = I2. Pour généraliser, on prend une matrice avec ce bloc et n −2 termes diagonaux
qui valent 1 (et 0 ailleurs).

Remarque : si on essaie de faire comme avant, on a des multiplicités α pour 1, β pour −1 et γ= δ pour i et −i . La trace
donne seulement α−β ∈N mais aucune contrainte sur γ qui permettrait de regrouper 4 par 4 afin d’avoir des blocs Γ4.
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Q 33. Pour le sens direct : la question 25 donne la première propriété. Pour la seconde, si on note N l’ordre de la permutation (on
est dans un groupe fini), on a uN = IdE . On s’intéresse à la réciproque.

• le (b) nous dit que u est diagonalisable car il admet un polynôme annulateur scindé à racines simples.

• Le (a) nous dit que u possède la même polynôme caractéristique qu’une permutation σ de Sn qui aurait cℓ(σ) = cℓ pour
tout entier ℓ ∈ J1;nK (on en a construit une en question 25). La matrice de l’endomorphisme u dans une certaine base
est donc semblable à la matrice de la permutation σ (question 30). Ainsi u est un endomorphisme de permutation.

Q 34. deux versions... aucune vraiment immédiate :

• on utilise les fonctions symétriques des racines (ça déborde un peu du programme). L’endomorphisme u est trigo-
nalisable et il existe une base dans laquelle sa matrice est triangulaire avec une diagonale λ1,λ2, . . . ,λn . On a alors

truk =
n∑

i=1
λk

i . On développe le polynôme χu =
n∏

i=1
(X −λi ) et chaque coefficient s’exprime à l’aide des sommes

n∑
i=1

λk
i ,

donc des tr(uk ). On en déduit que u et v ont le même polynôme caractéristique.

• on le démontre en résolvant un système faisant apparaître les valeurs propres. On pourrait noter λ1, . . . ,λp les valeurs
propres distinctes de u et µ1, . . . ,µq celle de v mais c’est compliqué à rédiger. Le plus simple est de regrouper ces valeurs
propres en un seul ensemble : on note λ1, . . . ,λr les différentes valeurs propres de u et v et on note n1, . . . ,nr leurs
multiplicités dans χu et m1, . . . ,mr celles dans χv (certaines peuvent être nulles). Cela donne alors, pour tout k ∈ N,

tr (uk ) =
r∑

i=1
niλ

k
i =

r∑
i=1

miλ
k
i = tr(vk ) et ainsi

r∑
i=1

(ni −mi )λk
i = 0 pour tout k ∈ N. En écrivant les r premières équations

(pour k allant de 0 à r −1), on obtient un système d’équations dont le déterminant est un déterminant de Vandermonde
inversible - les inconnues étant les ni −mi . Chaque mi −ni est donc nul et pour tout i ∈ J1;r K, on a mi = ni . Les deux
matrices ont donc les mêmes valeurs propres avec les mêmes multiplicités et donc le même polynôme caractéristique.

Q 35. On cherche à démontrer les deux points de la question 33. Une fois qu’on aura montré que ch i
u est sous la forme de (a), on en

déduira que les valeurs propres de u sont des racines de l’unité. En prenant N le ppcm des ordres des racines de χu , puisque
u est diagonalisable, il admettra une matrice diagonale dans une certaine base et la matrice de uN dans cette base sera In .
On aura donc le point (b). Il reste donc à voir (a). Pour cela on ma montrer que u et v vérifie la propriété de 34 lorsque v est
l’endomorphisme de permutation créé à la question 25 : pour chaque entier ℓ ∈ J1;nK, on a cℓ blocs Γℓ. Il reste donc à calculer

tr(vk ) pour un tel endomorphisme. On a tout d’abord tr(vk ) =
n∑

ℓ=1
cℓtr(Γk

ℓ) (on prend la trace de chaque bloc). Il reste à étudier

les traces de Γk
ℓ

.

On note γ le cycle (1 2 · · ·ℓ) et A = Pγ. On prend (e1, . . . ,eℓ) la base canonique de Rℓ ou Cℓ et u l’endomorphisme canonique-
ment associé à γ : on a u(ek ) = ek+1 si k ∈ J1;ℓ−1K et u(eℓ) = e1. Puisque γe l l est l’identité, on a Γℓ

ℓ
= Iℓ. Si p ∈ J1;ℓ−1K alors,

pour k ∈ J1;ℓK, up (ek ) = ek+p si k +p É ℓ et up (ek ) = ek+p−ℓ si k +p Ê ℓ+1. On a donc des termes nuls sur la diagonale. On en

déduit que tr(Γk
ℓ

) = 0 si k ∈ J1;ℓ−1K. Puisque Γℓ
ℓ
= In , on a tr(Γk

ℓ
) = 0 si k n’est pas un multiplie de ℓ et tr(Γk

ℓ
) = ℓ sinon.

On a donc obtenu que tr(vk ) =
n∑

ℓ=1
cℓtr(Γk

ℓ) =
n∑

l=1,ℓ|k
ℓcℓ. Cela termine la démonstration.

Remarque : un autre moyen pour calculer tr(Γk
ℓ

) est de la diagonaliser : son polynôme caractéristique est X ℓ−1. Elle est donc

semblable à la matrice diagonale (1,ωℓ,ω2
ℓ

, . . . ,ωℓ−1
ℓ

) où ωℓ = exp(2iπ/ℓ). On a alors tr(Γk
ℓ

) =
ℓ−1∑
p=0

(ωk
ℓ)p . Suivant que ωk

ℓ
vaut 1

ou non, on trouve 0 ou ℓ.

III Valeurs propres de la matrice de Redheffer

Q 36. On calcule les différents termes : on note ci j les coefficients de Cn

• c11 =
n∑

k=1
µ(k) = Mn ,

• si j ∈ J2;nK, c1 j =
n∑

k=1
a1k hk j =

n∑
k=1

µ(k)hk j =
∑
k| j

µ(k) = (µ∗ 1)( j ) = δ( j ) = 0 puisque j Ê 2,

• si i Ê 2, ci j =
n∑

k=1
ai k hk j = hi j

La première ligne de la matrice Cn est donc M(n) suivi par n −1 termes nuls. On développe detCn par rapport à cette ligne.
On a donc detCn = M(n).detB où B est la matrice extraite de Hn en retirant la première et la dernière ligne. On représente la
matrice Hn : hormis sur la première colonne (avec des 1), les termes non nuls sont tous au dessus de la diagonale, avec des
1 sur la diagonale. La matrice B est donc triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale. On a detB = 1 et detCn = M(n).
Puisque det An = 1, on a obtenu det Hn = M(n).
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Q 37. On note Fn = Bn(λ)Hn . On effectue les mêmes calculs que dans la question précédente. On commence par remarquer que la
définition de b( j ) équivaut à λb( j ) = ∑

d | j
b(d).

• f11 =
n∑

k=1
d(k)

• si j ∈ J2;nK, f1 j =
n∑

k=1
b1k hk j =

n∑
k=1

b(k)hk j =
∑
k| j

b(k) =λb( j ),

• si i Ê 2, ci j =
n∑

k=1
ai k hk j = hi j

La matrice λBn(λ)−Bn(λ)Hn est donc sous la forme :

λ−
n∑

j=1
b( j ) λb(2)−λb(2) . . . . . . λb(n)−λb(n)

−1 λ−1 x x x
... 0 λ−1 x x
...

...
. . .

. . . x
−1 0 · · · 0 λ−1


=



λ−
n∑

j=1
b( j ) 0 . . . . . . 0

−1 λ−1 (x) (x) (x)
... 0 λ−1 (x) (x)
...

...
. . .

. . . (x)
−1 0 · · · 0 λ−1


On développe par rapport à la première ligne (ou un calcule un déterminant par blocs). On obtient(

λ−
n∑

j=1
b( j )

)
(λ−1)n−1 =

(
λ−1−

n∑
j=2

b( j )

)
(λ−1)n−1 = (λ−1)n − (λ−1)n−1

n∑
j=2

b( j ).

Puisque detBn(λ) = 1, on obtient χn(λ) = (λ−1)n − (λ−1)n−1
n∑

j=2
b( j ).

Q 38. Soit n ∈N∗, on calcule f ∗b(n) = (1+w)δ∗b(n)−w1∗d(n) = (1+w)δ∗b(n)−wd ∗ 1(n) :(
f ∗b

)
(n) = (1+w)

∑
d |n

δ(d)b(
n

d
)−w

∑
d |n

b(d)1(
n

d
) = (1+w)b(n)−w

∑
d |n

b(d) = (1+w −w)b(n)−w
∑

d |n,d 6=n
b(d)

ce qui donne ( f ∗b)(n) = b(n)−w
∑

d |n,d 6=n
b(d). Pour n Ê 2, on obtient 0 par définition de b. Pour n = 1, on obtient b(1) = 1.

Finalement f ∗b = δ.

Q 39. Lorsque les séries convergent, on peut écrire L f (s) = (1+w)Lδ(s)−wL1(s) = (1+w)−wL1(s). Puisque f (n) =−w dès que n Ê 2,
la convergence a lieu si et seulement si s > 1.

Q 40. On a, pour tout s > 1, L f (s) = 1−w
+∞∑
k=2

1

k s . La série de fonctions fk : s 7→ 1
k s converge normalement sur [2,+∞[ (majorée par

1/k2) et chaque fonction tend vers 0 lorsque s tend vers +∞. Il existe donc s0 tel que pour tout s > s0,

∣∣∣∣∣w +∞∑
k=2

1

k s

∣∣∣∣∣< 1 (on peut

même mettre < 1/2 si on veut se laisser de la marge). On suppose que s > s0 dans la suite. On regarde comment se passent les
calculs :

1

L f (s)
= 1

1−w
+∞∑
k=2

1

k s

= 1+
+∞∑
k=1

(
w

+∞∑
n=2

1

k s

)n

= 1+
+∞∑
k=1

wn

(+∞∑
k=2

1

k s

)n

= 1+
+∞∑
k=1

wn

( ∑
k1,k2,...,knÊ2

1

k s
1

1

k s
2

. . .
1

k s
n

)

Pour l’instant les calculs sont valables : on a utiliser une somme d’une série géométrique de raison entre 0 et 1. Pour la relation :( ∑
k1,k2,...,knÊ2

1

k s
1

1

k s
2

. . .
1

k s
n

)
=

(+∞∑
n=2

1

k s

)n

cela vient d’une sommation par paquets sur une famille à termes positifs. On s’intéresse

à cette quantité : on note In = J2,+∞Jn . On regroupe les n-uplets (k1, . . . ,kn) en paquet à produit constant - on note Jm =
{(k1,k2, . . . ,kn) ∈ In ,k1k2 . . .kn = m}. On a alors In = ⊎

mÊ2n
Jm . Les termes étant tous positifs, on a donc

∑
k1,k2,...,knÊ2

1

k s
1

1

k s
2

. . .
1

k s
n
= ∑

mÊ2n

∑
(k1,...,kn )∈Jm

1

(k1 . . .kn)s = ∑
mÊ2n

Dn(m)

ms .
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La convergence de la dernière série étant assurée par la sommabilité. On a donc, pour s assez grand,

1

L f (s)
= 1+

+∞∑
k=1

+∞∑
m=2n

wn Dn(m)

ms .

Les calculs sont identiques si on remplace w par |w | ce qui garantit que la famille
(
wn Dn(m)

ms

)
kÊ1,mÊ2n

est sommable. Cela

permet de permuter l’ordre des sommes et obtenir : (m Ê 2n équivaut à log2(m) Ê n, soit n É blog2(m)c)

1

L f (s)
= 1+

+∞∑
m=2

blog2 mc∑
n=1

wn Dn(m)

ms = 1+
+∞∑

m=2
m−s

blog2 mc∑
n=1

wnDn(m).

Q 41. On a montré que f ∗b = δ. On a envie d’écrire L f ∗b(s) = Lδ(s) = 1 = L f (s)Lb(s) et ainsi Lb(s) = 1
L f (s) mais on ne sait pas encore

si l’abscisse de convergence de b est finie. On note alors cm =
blog2 mc∑

n=1
wnDn(m) de sorte que 1

L f (s) = Lc (s) pour s > s0 (de la

partie précédente) et notamment Ac (c) est fini. Pour s assez grand, on a L f (s)Lc (s) = 1 = Lδ(s). D’après la question 19, on a
pour s assez grand L f (s)Lc (s) = L f ∗c (s) et avec la question 19, f ∗c = δ. Puisque f ∗b = δ et par unicité de l’inverse, on a b = c

et b est d’abscisse de convergence finie et par unicité, bm =
blog2 mc∑

k=1
wk Dk (m) si m Ê 2. On rappelle que w = 1

λ−1 . On a donc

(λ−1)n−1
n∑

m=2
bm =

n∑
m=2

blog2 mc∑
k=1

(λ−1)n−1−k Dk (m)

Si k Ê blog2 mc+ 1 donc si k > log2 m, alors 2k > m et Dk (m) = 0 (on ne peut pas décomposer m en produits de k facteurs
supérieurs à 2. Cela permet d’écrire que

blog2 mc∑
k=1

(λ−1)n−1−k Dk (m) =
blog2 nc∑

k=1
(λ−1)n−1−k Dk (m)

et de permuter les deux sommes pour obtenir :

(λ−1)n−1
n∑

m=2
bm =

blog2 nc∑
k=1

n∑
m=2

(λ−1)n−1−k Dk (m) =
blog2 nc∑

k=1
(λ−1)n−1−k Sk (n)

cela donne bien χn(λ) = (λ−1)n −
blog2 nc∑

k=1
(λ−1)n−1−k Sk (n)

Q 42. On peut factoriser χn par (λ−1)n−1−blog2 nc, ce qui donne

χn(λ) = (λ−1)n−1−blog2 ncQ(λ)

où Q(λ) = (λ−1)blog2 nc+1−
(blog2 nc−1∑

k=1
(λ−1)blog2 nc−k Sk (n)

)
−Sblog2 nc(n) et notamment Q(1) =−Sblog2 nc(n). Il reste à prouver que

cette valeur est non nulle pour obtenir le résultat quant à la multiplicité de la racine. On a

Sblog2 nc(n) =
n∑

m=2
Dblog2 nc(m)

Si on note p = blog2 nc alors 2p É n et Sblog2 nc(n) Ê Dp (2p ) = 1 : tous les termes sont positifs ou nuls et l’entier 2p se décompose
bien en produit de p facteurs égaux à 2. On a donc un coefficient non nul comme souhaité et la multiplicité de la racine 1 dans
χn est bien n −1−blog2 nc.

Remarque : la matrice de Redheffer a donc un déterminant égal à la fonction de Mertens. Cette matrice a un intérêt concernant
la conjecture de Riemann. En effet cette dernière conjecture est équivalent à montrer que M(x) = O(x1/2+ε) pour tout ε > 0 assez
petit. La conjecture de Mertens est que |M(n)/

p
n| < 1 - elle impliquerait donc l’hypothèse de Riemann... sauf qu’en 1985, il a été

montré que cette conjecture était fausse.
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