Mathématiques MPI* DL12 - X-ENS MP 2012 Correction

Valeurs d’adhérence de séries entieres sur le cercle de convergence

Premiére partie : convergence au sens de Cesaro

1. + On commence par le cas ol la limite de la suite (a;) >0 est nulle. Soit € > 0. Il existe un rang ny € N tel que,
pour tout n = ny, |ay| < %e. Pour n = ng, on a alors

no—1 ny—1
|mn|<—1 > k+_Z|ak| Zak+ SE.
1 =0 n+l =,

no—1

Zak

no—1
Y ak
k=0

< %s. Finalement

Pulsque hm

=0, il existe n; = ng tel que, pour n = n;,
+toon+1

Vn=n,|myl <e.

Onabien lim m, =0.
n—+oo

e Si lim an = ¢, alors avec d, = a, — ¢, on est ramené au cas précédent. On a alors m, — ¢ = o
n—

n
1 1 Z ﬁk de
k=0
limite nulle donc hm my,= lim a,.
n— n—+oo
Remarque : pour la demonstratlon du lemme de Cesaro, on peut également utiliser la sommation des
équivalents : silima, = ¢ #0 alorsa, ~ {et % ~ 1. Puisque 1 est positif et que ) 1 diverge, on a
n—+oo n—+oo
= ag . ) - a
v (n+1) ce qui donne le résultat. Lorsque la limite est nulle, on utilise a la place a, = 0(1).
k=0 e
e On prend a, = (—1)". Cette suite est divergente puisque les deux suites extraites (a2;) ;>0 €t (@2,+1) n=0 Ont
des limites différentes. On a alors my;, = 2771 et Mens1 = 0. La suite (my) =0 converge vers 0.

2. Onnote S, =ap+a+...+ay.Ona(n+1)m, =S,.Deplus, pour n =1,

a (n+1)my,; —n.my_; m
a,=8,—-Sp.1=m+1)m,—n.my,_; et 2= L LmE R my— My +—2,
n n n

an
Si hm my,="2¢, alors lim —=¢—-¢+0=0.
n—+ n—+oo n

3. Onregroupe les termes deux par deux :

— a_ @ _ alq_ i“) ~ = (Zk)a_— a

On pose uy = ax + azk+1- Ona lim ug =0.Or
k—+o00

2p-1 1 p-1
Map-1= —— ak:—Zuk

2p %o 2p i=o
a
d’apres le lemme de Cesaro, ce terme tend vers 0. On a alors my), = 25—111’”&9—1 + Tzfl' Puisque a €]0,1[, on a

2p)®
im
p—+02p+1

=0et lim m;y, =0.Finalement lim m, = 0 pour cette suite (alors que |a,| tend vers +00).
p—+oo n—+o0o

4. La suite Sn(zo) est C-convergente, on a donc # de limite nulle. Puisque n et n + 1 sont équivalents, on a

n
anz
lim Z akzo = 0. La suite (anz)) est donc C-convergente ce qui donne lim "0 — 0. Si on note R’ le

n—+oop+1 n—+oo n

. . 1
rayon de convergence de ) —anz on a donc |zg| < R'. Or les séries entieres Y_a,z" et ) —a,z" ontle méme
n

rayon de convergence donc R’ R. On adonc obtenu |zp| < R
Remarque: si|z| < R,lasuite (S;(z)) converge donc est C-convergente. Sila suite est C-convergente alors |z| < R. 1l
n'y adonc que sur les complexes de module R qu’il peut y avoir discussion (C-convergence mais pas convergence).
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n 1 _Zl’l+1
5. (a) Lerayon de convergence vaut 1. Pour|z|<letz#1,onaS,(z)= Z I et
k=0 1T%
1 1 & 1 z 1-z"1
onz)=—[1-—— Y &1 | = (1—
1-z n+1;5 1-z n+l 1-z
Puisque z"*! estde module 1,ona lim 2"l =0eto(z) = i l
n—+oon+1 Z

(b)

(c)

6. (a)

(b)

Siz=1,alors S,(1) =n+1, 0,(2) = % de limite infinie. Onadonc R=1et F={ze U,z # 1} (en
notant U l’ensemble des complexes unitaires).

On ne peut pas avoir a la fois @« =0 et @ + f = 0. Pour z = 1, la série entiere diverge et R < 1. Puisque (¢;) =0
est bornée, le rayon de convergence est au moins égal a 1. Finalement R = 1.

¢ Soit z de module 1 différent de +1 :

n n-1
Son(z) = a) Zr+@+p) ) 2= % (@ =2"""%) + (@ + B)z(1 - 2*™))
k=0 k=0 4
= - _lzz (a+(@+p)z)- - (a+p) +az)z?"!
Son+1(2) = San(2) +(a+ f)2*""!

az+(a+p) L2042

1
= 7 s (a+(a+P)z)-
-z

Pour les mémes raisons que précédemment, on o (z) = 1 1 > (a +(a+ ,B)z) siz#+1.
-z

e pourz=1:85,1)=2n+Da+nf=a+na+p) etSy+1(1)=2n+2)a+n+1)f=mn+1)2a+ ). On

adonc
1@ = — [na+20a+p ") 2% L ona+p)
= o 2 ) 2

dont le module a une limite infinie car 2a + § # 0
e pour z = —1, on fait un calcul similaire... cette fois c’est la condition  # 0 qui intervient avec la méme

conclusion.
Bilan: R=1, F=U\(-1,1} eto(2) = - L (a+@+p)2).
-z
ontrouveR:1,F=[U\{e_m,l},0(z)=11 +—%
2 1-e"z

Deuxieme partie : un théoreme de Kronecker

Une fonction de & est une combinaison linéaire finie de fonctions e;. On effectue le calcul pour I'une de ces

P
fonctions:siA=0,0na %f eo(t)dt =1 de limite 1 lorsque x tend vers +oco, etsiA #0,
—-X

1fx it Y
L[ g L],
2xJ-x 2iAx

de limite nulle lorsque x tend vers +oco.

xo sin(Ax)

—-x Ax

Si f,ge & et ueR, pourtout x>0,0ona
X

1 r* 1 rx 1
ox _x(f(t)+pg(t))dt: af_xf(t)dt+ua _xg(t)dt

X
d’ot, en limite M(f + ug) = M(f) + uM(g). Enfin, pour tout x > 0, ‘f fnde
—X

< ||f||OO si bien que |[M(f)| <

| f|l.- Lapplication M est une forme linéaire continue sur &.

Il suffit de montrer que la famille est libre. On peut le faire par récurrence sur le nombre de termes ou avec une
matrice de Vandermonde, mais le plus simple est de voir que la fonction e, vérifie e/, = iAde,. Si on considere
I'application f — f’ sur €°°(R,C), les fonctions e) en sont des vecteurs propres pour des valeurs propres
distinctes. La famille est donc libre. La seconde partie de la question correspond a ce qu’on a fait dans 6a.
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(c) Puisque ej.e, = ey, le produit de deux combinaisons linéaires de fonctions e) restera une telle combinai-
son linéaire. Si g = 0, pour tout x > 0,

1 X
‘E _xf(t)g(t)dt

1 [ 1 [
<o [ irwigodr< |l [ swar

lorsque x tend vers +oo, on obtient |[M(fg)| < || |, M(g).
7. (a) Onregroupe les termes d’indices opposés :
N N+1-

Kn@®=1+) L (oiit 1 ¢7iit) 1+2£ N2 cosjin 1+2§ I cos((N+1- j)t)
= e = —_— = —
N SN+ “TNer oY AN J

en effectuant le changement d’'indice « j — N+1— j».
(b) sit¢2nZ, et #1donc

9isi N+1t . [N+ ;
N —i(N+D)¢ _j N+l 218N sSin
Zel(%_k)t:el§tl—e :el%te 2 2 _ 2
k=0

_ it —ily 1 B t

1-e e’ 2isin(—t) sin(—)

2 2
. (N+1 )
sin t
2 )

o]

. (N+1 )\?
s1n(2t) N N N N N .
— (Z el(z—p)t) (Z e—l(z—q)t) — Z Z e ia-pit _ Z Z ezkt
p=0 q=0

t
: = = =0g=0 =—N| r-9=k
sm(z) p=04q 0epopaN

N}

Puisque ¢ — est paire, on peut remplacer ¢ par —¢ dans la somme. On a alors

n

Si ke [0;N],ilya (N+1-k) couples (p, q) € [0; N]? tels que p— q = k (pour k = 0, tous les couples (j, j) avec
j€[0;N], pour k =1, ce sont les couples (j, j+1) avec j € [0; N—1]...). Deméme, ilyen a N+1—|k| lorsque
k€ [-N;-1]. Cela donne

C(N+1 \\?

sin| — t N

— | = X (N+1-[kDe™* = (N+ DKy (D).
inlZ k=-N
)

8. (a) On développe brutalement :

( ntl{ N _ ijApx+ay)
o = [ 5 - 225)-

p=1\j=-N

L1l | jn+1l o . s .
Z (1— J1 )...(1— Jnt1 )exp(z(cn]l+...+an+1]n+1))exp(l(7L1]1+...+/1n+1]n+1)x)
(jl ----- jn+1)EII_N;N]]n+1 N+1 N+1

ce qui donne (en reprenant kj, au lieu de j,) :

n+1 |kp| 'n+1
gN: Z H(l—N+1) exp lp;lapkp ezzz%/lpkp

(k1o kps1)€[-N; N1 \ p=1

Par linéarité de M et en utilisant le fait que M(ey) = 1 et les autres valeurs sont nulles, on doit regarder quels
n+l

sont les termes tels que Z Apkp = 0. Puisque la famille (11, ...,1,41) estlibre sur Q, il n’y a que la combinai-
p=1
son linéaire triviale, avec k; = k» =...)k;+1 = 0 qui donne une valeur de A nulle. On en déduit que M(gy) est

n+1
le coefficient devant ce terme (tous les k; sont nuls), c’est-a-dire ( H 1) exp(0) = 1. On a bien M(gn) =1.
p=1
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(b) On écrit gy = Z A i1 €T 1, ke Ona
(kl,,..,ky,+1)E|I—N;N]]'l+1
n+l
fen=rogn+ ) ajeygn
j=1
n+1
et M(fgn) =roM(gn) + Z a;jM(ey,;gn). On calcule alors M(ey,; gn) avec le méme principe que la question
j=1
n+1
précédente. Les termes de ), g sont des combinaisons des e, ol1 p est souslaforme = A+ ) A,k,. Dans
p=1
la valeur moyenne, il ne reste que le terme avec k,, =0si p # j et k; = —1. Cela donne
M(ey . =|1- exp(—ia;
( Aj gN) ( N+1 ) p( ])
Finalement
n+1 . N ntl
M =ro+ aje’"% =ry+ ri

(c) Pourtout xeR,ona
n+1 n+1

Ifelsro+ ) laj|=) r;
=1 =0

D’autre part, g est positive en tant que produit de Ky (1, x + ap) tous positifs sur R. On a donc [M(fgn))| <

n+l
£l M@ = | [l Ainsi | ., =ro+ % Y rj. Cela étant vrai pour tout N € N, on obtient, lorsqu’on fait
=1
n+l !
tendre N vers +oo, || f || o= Z rj. Finalement
j=0

n+l
IFloe= 2 ri
j=0

9. Ona,sik# j,lu1+...+ upl| <lug+ujl+ Z lui| = lug+ujl+(m—2). Celadonne |ug+uj| = (m-¢)—(m-2) =2-¢.
i#k,j
On a également |uy + uj|* + |ug — uj|* = 2(Jug|* + |u;|*) = 4. Cela donne

Iuk—uj|2:4—|uk+ uj|2>4—(2—£)2:4£—£2>2£,

ce qui donne (tout est positif), |ug — uj| = 2V/E.
10. (a) Onaleshypotheses de la question 8. On a donc ||[ll, f]1 = n+2. Il existe donc une suite de réels (x;,) telle que
Mm [ foem)l = | f]lo = n+2.

(b) On se rameéne a la question 9. avec ui'") =1, u;"z)z = e2imxm ot " = pidixm i@ gyec X, bien choisi. Plus

précisément, soit € > 0 (et € < 1). Il existe mg € N tel que, pour tout m = my, | f(x,)| = n+2—¢. Pour m =

myp, on a Iugm) —u™| < 2y/e. Cela donne lim u!™ =1.0nadonc lim e*™m =1 et, pour j € [1;7],
. . J ~ m—+oo J M— +00
lim e el® =1, c'est-a-dire lim et = ¢71%,
m—+00 M 100

(c) On a e%™*m = @217Ym de limite 1. Cela donne lir£1 cos(2myn) = 1. Puisque 27y, € [, [, on veut montrer
m—+oo

=e

que y,, tend vers 0... on a 1 — cos(27y,,) = 2sin?(wy,,) donc mliqu sin(my,) = 0. Puisque, cette fois, ny,, €
—1T00
[-7/2,7/2[, on a my,, = arcsin(sin(r y,,)) donc lir}rl Ym=0.
m——+oo
Il vient alors eiti*m = iAiNmeidjym et, puisque lim eiym =1 onabien lim eMNm = i®),
m—+oo m—+oo
11. (a) Soit I un fermé borné donc un compact. La fonction f est continue sur ce compact et ses bornes sont at-

teintes. Il existe xy € I tel que | f(xp)| = sup|f(x)|. Supposons que | f(xp)| = n+ 2. On a donc
xel

n
1- Z ehi%o 4 2im%0 — 4 9
j=1
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On a donc n+ 2 complexes de module 1 dont le module de la somme est égal a la somme des modules. C’est
le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire. Tous les complexes sont donc sous la forme rei® avec r = 0 (et 6
fixé). Puisqu'il sont tous de module 1 et que le premier vaut 1, ils sont tous égaux a 1. On aurait donc que
271 xo est multiple entier de 27, ainsi que tous les A jxy qui sont des multiples impairs de 7. On a donc xg € Z
etAdjxo=2uj+m=(u+1/2)2n) = (u+1/2)Ap+1. Onadonc A; multiple rationnel de A,+1 ce qui est exclu
par indépendance linéaire. On a donc bien | || , < 7+2.

(b) Avecla question 10c., on a construit une suite d’entier N,, qui a cette propriété. Si N,;, <0, on remarque que
e~ AiNn est le conjugué e**iNm et donc converge également vers 1. On peut donc remplacer N, par | N,| afin
d’avoir une suite d’entiers positifs. Cette suite est non bornée car si c’était le cas elle serait dans un segment
I, on aurait f(IN,,) de limite n + 2 ce qui contredit la question 11.a. La suite est donc non bornée et on peut
en extraire une suite de limite infinie : si on a construit ¢(0) < ¢(1) <... < @(p) des entiers tels que Ny = k,
la suite étant non bornée, il existe p(p +1) > ¢(p) tel que Ny(p+1) = p + 1. La suite définie par N;, = Ny ala
propriété souhaitée.

2 ZI/IJN;" — 1.

,ona lim e
m—+oo
12. on a plusieurs résultats (en utilisant la Q-indépendance linéaire des termes donnés - qu'on mette 7 ou 27 ne

change rien) :

Par continuité de I'application z — z

¢ la question 10c. nous a fait construire une suite d’entiers (INV,;,) tels que lim e AilNm — p=ia;

 la question 11b, nous a fait construire une suite d’entiers (ZN’ ) tels que lim AN — 1
m—+oo

iAj(2N;,—Np) _ =1. 6

par quotient, lim e ...mais rien n'oblige 2N,, — N;,, a tendre vers +oco. On a plus de marge

+00
sur 2N}, qu'on remplace par 2N/ avec ¢ une extractrice a construire. Avec un extractrice quelconque, on aura
encore
lim e ®Noow =N — 1 ie)
m—+oo

Pour m donné, on choisit ¢(m) € N de sorte que ¢(m) > @(m—1) et 2N/ o(m) — N,; > m - C’est possible puisque
2N,’C — N, tend vers +oo lorsque k tend vers +oo. On a donc construit une suite d’entier M,, = 2N’ o(m) — Ny, de
iAjMy, _ i

=e

limite +oo et telle que lim e '%/ pour tout j € [1;n].
m—+o0

Troisiéme partie : valeurs d’adhérence aux points de C-convergence

13. (a) onreprend donc’exemple 5a.

e On suppose que x = Znavecp/\q—letqel\l* On a (car e'* # 1, puisque e!* € F) :

l.p(n+1)rr
—e q
ix

1
vneN,S, (") =

. p(n+1)m . .
. 1 .
'ensemble des valeurs prises par e’ ¢  est inclus dans 'ensemble des complexes e!¥P™/q = ¢!¥*7 pour

k allant de 0 a 2g — 1 (on est dans les racines d’ordre 2g de 'unité). Si on a une extractrice telle que
Sy(m (') converge alors elle converge vers I'une de ces racines de 'unité et est donc constante a partir

. p(n+)m .
d’un certain rang. Les valeurs d’adhérence de la suite (e q ) sont donc contenues dans {¢/¥*", k €
ne

[0;2g - 1]} et celles de S, (e’*) dans 'ensemble {%, ke[0;2q-1] } Réciproquement, montrons
. , . x_ , , 1— eikxn .
que ces complexes sont bien des valeurs d’adhérence. Soit I'un d’eux oo Powr k€ [0;2g—1] fixé.
On se rameéne a étudier seulementle cas e’**” en tant que valeur d’adhérence de la suite (e!"+D7) 11
suffit que n+ 1 soit de la forme k+2gm avec m entier. En posant ¢(m) =2gm+k—1,ona e’("’(’”)“)x”
eikxm+i2mpan — oikxT gyec ¢ strictement croissante, a valeurs entiéres (et donc de limite infinie). On a

donc bien une suite extraite de limite e’**" avec k € [0;2q - 1].

e Onsuppose que % ¢ Q.Avec z=e'*,onao(z) = T 1 - 1;” etainsi S, (e!*)—o(e'*) =

1 i(n+Dxm
— ——e .

ix

On a notamment e'* # 1 car x nest pas un multiple entier de #. On a également |Sn(eix) - a(eix)| =
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(b)

(c)

B
11— e'|
donc sur le cercle de centre o (e'*) de rayon

. Si 1 est une valeur d’adhérence de la série entiére alors |y — o (e¥)| = L _ Elles se situent

I1-e"|
ﬁ. Réciproquement, d’aprés le théoreme de Kronecker,
—e
Nm — ei a

pour tout a € R, il existe une suite (N,;) d’entiers telle que lim el* . De cette suite de limite

m—+oo
infinie, on peut extraire une suite croissante de limite infinie (une fois construit les m premiers termes,

il en existe un m + 1-eme parmi les m premiers strictement plus grands). On a donc une extractrice ¢
ia

telle que e"*?"™ tend vers e’ lorsque m tend vers +oo. Ainsi mliqu Spim)-1 (e™) —o(e™) = Sion
— 100

écrit 1 _ 1 e'? on obtient une limite 1

l_eix_ [ll_elxl |1_elJC|

tous les points du cercle de rayon ﬁ
—-e

l_eix'

e!@*0) e réel a étant quelconque, on obtient

onreprend les résultats de 5b : on a montré que o(z) = I 1 > (a +(a+ ﬁ)z) siz€ F=U\{-1,1}. Le calcul nous
-z

a amené a séparer les sommes partielles Sy, et Sp,+1. Si @ est une extractrice telle que Sy (n) (e'®) converge,
alors I'ensemble des valeurs ¢(n) contient au moins une infinité de valeurs paires ou une infinité de valeurs
impaires. Si on a une valeur d’adhérence de Sn(eix) alors c’est une valeur d’adhérence de Sgn(eix) ou de
Sops1 (). On peut donc séparer ’étude en 2.

e caspair:ona

. . 1 . . eix . .
SZn(el.X) _O_(el.Xf) — _ﬁ((a +ﬁ) + aelJC)e(Zn-l-l)lx — _m((a +ﬁ) + anX)eznlx

2x

Puisque <= ¢ Q, le théoreme de Kronecker nous donne a nouveau que les valeurs d’adhérence vont étre

tous les complexes — ((@ + B) + ae'™)e'® et ainsi on obtient le cercle de centre o(e'¥) et de rayon

ezx
a+pf+ae’”
2sinx
» de la méme maniere, les valeurs d’adhérence pour les sommes partielles d’indices impairs décrivent le
(@+Be +a
2sinx

((a+B)+ ae'™)

el
1- ele

cercle de centre o (e'*) et de rayon

eix ix
m((a’ + ﬁ)e +a)

remarque : on peut comparer les carrés des rayons et voir qu’ils sont différents car a/f ¢ R :

ix ix

:‘(1+E)+eix
a

= |(a+,6)+aeix

(a+ﬁ)eix+a|:|(a+ﬂ)+aeix @’(Hg)ﬂf

©|(a+,3)+ae_

B
a
si on avait les vrais calculs de 5c, on aurait pu envisager de faire cette question. Pas envie, tant pis... et hon-
nétement cela n’apporte pas grand chose (si ce n’est le résultat)

Le nombre 1 + £ est sur la médiatrice des points d’affixes —e’* et —e™** donc est un réel, ce qui est exclu.
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