X, Premiére composition MP 2009

Corrigé rédigé par Denis Choimet

L’auteur de ce corrigé remercie par avance les lecteurs qui voudront bien lui indiquer les erreurs qu’ils
auront détectées.

PREMIERE PARTIE
1. Fixons x € R, et considérons la fonction
ug : R — Rt — f(e'z).

Elle est dérivable sur R, et u/,(t) = e'zf'(e'x) pour t € R. En particulier, u/,(0) = = f/(x), soit

d
S(@)@)|_ = AN).

t=0

2. Par linéarité, on peut supposer sans perte de généralité que f est un monéme : f(x) = aP pour
x € R, ot1 p est un entier naturel. On a alors (Af)(x) = paP, (A2f)(x) = p*aP et, par une récurrence
immeédiate :

(A" f)(x) = p"aP pour n € N.

Deés lors, I'égalité

T

. L. . n . .
et le fait que le rayon de convergence de la série entiére ) %7 est infini montrent que

tn
la série Z — (A" f)(z) est absolument convergente pour tout (t,x) € R?.
n!

On a de plus
SO ) =2t 30 O arer — e,
n=0 =0 n!
soit
S LA @) = @),
n=0

3. On procéde naturellement par récurrence :
e Le résultat est clair si n = 1.
e Sl est vrai au rang n > 1, alors?

D" X = D(D"X) = D(XD" +nD" ) = D"+ XD""' 4+ nD™ = XD""! 4 (n +1)D".

Cela prouve que

D"X = XD" +nD"! pour tout n > 1.

4. Ici encore, procédons par récurrence sur n > 1.

!Les produits écrits sont a entendre au sens de la composition.



e Sin=1:o0na

1
A'=A=XD=>Y mpX"D"
k=1
avec
p11 = 1.

e Soit n > 2; supposons le résultat vrai au rang n — 1. On a alors

n—1
A" = AAYH = po1kAXFDE
k=1
n—1
= Y tn1xXDX*DF
k=1
n—1
— Z,un—l,k:X(ka_le +Xka+1)
k=1
n—1 n
= Dkt x X DP Y gy XD
k=1 k=2
n
= Y s X*D",
k=1
en posant
Hn,1 = Un—1,1

Mgk = Kkptn—1 % + pin—1,k—1 pour 2<k <n-—1
Hnn = Bn—1,n—1-

On en déduit immeédiatement que

’,uml = fpn = 1 pour n > 1.

Remarque 1. L’utilité de la question 3 n’est pas aveuglante.

5. Ici encore, par linéarité, on peut supposer que f(z) = zP pour = € R, ol p est un entier naturel.
D’aprés les questions 2 et 4, on a, pour (z,t) € R? :

o

flee) = (2uf)(x) =) —(A"f)(x)

en posant ji,r = 0 pour k > n. L’idée naturelle est alors de permuter les deux sommes. Vérifions les
hypothéses du théoréme de Fubini discret.
e Tout d’abord, pour chaque n > 1, la série

t n
S a9 @)
D

2

est convergente. En effet, les termes d’indice > n de cette série sont nuls!

20n écrit >~ pour signifier que la variable de sommation est k.



e Pour n > 1, posons
oo

= > sl 7O @)

k=1

Il s’agit de montrer que la série Y S, est convergente. Or, les formules de récurrence obtenues a
la question 4. montrent que les j, ; sont des entiers positifs. Par suite, pour n > max(p,1), on a

RN
Sn = ol Mo ke ‘1’||f ()’
k=1
1" < p! »
= _— n —_— |
n! p lﬂ ’k(p—k)!’ |
t
- Zun (XAD*p)(fa)
1
= A"
(A (1)

qui est le terme général d’une série convergente d’aprés la question 2.
D’aprés le théoréme de Fubini, on a donc?

fle'e +ZZ ,unkx’fﬂ’“)( )-

=1n=1

En nous souvenant que ji, ; = 0 si k£ > n, nous pouvons enfin conclure :

fle'z +Z<Z unk> 2* 8 ().

6. C’est une question de cours, les rayons de convergence de ces deux séries entiéres sont égaux.
Remarque 2. Cette question est vaguement utile & la question 7.e).

7.a) C’est une conséquence immédiate des faits suivants : (e! — 1)z P Oet R—|z| > 0.

7.b) Fixons x €] — R, R[ et t €] — v, 7Vz[- D’aprés le fait admis, la fonction f est développable en série
entiére au voisinage de x, avec un rayon de convergence au moins égal a R — |z|. Par suite, on a

— /M (x) k
:Z x (y — x)” pour tout y € R tel que |y — x| < R — |x|.

Or,
lefx — x| = |(e! — 1)z| < R — |z

puisque |t| < 7. De la sorte,

Kl
k=0
o (¢ = 1)*
_ f(x)—i—l; C a0 )

D’autre part, la fonction ¢ — e — 1 est nulle en 0 et développable en série entiére au Voisinage de 0,
avec un rayon de convergence infini. D’aprés les théorémes opératoires sur les séries entiéres?, il en est

®La convergence, pour chaque k > 1, de la série ) %u",kxkf(k)(x) fait partie du théoréme.
“Plus exactement, il s’agit des propriétés du produit de Cauchy de plusieurs séries absolument convergentes.



de méme de la fonction ¢ — (e’ — 1)¥, donc aussi de ¢ — (e’ — 1)*, pour chaque k > 1. Il existe donc
des réels (A, x)n>1 tels que

(e —1)F Sy W
k! N k:'

n=1

pour k> 1letteR.

Dés lors, on a

f(et:c) = f(x) + (Z ;)\mk) :Ckf(k) (SL‘)
k=1 \n=1 "

7.c) Suivons 'indication, et appliquons les résultats des questions 5 et 7.b) & un monoéme f : x — aP,
ou p € N* est fixé. Dans ce cas, avec les notations de la question 7, on a R = v, = 400, et

|

o 0 (z) = (p k)!
0sik>p.

:Up511<k:<p,

On obtient 'égalité suivante®, valable pour (z,t) € R? :

P ¢ ! P& !
> (Z n!“"”“) ﬁxl) = (Z nf‘””“) ﬁxp’

k=1 k=1
d’out
SN | >, tn = 1 = "y
kz:l(p_k), ;n!ﬂn,k —Zm Zﬁ nk |

soit encore®, pour tout t € R :

n=1

Par unicité du développement en série entiére, cela donne

P

1
Z M(Ank - Mn,k) =0 pour n,p > 1. (1)
k=1 :

Fixons n > 1, et montrons par récurrence sur k que Ay, = fin . pour tout k > 1.
e En appliquant (1) & p =1, on obtient A\, 1 = fin, 1.
e Supposons que Ap i = fn pour 1 < k < p—1, ou p > 2 est fixé. L’égalité (1) donne alors
Anp = Hnp-
En définitive, A, = pn 1 pour n,k > 1 ce qui, compte tenu de nos conventions s’écrit

’ 0sik>n.

ik <
T

7.d) On procede par récurrence sur n, en utilisant les relations vues a la question 4 qui sont désormais
valables pour les A, .
e Sin =1, on doit montrer que A1 1 < 2, ce qui est vrai puisque A1 = p1,1 = 1.
e Supposons le résultat vrai au rang n — 1, ot n > 2 est fixé. Tout d’abord,
|

A =12 et Ay =1<2 e

Savec la convention i, x = 0 si k > n.
La somme extérieure étant finie et toutes les séries convergentes, il n’y a pas de probléme d’échange de symboles ici.



Fixons & présent un entier k tel que 2 < k < n — 1. D’aprés la question 4, on a

>\n,k = k)\n—l k + )\n 1,k—1
— 1! - 1)!

= (k:—l) (k—2)!
n—1
!
< Yoo
Cela prouve que
Ak < 2n(k:ﬁ!1)! pour 1 <k <n.

7.e) Dans cette question, x et t sont deux réels fixés tels que |z| < R. Commencons par remarquer que
sik>n, Z,, =0 d’aprés la question 7.c). Si1l <k <n,ona

\t\n n! k| 4 (k) 2

—2" o[k £ ) = [2t|" ®) (g
C _1)!| LA ()] = [2¢] v 1)!If ()]

d’apres la question 7.d). Pour conclure, nous avons besoin d’un controle des dérivées successives de f
au point z, qui va découler du fait que f est développable en série entiére au voisinage de x (fait admis),
avec un rayon de convergence au moins égal & R — ]:1:| Fixons un réel p tel que 0 < p < R— |z|. D’apres

)

|Zn,k’|

le lemme d’Abel, le terme général de la série ) f
réelle strictement positive” M telle que

p* est borne, d’ou D'existence d’une constante

1F®) ()] < MELpF.
On en déduit la majoration
| Zn 1| < M|2t|"k <‘ |> pour 1 <k <n,

et cette majoration est bien évidemment valable aussi si k& > n. Posons alors

1
azpetnzi

et supposons que |z| < aet [t| < n. A k > 1 fixé, la série Zn |Zp k| est convergente, et

S 1Zusl < 2k (1) 2
p ) 1=2[t

n=1

de sorte que la série de terme général > > | |Z, 1| est convergente. En définitive,

[o.¢] o
si |z] < et |t] <, alors Z (Z !an’> < 0.

k=1 \n=1

7.f) Supposons toujours que |z| < « et [t| < n. D’aprés la question 7.e), le théoréme de Fubini

s’applique et donne
5 (z Z ) 3 (z z) . 2)
n=1 \k=1

k=1

Or, le membre de gauche de (2) vaut

Z (Z In k) Z 2t f o Z E i = 1)  f(2) (3)

k=1 nl

"dépendant de z et de p.



d’apres la question 7.b). Quant au membre de droite de (2), il vaut

n= 1

- Z n! (Z pm i ) d’aprés la question 7.c)

n=1
S

= > Dy 4

n=1
En rapprochant (3) et (4), on en déduit que

[e.o]

Sl *Z (A ) = 30 A ) @),
n=0
) %A"f)(w) = (D f) ().
n=0

DEUXIEME PARTIE

8. Fixons k € N. Par hypothése, la fonction 2 +— (1 + 22)z¥ f(z) est bornée, d’ott I'existence d'une
constante réelle telle que

ja* f ()] <

1522 pour x € R.

Cela prouve | intégrabilité sur R de la fonction x — ¥ f(z).

9.a) Fixons x € R. Par hypotheése, la fonction f est bornée par, disons, M. On a alors

|f(z —y)g(y)| < Ml|g(y)| pour y € R,

et la fonction g est intégrable d’aprés la question précédente.

Cela prouve l'intégrabilité sur R de la fonction y — f(z — y)g(y). ‘

9.b) Vérifions d’abord la continuité de f * g.
e Pour chaque x € R, la fonction y — f(z — y)g(y) est continue par morceaux sur R.
e Pour chaque y € R, la fonction z — f(x — y)g(y) est continue sur R.
e Enfin, si M est une constante réelle telle que |f| < M, on a

|f(z —y)g(y)| < Mlg(y)| pour (z,y) € R?,

la fonction y — M|g(y)| étant intégrable sur R.
Tout cela prouve que f * g est continue sur R.

Fixons & présent k& € N, et montrons que la fonction z +— 2¥(f % g)(x) est bornée, ce qui demande un
peu de soin.
e Tout d’abord, comme f et g sont éléments de F, il existe des constantes réelles M et Mo telles

que
1 My
t)] < et |g(t)] < our t € R.
£O < T e @ 90 < e P
Deés lors, pour x € R, on a
jl* dy

2*(f + g) ()] < My My /R T AT T



e Soit alors (z,y) € R2,

z|

“Silyl > &l ona

|z|* |[* |[* < ok
(L4 [z —yF) (L +ylF) = 1+ [y/F = T+ 27FzfF =
- Sily| < |i2‘7 onalr—y|>|z|— |yl > %', de sorte que
|z|* ik |[* k

< < <
A+ly =2 )T+ y*) ~ T+ ly—af* = 1+ 27 af* =
Finalement, en posant M = M;M>2*, on a montré que

dy
1+ 92

=7M pour = € R,

k(fxag)(x
1 (f = g).( >|3M/R

ce qui prouve que |la fonction  — z¥(f * g)(z) est bornée.

Enfin, si k € N, on a, pour (x,y) € R? :

= (gt y) = Z: (5)w—wret
d’ou
()= [ ([ s natwiy) e = é () [ (L= wrse = otmiy) a

Admettons provisoirement la possibilité d’échanger les deux intégrales. Il vient

mi(f +g) = i(i) [ (fe=vrse - o) ay

> () [ratn ([ o= vrsta = nas) ay
= 3 (5) Lo (o swrae)
) (o) ()
soit finalement :
QEEVEDY -

Quant a la permutation de deux intégrales, elle repose essentiellement sur le théoréme de Fubini, qu’on
peut écrire de facon synthétique sous la forme suivante® :

L ([ l@=wrse -t rawlas)au= ([ arsia) ( [ wtlatlay) < +o.

10. Tout d’abord, d’aprés la question 9.b), on a

mo(f1* f2) = mo(f1)mo(f2) = 1.

80n utilise ici le vrai théoréme de Fubini, pas la version démentielle du programme MP.




Ensuite, par récurrence et en utilisant ’agsociativité du produit de convolution, on obtient

’mo(fl*...*fn):l.‘

D’aprés cette méme question, on a

ma(fi1 * f2) = mo(fi)mi(f2) +mi(fi)mo(f2) = 0.

On en déduit que

’ml(fl*...*fn):().‘

Remarque 3. On voit ici que Fy est stable par le produit de convolution.

Enfin,

ma(f1 * fa) = mo(fi)ma(f2) + mi(fi)ma(f2) + ma(fi)mo(f2) = ma(f1) +ma(f2).

Par récurrence :

ma(fis...x fa) = ma(fi).
=1

11. On calcule :

u

k —
<7) f(uw)du=a k/Rukf(u)du,

a

my(Tof) = a/

R

2F flaz)de = /

R

d’on

mk(Taf> = aikmk(f)'

12.a) Observons tout d’abord que la classe Fy est stable par ’endomorphisme T, pour tout a > 0,
ainsi que par le produit de convolution comme on l’a observé plus haut. De ce fait, les intégrales
envisageées dans cette question existent bien. Pour aller plus loin, essayons d’exploiter les deux questions
précédentes. Pour n > 1, on a

0 <mao(T,F,) = n_ng(Fn) —n? ng(fl) <n7? Z C=n"'C.
i=1 i=1

Cela prouve que

n—-4o00

Or,poura>0etn>1,o0na

X

0< /a +m(TnFn)(x)dx < /a = (a)Q (ToFo)(z)de < a>my(T, Fy),

la derniére inégalité étant vraie parce que la fonction T, F;, est positive. On a ainsi prouvé que

“+oo
/ (T F,)(x)de — 0.

On montre de la méme facon que

12.b) Ecrivons, pour = € R, h(z) = h(0) + 1(x), ot1 ¢ est continue, bornée et nulle en 0. Comme

() (TnFn) ()] < [|Plloo (Tn Fr) (2) pour z € R,



la fonction x +— h(x)(T,F,)(x) est intégrable sur R. De plus,

Aummmmmd = h(0)mo(T, ) ‘/w )(TuFy) () /¢ )T Fy) (2)de

puisque, comme T, F,, € Foy, mo(T,F,) = 1. La question précédente montre que, si n est grand, la
fonction T,, F,, « concentre toute sa masse » au voisinage de 0, c’est-a-dire précisément & un endroit ou
la fonction 1 est petite : cela risque de rendre l'intégrale [ ¥ (z)(T5,Fy)(x)dz petite. Formalisons cette
idée, en fixant € > 0 puis a > 0 tel que |[¢(x)| < e si |z| < @. On a alors, pour n > 1,

[e%

SLL@W@WUW@M+/!W@MMMMM

—Q

x)(ThFy)(x)dz

«

|wm/F<namwwm/<namwm

—

IN

IN

[Vl [ (B @)s+ e [ (TF)w)da
2> R
— ol [ (@B e,
2>
D’apres la question précédente, il existe un entier naturel NV tel que
||1/1||OO/ (T F,)(z)der <esin> N.
lz|>a

Pour n > N, on aura donc

) (T Fp)(x)dz| < 2e,

ce qui prouve que

[v@@m@i — o
R

n—-+o0o

On peut alors conclure :

Am@mﬂm@m-—»mm

n—-+o0o

13.a) Soit f € Fp. On a, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

nMﬂzéxf%Wﬂvﬂwwé(Aﬁﬂmwyﬂ(@ﬂ@mymszW%Mﬁmzm&W@

Cela prouve que

ma(f)? < ma(f).

13.b) Procédons par récurrence sur n.
e Sin=1, F| = f et 'égalité & montrer est claire.
e Soit n > 1. Supposons le résultat vrai au rang n. On a alors, d’aprés les questions 9.b) et 10,
ainsi que 'hypothése de récurrence :

my(Fnt1) = ma(Fy* foi1)
= ma(Fn)mo(frt1) + 4ms(Fn)ma(fat1) + 6ma(Fn)ma(fri1)
+4mq (Fn)m3(fn+1) + mO(Fn)m4(fn+1)

= my(Fp) + 6ma(Fn)ma(fri1) + ma(fri1)
n+1
= Zm4 fz +6 Z ma fz m?(f]) +6m2 fn-‘,—l Zm2 fz
1<i<j<n
n+1

= Zm4(fi)+6 Z ma(fi)ma(f;)-
=1

1<i<j<n+1



On a donc montré par récurrence l’égalité

ma(Fp) =Y ma(fi) +6 Y ma(fi)ma(fy).
=1

1<i<j<n

13.c) Comme a la question 12.a), on a, pour a > 0 fixé et n > 1 :

/ +Oo(TnFn)(:v)dx < / o (2)4 (TnFp)(2)dz < o~ 4ma(TuFy) = a~4n*ma(Fy). (5)

[0}

Or, d’apres I'inégalité de la question 13.a), on a

ma(Fa) =Y ma(f)+6 > ma(fma(fy) <D ma(f)+6 Y (ma(fi)ma(f;)"/?.
i=1 1<i<j<n i=1 1<i<j<n

Supposons désormais les my(f;) magjorés par une méme constante C. On a alors

ma(Fp) <nC + 671(7121)

C,
de sorte que my(Fy,) = O(n?) lorsque n — +o0, d’oi1, d’aprés (5) :

+oo
/ (T,,F,)(z)dz = O(n~?2) lorsque n — +oo.

Sous notre hypothése,

“+o00
a

la série Z / (T, Fy,)(x)dx est donc convergente.

10



