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DL15 - Révisions

Correction

QL.

Q2.

Exercice : développement en série entiere

a/ On le prouve par récurrence sur n. La propriété est vérifiée pour n = 0 avec Py = 1.
S’il elle est vraie pour un certain entier n € N, alors, pour tout x € I,

"4 (n+ 1) (sin x) (cos x) P, (sin x)

2n+2

cos(x) P}, (sin x)(cos x)

f(n+1) (x)

(cosx)

cos(x) P, (sin x)(cos x) + (n+ 1) (sin x) P, (sin x)
n+2

(cosx)

(1 —sin® x) P}, (sinx) + (n +1)(sin x) P,,(sinx) _ P, (sinx)
] = 13 avec
(cosx) (cosx)

Ppi1=(1-X*)P+(n+1)XP,.

d’otr £V (x) =

b/ faitavant: Py =(1-X*)P,+(n+1)XP,

c/ Pp=1,P1=XetP,=(1-X?)+2X*=X>+1

d/ Visiblement P, est de degré n. On le prouve par récurrence. Ona P, = a, X" +Q,, avec
degQ, < n,cequidonne P11 = (n+1)a, X" —na, X>X" ' +... = a, X" +..- (les
--- étant des termes de degré au plus n). Par récurrence P,, est de degré n et unitaire.

e/ Py et P, sont pairs, P; est impair. On devrait avoir P,, de méme parité que n. Pour
le faire en une seule fois, on prouve ar récurrence que P,(—X) = (-1)"P,(X). C’est
vérifié pour n = 0,1 et 2. Si la propriété est vraie pour un entier n alors P,(—X) =
(-1)"P,(X) et, en dérivant, — P}, (-X) = (—-1)"P},(X). On a alors

Ppia(=X) 1= (=X)*)P,(=X) + (n+ 1 (=X)Pp(-X)
= —(=D"A-XH)PL(X) - (n+ 1) (-1)"XPu(X)
= (D" - X*)PLX) + (n+1)XPy(X))
= (D" Ppa(X).

On peut aussi remarquer de f” est de méme parité que n, ce qui donne, pour
tout x € I, P,(sin(—x)) = (-1)"P,(sinx) et ainsi, pour tout u €] — 1,1[, P,(-u) =
(-1)"Py(u). Puisque ] — 1, 1[ est un ensemble infini, on a P, (- X) = (-1)" P, (X).

n
a/ On le prouve par récurrence : on suppose que P, = Z aka avec ay € N. On a alors

k=0
P _ & k Xk—l 4 k k+1 4 k+1
w1 = Y kag =) kapX*'+ ) (n+DapX
k=1 k=1 k=0

n n
= Y kX' +(n+DagX + Y (n+1-k)ap X
k=1 k=1

Q3.

Q4.

Q5.

Q6.

Q7.

et tous les coefficients sont des entiers positifs.
b/ D’apres la relation de récurrence, Py+1(1) = (n+ 1) P,(1). On montre par récurrence
que P,(1) = nl.

La fonction f est de classe ¥ sur I, donc, pour tout x € I,
1 X
100 =8u0+ — [ 0" V@ dr.
n!'Jo

On effectue le changement de variable « £ = x(1 — ) », avec u € [0,1] — x(1 - u) € [0, x], €
et bijective si x # 0. Cela donne, pour x # 0,

n+1

n!

0 1
F(x)=Sp(x) + %fl )" FO Y (x(1 - w) (—du) = Sp(x) + fo u" f (x(1-w) du.

On s’intéresse a la série Z anx" pour x € [0, %[ (afin d’avoir des termes toujours positifs).
On a x(1—-u) € [0,x] < [0, % [. Donc sin(x(1 — u)) = 0 et, puisque P, est a coefficients po-
sitifs, P, (¢) = 0 si ¢ = 0. Ainsi, pour tout u € [0,1], f"*V(x(1 — u)) = 0 et par conséquent
R, (x) = 0. On peut en déduire que S, (x) = f(x) - R, (x) < f(x) six € [0, % [. La série Z anx"
est a termes positifs donc la suite S, (x) est croissante majorée donc converge.

1
a/ On a, pour x € [0,7/2], % = %f u" £ (x(1 - w)) du. On veut montrer que
x *Jo

cette quantité est croissante par rapport a x. La dérivée de f**V) est f**2) qui est
positive sur [0, % [.Si0<x<y< %, alors, pour tout u € [0,1],ona x(1 - u) < y(1 —u)

Ru(®) _ Ru(y)

et u” fOD (x(1 - w)) < w” f*D(y(1 - ). En intégrant, on obtient L s 2k
X y

et

ainsi R, (x) < (%)nﬂ R, (y). La relation est également vraie si x = 0 puisque le reste
R, (0) est toujours nul.
b/ Puisque S, (y) =0 et f(3) = S, () + Ru(y), on abien R, (y) < f().
Par parité, on a ayy+; =0 si k € N. Pour tout x € [0,7/2[, on a f(x) = S, (x) + R, (x). On fixe

X n+1
?) f(y) et cette der-

niére suite tend vers 0 lorsque n tend vers +oco. Finalement, liIP R,(x) =0, si bien que
n—+oo

x € [0,7/2[. 1l existe y tel que x < y < % On a alors 0 < R (x) < (

+00
flx) = lirP Sp(x) = Z arex?k. Puisque f est paire et que la somme de la série entiere
n—+oo
k=0
aussi, le deux coincident sur 1.

a/ Par propriété sur les séries entiéres, si |x| < %, alors a, kak tend vers 0 lorsque k tend
vers +oo. C’est le cas pour x = 1.
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2k
b/ De méme, puisque 0< 5 —¢< 7, ona (aZk (% —5) ) bornée

c/ OnaOs\/Qs%.

PROBLEME - Intégrales de Fresnel (d’apres CCINP 2022)
Partie I - Intégrales fonctions de leur borne

. i 2 . s
La fonction f : t — e’ est continue sur R, H est la primitive surR de f nulle en 0, H est

donc de classe %! sur R et, pour tout x € R, H'(x) = f(x) = i, Puisque f est de classe
% sur R, on en déduit que H' et donc H sont 4 sur R.

—-X
Ona H(-x) = f
0

242
e't"dt. On effectue le changement de variable linéaire « = —u », ce qui

X
donne H(—x) = —/ f(wdu donc H(—x) = —H(x). La fonction H est impaire sur R.
0

+o0 N +00 2n
02 . .
Pour tout z€ C, e* = Z —.Onadoncpourtout reR: e’ = Z i"—. La fonction f est
n=0 n! n=0 n!
développable en série entiere au voisinage de 0 avec un rayon de convergence infini. Par

théoréme d’intégration sur les séries entieres,

+00 ln x2n+1

X
Vx(—:IR:H(x)—H(O)zf fode= )
0

n=0

2n+1 n!

La fonction H est donc elle aussi développable en série entiére au voisinage de 0 avec un
rayon de convergence infini.

Soit x > 0. On utilise le changement de variable « t = /u » : I'application u — /u est €’ et
bijective de ]0, x?] sur ]0, x]. On obtient :

x2 eiu

1
Hx)=- —du.
(x) 2 Va
1

Soit x > /27 : on effectue une intégration par parties :les fonctions u — e* et u — =373
u

sont de classe ¢! sur [27, x*] et ainsi

1 ¥ elv
Hx)-H\WV2n) = = —du
2 21 u
1 eiu x* 1 X2 _eiu
ivu |, 2n 20U

2

B lez+ i i/x
2x 2V2n 4o

3
u 2e'du

Q6.

Q7.

Qs.

Q9.

3 . . .
On a ‘u‘i et = % et la fonction u — % est intégrable sur [27,+oo[. La fonction
uz u
iu v iu
u— % est donc intégrable sur [27,+oo] et la fonction v — mdu admet une li-
u 2n U

x2

mite finie en +oo. Par composition avec x — X2 x—

2n
= Lx qui tend vers 0 quand x tend vers +oo. On a par
conséquent 'existence d'une limite finie pour H en +oo

_3 .. .
u” 2 e'*du admet une limite finie

o
lorsque x — +oo0. De plus |—ﬁe”‘

Partie II - Calcul des intégrales de Fresnel

i) = o et |2 —i| = /() + 12 = VT + 1.
o)

Pour x € R la fonction t — f(x,1) = =
-1

= X e

Ona: )e‘xz(tZ"')

2.2
‘ext

est continue sur R. De plus, pour ¢ = 0,

22

o1 1
V1+td V1+

% donc ¢ est intégrable sur R* et sur R par parité. On a donc

If(x, 0] = £
! Vit 1

paire et ¢(1) s

—

. On note (1) = . La fonction ¢ est continue sur R,

e pour teR, x— f(x,t) est continue sur R.
e pour x€R, t— f(x, ) est continue sur R

e V(x, 1) eR? |f(x, D) < @(t) ou @ est intégrable sur R.

D’apres le théoréeme de continuité des intégrale a parametre, on en déduit que g est conti-
nue sur R.

Soit (x,), une suite divergente vers +oco. On a

+00 7x3, t2
|g(xn)| < —drt
o /1414
e—x%tz

On note f, (1) = Ona

Vit t

e siteR*, liIP fa(®)=0et lirP fn(0) = 1. La fonction limite simple est continue par
n—+oo n—+o0o
morceaux sur R,
e pourtout neN, |f,, ()| < (1) et ¢ est intégrable sur R
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On peut donc appliquer le théoréeme de convergence dominée et on obtient que

lim
n—+oo

+00
f fn(Odr=0

Par majoration, lirp g(xy,) = 0. Cela étant vrai pour toute suite de limite +oo, on en déduit
n—+o0o
que lirP g(x) =0 et de méme pour la limite en +oo par parité.
X—+00
Remarque : on a suivi I'’énoncé mais on peut directement appliquer un théoréme de

convergence dominée sur la variable x qui tend vers +oo sans passer par une suite quel-
conque de limite infinie.

Puisque g est paire, on montre le caractere ¢! sur R*. Soit b= a >0

Q1o0.

e Pour € R, la fonction x — f(x, t) est de classe € sur [a, b]

e Pour x € [a, b], la fonction ¢ — f(x, t) est intégrable sur R

e Pour x€la,b], t— % (x,0) = —2xe‘x2(t2‘i) est continue sur R

 pour tout ¢t € R et x € [a,b], g—f(x, D < 2be=®? . Bt 2be~ ¥ = 0(%) donc
X t—+o0

t

t— 2be~®" estintégrable sur R.

On peut donc appliquer le théoreme de dérivabilité sous le signe intégrale et on obtient
que g est de classe ¢! sur [a, b] et cela pour tout segment [a, b] = R*. Ainsi g est de classe
%" sur R* et donc sur R* par parité avec de plus

+00 ] ' oo
VxE[RE,g’(x)z_zxf e_xz(tz_’)dt=—2xe’x2f e—xztzdt

—00 (o¢]

Q11. Pour x > 0 grace au changement de variable linéaire « u = xt»:

+o0o

g = —Zeixzf e du=—2yme™

—00

Q12. On obtient

1 1 e in/4 ( 1 1
(X—ein/4)(X+ ein/4) 2

X2 - X_etn/4 X + em/4

Q13.

Ensuite

+00 1
f z—dt
oo 2=V2t+1

i fjwdt

+00 1 2
=f —Zdu enposantuzt—ﬁ,duzdt
—o u2+(i) 2
V2
= [\/EArctan(\/iu)]u_’m
.
=V?2

Par le changement de variable u = —t, on obtient

dint™® du=nv2.

+00 1
S R L T
P2 eV2E+1 oo W —V2u+1

2t—V2

2
2 —tV2+1
en échangeant les signes sur R car les intégrales sont divergentes. On doit les laisser en-

semble :

fAB

On fait attention de ne pas intégrer directement les fonctions ¢ — et 'autre

2t—v2 2t+V2
2-V2t+1 PP+ V2i+1

dr= [ln(tz—\/EH1)—1n(t2+\/§t+1)]j
~ [m(tz—\/itﬂ)
U\ Aevae+t)],

Lorsque A et B tendent respectivement vers —oo et +00, on obtient une limite nulle.

Finalement V3
+00 dt 2

g(0)=f - = X(0+2iﬂ\/§)=(l+i)7[—

-0 t°—1 2

B

1-i

Pour x>0:
X x
g(x)—g(0) =f g'(ndr= —zﬁf e’ dt= -2y H(x)
0 0
ce qui donne bien
g =0+ i)”T‘/z —2VTH(®)

Lorsque x — +o0:
1+

\/_ +00 02
0=——n-2 n/ e'" dr
V2 0
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+00 lt 1+1 +o0 iU R
On adonc f e =—V7. Q17. Dans les questions précédentes, on a justifié I'existence (fonction H) de f —du. A

0 2va o Vu

Ql4.

Q15.

Q16.

En prenant les parties réelles et imaginaires, on obtient

+00 +00 1 Ji3
f cos(tz)dt:f sin(?)dt = =/ =.
0 0 2V 2

Partie III - Etude d’une série de fonctions

Ona
N N N N N-1
Z an(by—by-1) = Z a - Z apbp-1= Z anb, - Z ant1by
n=1 n=1 n=1 n=1 n=0

N
anbn—|aibo+ Z an+1bp —an+1by

n=1

Il
M=

I
Il
—

I}
M=

(an—ap+1)by —arbo + an+1bn.

3
I
—

On a alors |(a; — an+1)bnl < Mla-ay+1| = M(a, — an+1) par décroissante de la suite
(an) (avec M un majorant de la suite |b|). La série télescopique Z(an — an+1) converge
puisque la suite (a,) converge. Ainsi Z(an — an+1) by, converge absolument. On a égale-
ment |an+1by| < Mapy+, de limite nulle. On en déduit I'existence d’une limite finie pour
chaque terme lorsque N tend vers +oo. Finalement dsumy:1 an (b, — b;,—1) admet une li-
mite finie lorsque N — +co0.

Soient x €]0,27[ et n € N*. Alors e/* # 1 eton a

. (hX
n . n i k i einx _q i elnx/Z emx/z _e—lnxlz im+1)x sm(7)
e :Z(e ) e = i —¢ ° ES
k=1 k=1 e -1 e e " —e sm(—)
2
1 S
Soit x €]0,27[. Pour tout n € N* on pose a, = 7 et b, = Z e'** on pose aussi by = 0
n
k=1

Alors (a;) est décroissante positive de limite nulle et (b,;) est bornée puisque :

Vnzl,|byl€s ——
|sin(x/2)|

inx

Lasérie Y ay (bp—by-1) =) e\/_
n

est donc convergente. Ainsi S est définie sur 10, 27x[.

Q1s.

Q19.

Q20.

I'aide du changement linéaire « u = xt, on obtient I'existence de I'intégrale demandée.

Ona:
eix -1 +00 eitx eix_ ] too eik k+1 e
—S(x) - —dr=— Z
ix 1Vt ix i =k Vi
+00 z(k+1)x eikx k+1 eitx
(e e,
k=1 ixVk kot
ce qui donne
eix_l +00 e‘tx +00 t(k+1)x eikx k+1 eitx 1 to0 1
S(x) - —dt|< ) - —dt|<-) —
1 Vit k=1 l)C\/_ k Vi 4.5k
+00
on note C = Z 3 =z (série de Riemann convergente) et on obtient le résultat demandé.
+oo il
Si x > 0le changement de variable « u = xt » donne I(x) = \/_du On a démontré que
X
+00 eiu
I'intégrale impropre \/_du convergeait. On en déduit
+oo il +00 | 7
I(x) — Z _du= 2[ ei’dr=(1+1)/=.
x—0Jo \/_ 2
ix
_ _ -1
Ona&-—=1l_ lcos(x)—1 lsm(x) donc lim =1.
ix I X x—0 ix
eix -1 +oo ,itx
—S(x) - dt|<C
ix 1 Vi
On en déduit
ix _ 1
S(x)-I(x)|<Cvx

[
En faisant tendre x vers 0, on en déduit que lin}) VxS(x) =1 +1) 5 et ainsi
x—>

. b/
Sx) ~ A+i)y/—.
x—0* 2x
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