Corrigé de I’épreuve de mathématiques B X MP 2018 Annulée

Les commentaires et détections de coquille, de maladresse ou d’erreur sont les bienvenus : n’hésitez pas a m’écrire a
I’adresse varjabedian.serge@bbox.fr

1. (a)
(b)

Partie 1.

Si 2/(s) alors x est solution d’un probléme de Cauchy dont la fonction nulle est solution et le théoréme d’unicité
de Cauchy prouve que x = 0 ce qui est absurde donc 2/(s) # 0

2O-2(0) _ Jiy, ., 20

= = 20 e on en déduit que pour ¢

Si a est un zéro de z alors vu la, 2'(a) # 0, or z'(a) = limt;a
t#a

au voisinage de « avec t # « on a x(t) # 0 ce qui prouve que « est un zéro isolé. Si Z est un ensemble infini alors
nous pouvons construire une suite d’éléments (¢,,),, de Z deux a deux distincts, cette suite étant bornée possede
une suite extraite (f,(n))n qui converge vers un élément . Comme x(ty(,,)) = 0, par continuité de la fonction =
on obtient par passage & la limite que z(a) = 0 ainsi a € Z, ce qui est absurde car « n’est pas un point isolé
puisque tout voisinage de o contient une infinité de termes de la suite (Z,,))n qui sont deux & deux distincts.

2. On conserve les notations de 1’énoncé.

()

(b)

comme les fonctions x et y sont de classe C? sur [0,1], la fonction w est de classe C! sur [0, 1], et pour tout

€ [0,1], w'(t) = y(t)z"(t) — y" (t)x(t) = (p(t) — q(t))z(t)y(¢). On en déduit que w’ > 0 sur [0, 1], la fonction
w est donc strictement croissante sur [a;, aj4+1] et par conséquent w(a;+1) > w(a;). La question la prouve que
z'(a;) et o' (a;41) sont non nuls, en particulier la fonction x est localement strictement monotone sur un voisinage
de a; et de a;y1. Comme z(a;) = 0 et que > 0 sur |a;,aj4+1], la fonction x est nécessairement strictement
croissante au voisinage de a; et donc z’(a;) > 0, de méme comme z(a;j41) =0 et > 0 sur Ja;, a;j11[, la fonction
x est nécessairement strictement décroissante au voisinage de a;yq et ’(a;j41) < 0. On en déduit que

w(ajpr) = y(aj+1)’(aj11) < 0 < w(a;) = y(a;)2’(a;)

c’est absurde.

La fonction z est continue sur Uintervalle |a;,aj;1[ et ne s’annule pas donc d’apres le théoreme des valeurs
intermédiaires, la fonction x garde un signe constant. Quitte a changer la fonction x en —z, ce qui ne change
pas les autres propriétés vérifiées par la fonction x, on peut supposer que & > 0 sur lintervalle ]a;, a;11[. Sila
fonction continue y ne s’annule pas sur 'intervalle |a;, a;41], alors elle garde un signe constant et quitte & changer
y en —y on peut supposer que y > 0, ce qui est impossible d’apres 2a donc la fonction y s’annule au moins une
fois sur U'intervalle |a;, a;1].

Partie II.

La fonction ¢ est dérivable sur [0, 7], comme produit de deux fonctions C! et

vt € [-T,T), ¢'(t) = be " (f(t) —a — b/ f(s)ds)
La fonction ¢ est donc décroissante sur [0, 7] et donc pour ¢ € [0, T,

Fe™ < p(t) < p(0) =a
ce qui permet de conclure.

L’idée est de se ramener & la question précédente. Soit ¢ € [0, 7],

o d’apres linégalité triangulaire : || X ()| — X (0)|| < X (¢) — X(0)]| < || fo X'(s)ds||
e Duis,

t t t t
| x@ads< [ 1X©]ds <at+b [ [xX)]ds <ar+b [ X0 ds
0 0 0 0
et donc,
t
Xl < IXO) +aT +b [ [X(s)] s

La question 3a implique alors que : | X (¢)|| < (]| X (0)|| + aT)e



Il reste a établir I'inégalité sur [-T,0]. En notant Y (z) = X(—=x), il vient pour ¢ € [0, T7,

'@ = 1X" (=) < X O + bl X (=)l = [[Y ()] + Y @)
on en déduit que || X (—t)|| = ||[Y (#)|| < (]| X(0)|| + aT)e’ et pour tout t € [T, T,

(IX(0)|| +aT)eb  site[0,T]

= a eblt\
(X (0)]| + aT)e site[_T’O[_(HX(O)H-F T)

X < {

4. On note || — || pour la norme matricielle donnée par 1’énoncé, indépendamment des tailles de matrices considérées.

« Pour tout couple (i,5) € [1,N] x [1, P], (AB);; = Yooty A; 1By,
« Pour chaque indice i € [1, N],

ST lAB) ] < S0 | SRl AikBr,
< 3o Sht [Aik By
< Sl Akl S0 By
< 1Bl ShLy |Aix]
< |l A[IB|

donc | AB| = maxi<i<n 351 [(AB)i] < [ A]I|BI-

5. Dans la base canonique de R?, les coordonnées de X,(t) sont (zx(t),24(t)) et chacune des fonctions ¢t — x(t) et
t — o\ (t) est de classe C! sur R donc X est une fonction C! sur R et pour tout ¢ € R,

xo- (POY [ mo Y0 1) (mo
zx(t) p)xa(t) — Aza(t) pt) =X 0] \z\(t)
0 1
la matrice A (t) = convient.
pt)=A 0

6. La fonction F : (A, t) — [|Ax(t)|| est continue sur le compact [—R, R]*> comme composée de la fonction continue

(t,\) — Ax(t) et de la fonction & — ||z|| qui est est 1-lipschitzienne. Le théoréme des bornes atteintes prouve que

la fonction F atteint une valeur maximum, donc c est bien défini et est un maximum. Puis pour tout (), t) € [-R, R]?,
on obtient en utilisant le résultat de la question 4:

X < [AXONIXAD] < ell XA @)
et donc d’apres 3b (avec T = R), | Xx()] < | X(0)]lel*l. Comme || X (0)|| = 1, la conclusion suit.

7. (a) Par symétrie des réles de t et de s, on suppose que t < s et donc

1X5(1) = Xa(s)ll =11 [; X3 (w) dul]
< J; IX3 ()| du
<c [y 1 Xa()| du
< cft = s|supyepe o) [ Xa(w)]]

< c|t — s[sup|_g g eclul = cecBit — s

ce n’est pas tout a fait 'inégalité de I’énoncé mais suffit pour la suite.



(b)

On a immédiatement,
XA(8) = X, (8) = AN(®)(XA(t) — Xpu()) + (A1) — Au(t) Xu(t)

et donc en notant Z , = X\ — X,

1235, O < TAXDOM 23w (D + AN (E) = Au O X, @]

Or,
0 0

“A+p 0

AN(D) — Au(t) =

done [|Ax(t) — A, ()] = [N — p| et comme || X, ()] < ecltl < et il vient,

1Z3 (O < ellZxu @Il + A = ples?

et vu 3b,

IX(8) = Xu (@)l = 1 Z3,u (@)1 < [A = pleTe T < A — pleR

Soient (A, 1), (11, s) € R?, en utilisant les inégalités précédentes

(A1) — B, 8) = Xa(t — X, (s) = Xa(t) — Xa(s) + Xa(s) — Xu(s)

et donc,

(A1) = b, 8) || < [IXA(E) = Xa()l| + [ Xa(s) = Xuls)]

Soit R > 0 tel que (), 1), (i, s) €] — R, R[?, avec les notations des questions précédentes,

lo(X, ) = d(u, s)I| < ce®PJt — 5| + 7|\ — pf
(1:5) > (00)

donc, ¢(u, s) m #(\,t) ce qui prouve la continuité de ¢ sur R? (propriété qui ne dépend pas des normes
Hy8) (At

choisies).

Pour tout r > 0, on note I, = {|p(t) — p(s)|/(t,s) € [-R, R]?,|t — s| < r}. L’ensemble I, est non vide (contient

0 = |p(0) — p(0)]) et majoré car la fonction continue p est bornée sur le segment [—R, R]. On note w(r) = sup I,

et on va justifier que la fonction w convient.

Sir <1’ alors I. C I+ donc I, est majoré par w(r’) = sup I~ et donc w(r) = sup I, < w(r’), la fonction w est

donc croissante.

La fonction p est continue sur le segment [— R, R] donc est uniformément continue sur [— R, R] d’aprés le théoréme

de Heine. Soit £ > 0.

o il existe § > 0 tel que: Va,y € [a,b] |z — y| < d|p(x) —p(y)| < e
 pour tout h € [0, d], pour tout z,y € [a,d] tels que |z —y| < hona |z —y| < d donc |p(z) —p(y)| < ¢ et ainsi
(0 Q)w(h) < e. On en déduit que limy_,ow(h) = 0 = w(0) ce qui prouve la continuité en 0 de la fonction w.
Soient h,h' € RT et soient =,y € [—R, R] tels que |z — y| < h + h’. Quitte & échanger et y on peut supposer
que z < y.
e sily—a| < houly—xf <A alors [p(z) — p(y)| < w(h) ou |p(x) —p(y)| < w(h') et donc [p(z) — p(y)| <
w(h) +w(h')
e sily—x|>halorsz <x+h<yetdonc0<y—(x+h)<h+h'—h=D"0 et 'inégalité triangulaire implique
que
p(y) = p(@)| < Ip(y) — p(z + )| + [p(x + k) — p(x)| < w(B) +w(h)
o L’ensemble I, n = {|p(x) —p(y)|/z,y € [a,b], |z —y| < h+h'} est majoré par w(h') +w(h) et donc sa borne
supérieure w(h + k') vérifie w(h + h') < w(h) + w(h').

En particulier si hg > 0, alors pour tout h' > 0,



o linégalité précédente implique que 0 < w(hg + ') — w(hg) < w(h') donc limy o w(ho + k') = w(hg) ce qui
prouve la continuité a droite en hyg.

o linégalité précédente implique que 0 < —w(hg — h’) + w(hg) < w(h') done limy, o w(hg — ') = w(hg) ce qui
prouve la continuité a gauche en hg.

La fonction w est donc continue sur R*, et par construction
V(s,t) € R?, Ip(t) — p(s)| < w(|t — s])

la fonction w convient.

Il s’agit d’utiliser la question précédente,

A:Xk(t)fXA(s)f(tfs)AA(s)XA(s):/ X;\(u)duf/ X;\(s)du:/ (X4 (u) — X5 (s)) du

donc,

1Al < / 1 () — X4(5) | du

les valeurs absolues permettant de traiter le cas s > ¢. Or,

X3\ (u) = X3 (s) = Ax(u) Xa(u) — Ax(s) Xa(s) = Ax(u)(Xa(u) — Xa(s)) + (Ax(u) — Ax(s)) XA (s)

donc,

A < [ S 11 AN @) (XA (w) — Xa ()] dul + | [71[(Ax(w) — Ax(s))Xa(s)] du|
< | SAN @) (X () = Xa(s)]| dul + | [7 1 Ax(u) — Ax(s)[|| X ()] dul
<o [T ceBlu— s|du| + | [1]|Ax(u) — Ax(s)] du

On observe alors que pour u € [s,t] (ou u € [t, s])

i@ - @l =1 " ) 1= o) - p(s)] < wllu — sl) < w(lt — s))
p(u) —p(s) 0

la derniére inégalité résultatnt de la monotonie de la fonction w, et donc,

t— 2
A < e 2 et — st - o)

. 2 . . 7’ . 7’ . . 7’ . .
= e v Y
la fonction a(z czeCR’”2 + cxw(x) convient car inégalité requise est vérifiée, la fonction a est continue et
af(r) _ 2_cRr
)

On note dans cette question, Z ,(t) = Xx(t) — X, (t) — (A — p)Y,(t) de sorte que

+ cw(r) tend vers 0 en 0.

Z5 ,(8) = AN XA (t) — Ap(t) X (t) — (A = ) Au(6)Y,(t) + (A = 1) o

~—_———
(Au(H)=Ax(®)

= Au(t) 23, (1) + (Ax(t) = Au(8)) (XA (t) = X, (1))
donc,
125, < N ALOIIZx,. O + [ Ax (@) = A @I XA (@) = XL @)
< X = PR 4 el Zy (1))

et donc, [|Zx, (]| < |A — pl2e2Reeltl < |\ — pf2edeR,



(d) Soit (A\,t) € R? et R > 0 tel que (\,t) € — R, R[?>. 1l existe ¢ > 0 tel que B,((\,t),e) C] — R, R[? et pour
(h, k) € R?, tel que [|(h, k)| < e,
o dA+ht+ k) —o(At) = Xogn(t + k) — Xogn(t) + Xagn(t) — Xa(2)
o || Xasn(t) — Xa(t) — hYA(t)]| < €*'h? d’apres la question 8c.

e puis,
Xarn(t+8) = Xoan(t) = [ Axpn(u) Xopn (u) du
=k [y Axin(t + ks) Xoagn(t + ks) ds
=k [y Anin(®)Xasn(t) ds + & [ (Axsn(t + ks) Xapn(t + ks)
= Axyn () Xoqn(t)) ds
Or,

A,\+h(t + kS)X)\+h(t + kS) — A)\+h(t)X)\+h(t) = [A)\+h(t + ks) A)\+h(t)]X)\+h(t + ks)
+ Axin(t)(Xongn(t + ks)
— Xa(t+ ks)) + Axyn () (Xa(t + ks) — Xa(2))

+ (Axen(t) = Ax(1) XA (8)

donc en utilisant 'inégalité triangulaire et en majorant chaque terme,

||A)\+h(t+k‘8)X,\+h(t+k8) — A,\+h(t)X)\+h(t)|| S |‘A)\+h(t+ kS) — A,\+h(t)||€CR +C€CR|h| +C2BCRU€S| + |h|C€CR

Or,
[Axtn(t + ks) = Axpn ()|l = [p(t + ks) — p(t)| < w(lks]) < w(|k])

et comme s € [0, 1], on obtient que

[ Axsn(t + k) Xogn (t + ks) — Axn () Xogn (8)|| < w((k]) + ce”|h] + e T (k| + [h|ce™ = o(1)

donc,

Xoan(t+ k) — Xoan(t) = EANE) XA (E) + o((h, k))

e En recollant les morceaux,
¢(A+ht + k) — ¢(A,t) = hY(t) + kAL (E) XA (t) + o((h, k)
donc ¢ est différentiable en (), t) et

dp(\, t)(h, k) = hYx(t) + kAx(1) XA (1)

0 0
9. Comme A)(t) = By + , la fonction X vérifie,
p(t) 0

X\ (t) = BxXa(t) + 0
p(t)za(t)
0

1

X(0) =

L’idée est d’interpréter X, comme une solution de ce probleme de Cauchy a coeflicients constants avec un second
membre. Les solutions de I’équation homogéne sont les fonctions ¢ — e*5x X o X € R2. Si Y € C(R,R?) alors la
fonction ¢ — e!BAY () est solution si et seulement si pour tout réel ¢,

0

Bre'PY (1) 4+ 'Y (t) = Bae'P Y (1) +
p(t)zA(t)



10.

11.

12.

0 0
i.e. siet seulement si Y'(t) = e tBx , on en déduit que t — e'Br fot e B ds est une

p(t)za(t) p(s)za(s)
solution, et avec la condition initiale,

0 ¢ 0
X\ (t) = e'Br + !B / e 5B ds
1 0 p(s)za(s)
(a) Un calcul donne B = —Aly, on en déduit facilement que
A2, sin=4p
B AP B, n=4p+1
A AP, n=4p+2
—APtIB, n=4p+3
donc,
- T 4k T 42k jen T 2kt _— too . too L 2R
A= B 73 = —1)" —=A\"I. 1) —=\"B
¢ B =2 G B +Z Gt = D G D Y By
k=0 k=0 k=0 k=0
Or,
+oo i tQk i
> (-1 (%)!/\ = cos(VAt)
et .
oo 2k+1 2k+1 i
et t Vo 41 = sin(v/\t)

Z(_l)m \FZ k2k+1) A N5

k=0
d’ott le résultat en identifiant la premiere coordonnée dans 1’égalité de 9.

(b) D’apres 10a, pour tout ¢ € [0, 1],

sm(ft

aa(1)] < 1, / SNV = 9) o (s) ds < T+ "’V”; / l2a(s) ds

et on conclut directement avec 3a.

Partie III.

On note Z,(\) 'ensemble des zéros de x sur ]0,1]. On note 9 < z1 < ... < x, les zéros de la fonction x, associée
a la fonction p i.e. Z,(A) = {z1,...,2,}. D’apres la question 2, sur chacun des intervalles |z, z1[,...,zr—1,2-[ily a
un élément de Z,(\) donc Z,(A) > r = Z,(N).

SiA < palors g =p+X—pu <petlona déja au moins r zéros avec ce qui précede. Or ces r éléments de Z,(\)
obtenu précedemment sont strictement inférieurs & 1, donc 1 est un zéro supplémentaire et Z,(A) > r+1= Z,(A)+1.

La fonction x est solution de I’équation différentielle linéaire ordinaire d’ordre 2, y"” — (p — \)y = 0 avec y(0) =0 =
1 —4/(0). L’équation caractéristique est 72 = p — ), il y a alors trois cas a étudier.

e p—A>0. Ilexiste A, B € R tels que z : t € R — Ach(v/p — At) + Bsh(v/p — At) et £3(0) =0 =1—z,(0)

impose x : t — bh(? Vpp:/\)‘t) et directement Z,(\) = 0.

e p=AX Ilexiste A,B e Rtelsquezy:t €R— At + B et 25(0) = 0 =1 — z4(0) impose z : t — t et
directement Z,(\) = 0.



e p—A<O0. Ilexiste A, B € Rtels que 2 : t € R — Acos(v/—p + At)+Bsin(y/—p + At) et 25(0) = 0 =1—2/(0)
sin(v/=p+At)

impose ) : t +—> S W et directement
dk € Z,\/A— pt = k=
t €]0,1]
<3k eN0< A <
-p
— JkeN1<k<Y2=p

T

te Z,(\)

—_

;

Il vient, Z,(\) = [ Y2=2].

™

13. (a) La fonction p est continue sur le segment [0, 1] et le théoréme des bornes atteintes justifie I'existence des deux
réels p* et p~ données par 'énoncé. Si A < p~ < palors Z,(A\) < Z\(A\) =0etsiA>pt >p>p >p -1
alors p > p~ — 1 et donc

™

Zy(N) < Zp 1 (N) = {WJ

(b) Onap < pt +1doncsi A >pT +1 alors

ZP()‘) 2 Zp*—&-l()‘) = \‘A_:MJ

Si de plus z»(1) = 0 alors d’aprés la question 11,

s

Zp(A) 2 Zp+1(N) = {)\—p"'—lJ +1

14. (a) La fonction ¢ est continue donc d’apreés le théoreme de Heine, uniformément continue sur le compact K =
[0,1] x [g—1,pu+1].
e Soit a > 0. Il existe § > 0 tel que pour tout (A, ¢), (i, 1) € K, [[(A,t)—(u, t')]| > 06 = [|¢(\, t) — (i, )| < «
ot || — || est une norme & choisir sur R?
e x,,(t0),- .-, 7, (tx) # 0, on note n" = min(|z),(to)|, ..., |7}, (tx)|) et par continuité des fonctions z},, il existe
e > 0 tel que pour chaque indice j € [0, k], [t —t;| < e implique |2/,(¢)| > 7. Quitte & prendre ¢ plus petit
on peut supposer que 2¢ < minjcjo k—1] [tj+1 — ;]
e L’ensemble B. est un compact sur lequel la fonction zx ne s’annule pas donc minsep, |zA(t)] =n" > 0.

Prenons || — || = || — ||eo sur R2. Pour |\ — pu| <4,

(A 1) = &, )| = [IXA (1) = Xu(B)]| < @

donc |z (t) — z,(t)| < o donc pour tout ¢t € B,

2@ = |zu(t)] —a = 7" —a

On termine en prenant o = 7’7”, 0 =46 et n=min(n" —a,n).

(b) S'il existe un indice j € [0, k] tel que la fonction x s’annule deux fois sur [t; —¢,t; +¢]N0, 1] en o, B avec a < 3
alors la fonction x est continue sur [a, 8], dérivable sur |a, B[, z(a) = zx(5)(= 0) et donc d’apres le théoréme
de Rolle, il existe v €]a, [ tel que 2\ () = 0, c’est absurde car comme |y —t;| <e¢, [z} (y)| >n > 0.
Observons que si I’'on remplace 6 par un réel strictement positif plus petit, les propriétés de la question précédente
restent vraies. Soit j > 1 tel que ¢; < 1. On sait que 'inégalité de 7b est encore vraie si I’on change de norme sur
R? (toutes les normes étant équivalentes dans R?) avec éventuellement une autre constante C' remplacant e,
en choisissant || — || on obtient,

|25 () — 2, ()| < CIX = pl < CO et |ox(t)) — 2,(t;)] < CIA = pu| < CO

On supposera dans la suite que x;(tj) > 0 ce qui ne change pas la généralité du raisonnement mais permet de

fixer les signes. On en déduit que la fonction x), est positive sur [t; — €,¢; + ] et donc,



tj+e tj
x,(t;+¢e)= / z(u)du>ne et —x,(t;+¢)= / ), (u) du > ne
t; tj—e
Or )\ (t; —e) —z,(t; —e) < CH donc
zx(tj —e) < —ne+CH <O
si 0 est choisi assez petit. De méme x5 (t; +¢€) > ne — CO > 0, le théoréme des valeurs intermédiaires prouve
alors que la fonction xy s’annule sur l'intervalle [t; —e,t; + €].
On ne peut conclure directement a partir de Ientrelacement des racines, le cas A < p pose probléme.
(c) Dans ce cas ty < 1 et donc comme z’ ne s’annule pas sur J¢o, to +¢], la fonction =) ne s’annule pas sur |tg, to +¢].
Sur chacun des intervalles [t; —¢,t; +¢] avec j € [1, k], la fonction x s’annule exactement une fois, et en dehors
de ces intervalles (donc sur B.), la fonction ) ne peut pas s’annuler, on en déduit que Z,(\) =k = Z,(p).
(d) Si A < palors p—pu < p— et donc entre deux racines de z,, il y a au moins une racine de . D’apres 14b,
Zp(X) > Zp(n) — 1 et d’pres 11, Z,(p) > Z,(X) + 1 donc Z,(N\) = Z,(p) — 1.
Si A > p alors la situation est la suivante,

done Z,(\) = Z,(1)

15. On va montrer que ensemble & = {Z,(A\)/\ € R} est égal & N. L’ensemble £ est une partie de N, non bornée car
d’apres 13b, imy 400 Zp(A) = +00.

e 0€&car Z,(p~ —1) =0 d’apreés 13a.

o Soit n € £. L’ensemble {y € R/Z, (1) = n} est non vide, majoré car si A est assez grand Z,(\) > n, on note
po = sup{p € R/Z,(n) = n}. La fonction Z,, étant croissante, Z,(uo) > n. Si Z,(po) > n+ 1 alors d’apres la
question 14, pour p assez proche de po, Z,(1) = Z,(po) ou Z,(po) — 1 done Z, () > n, absurde car sur tout
voisinage de po il y a au moins un élément de £. On en déduit que n < Z,(uo) < n+ 1. Si z,,(1) < 1 alors
Zy(p) = Zp(p0) pour p au voisinage de po d’aprés 14c, en particulier pour p > o suffissamment proche de pg ce
qui contredit la définition de po. Par suite x,,,(1) =1 et Z,(1o) = Zp(p) + 1 pour p < po suffisamment proche
de po, or il existe un tel élément dans £ (caractérisation de la borne supérieure) donc Z,(uo) =n + 1.

L’ensemble £ est une partie de N qui contient 0 et le successeur de chacun de ses éléments donc £ = N.

16. (a) On note & = {A € R/Z,(\) = k — 1}. La fonction Z, est croissante donc pour tout (A, p) € & X Ekya,
A < < Agg1. On en déduit que Ag41 est un majorant de & et par suite A\ < Ag41. Comme,

VAk+1—p~
k_lzzp(/\k)gu
™

la suite limg— 4 oo A = +00.
(b) Fait & la question 15.

17. (a) Comme zy, (1) =0,

m m

\‘\/)\k—l—p'*‘J 1 §Zp()\k) k< \‘\//\k-l—l—p_J

Est-ce suffisant?



(b) D’apres 17a, 7”)"“;17P+ <k donc A\, < (k)2 +1+pt et (km)?+p~ —1 < )\ donc

VkET)? +pm = 1<V < V/(@k)2 + 1+ pt

Or, \/(km)2 +p~ —1=vVkrx/1+ kvrz = VEkr+Vkr xO(3%) = Vkr+0(3) et de méme \/(7k)? + 1 + pt =
VEkm + O(3) la conclusion suit.
(¢) En notant k(A) = N(A\) on a

Th(V) + O(ﬁ) = Sy < VA< rogas = TN + O(ﬁ)

donc comme k() a pour limite +o00 lorsque A tend vers +oo, N(A\) = k() ~ 2N

™

18. (a) Soit f € C%([0,1],R), directement,

L(f)(t) = sin(VAt) /0 cos(VAs)p(s) f(s) ds — cos(VAL) /0 sin(VAs)p(s) f(s) ds

€Co([o,1]) €Co([0,1])
donc I (f) est une fonction continue sur [0, 1] comme produit de fonctions continues sur [0,1]. La linéarité de I,
est immédiate et I'expression précédente implique que pour ¢ € [0, 1]
IO < | Jy cos(VAs)p(s) (s) ds| + | [y sin(vAs)p(s) f(s) ds|
< lpllocll flloot + lIPllcoll flloct
< 2[|plloo1flloo

d’ott le résultat avec K = 2||p||co-

(b) On commence par réinterpréter la question 10. D’aprés 10a, pour tout réel ¢ € [0, 1],

ox(t) = s1n(\\/§t) n \f/\b\

et d’apres, la question 10b, pour A > 1, |z, (t)] < %e“p“w dong, ||zx]leo < %e”p““’ et par conséquent,

(zx)

o (t) = sm(ft) Loy = sm(ﬁt) n O(l)
RO = T G
On va démontrer la propriété de 1’énoncé par récurrence sur n. Pour n =1,
S 1 S 1 S 1 Sy 1 1 1
T\ = —=+ —=1I, +0 = I,(S I\(O(=
v= Tt sl = 2t Eh( A 0(5) = Tk h($) +2h(0()
—_———
LETON

et [[r1alloo = O(A—\lﬁ) = O()%%) d’oti Iinitialisation.

Soit m > 1. Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n. Par hypothése de récurrence,

Sy - <j>
x + E I3 =8 + 7y,
AT =) N (Sx) A

ou [ /\<7 > désigne la composition itérée j de I, donc,

T\ = STA % ( ) — A + 1 25}71 1 i I<j+1>(5,\) + %L\(rn,/\)

- Z”Jrl J+1 I<]+1>(S)\) ﬁ—[)\(rn,)\)




et en notant 741\ = %IA(rm;\) on a
C,elpll

Irnsialloo < —=elPl [y sl < 200
= Alloo = TNn39

ce qui termine la récurrence.
(c) En reprenant les formules précédentes avecn =1et t =1

S)\k(]-) i[/\k (S)\k)(l) +7"1,k(1)

0= +
VA, Ak

donc,

2 1 S0 = el < 5 = 0(g)
k

VA Ak

d’ott le résultat.
(d) Avec les notations de I'énoncé /A, = mk + &, et d’apreés 17b g5 = O(+) donc

sin(v/A) = (—=1)¥sin(ex) = (=1)*(ex + O(e}))

donc,
sin Nk
\(/\)@TC) - : WL((ET;(Olg) ) _ (77? (exr +0(:3)) x (1 - o(é)
k2

sm\(/@) (= ﬂ)kEk +O(k3) dotl a = %

de sorte que
(e) Comme 2sin(a)sin(b) = cos(a — b) — cos(a + b) on a

1 1
2/ sin(v/Ax(1 — 8))p(s) sin(y/Ags) ds = / cos(v/ Ax(1 —2s))p(s)ds — / cos(v/ Ax)p(s) ds
0 0
On va étudier les deux termes de cette somme,

—1)F+0(}) = (-1 + O(4z)

e cos(vAx) = (=1)* cos(ex) = (
o Une intégration par partie, possible car dans cette partie la fonction p est de classe C!, implique que

! ~ [sin(vAg(1—2s)) B
/0 cos(v/Ae(1 — 28))p(s) ds = { W } 2\/7/ sin(yv/ A (1 = 28))p'(s) ds = O(

[=1<lIp’ oo

car le crochet est nul.

On en déduit que,

/0 sin(v/Ax(1 — 8))p(s) sin(y/Ars) ds = (=1)F x _%/o p(s)ds + O(%)

dou f=—-1 fol p(s)ds

(f) D’apres 18c et 18e, nous avons:

—1)* 1 1 1
e (-1 +0(3) = ()
Or, e = /A — 7k et donc en isolant /A, et comme Ay = 72k%(1 + O(3))
k 1 3 1
vV Ak _ﬂk_6m+0(k2) = rka — 7k+0(72)
doty = —£.
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19. Question totalement inutile pour I’épreuve, mais mathématiquement intéressante. Il s’agit d’une question de synthese
qui permet a partir des estimations précédentes, d’obtenir un développement asymptotique a deux termes de z, .
D’apres 18b,

sin(vAgt) 1
zy, (1) = ———— 4+ —1, (S t T t
)\k() oY +/\k Ak( )\k)()+ 17>\k()
La suite est technique et consiste & étudier chacun des termes, on peut déja observer que ||71 , ||cc = O(%)
e On sait que /Ay = Tk + ¢ et que e = I + O(k%),
sin(v/Axt) = sin(wkt) cos(et) + cos(mkt) sin(ext)

sin(rkt)(1 + O(e3t?)) + cos(mkt) (et — O(e3t3))
= sin(mkt) + LTI 4 oL

cos(v/Art) = cos(mkt)cos(ext) — sin(mkt) sin(ext)
= cos(mkt)(1 + O(eit?)) — sin(mkt)(ext — O(e3t?))
= cos(mkt) — M +0(%)

et,
L 1 1 y 1 1 1
= = 5 1 - T 5 —_ = — _
donc,
sin(vArt)  sin(wkt) | cos(wkt) 1. sin(wkt) | ~ycos(mkt) 1
oY * mk 6kt+0(k3)_ wk + mk? t+0(k3)

e Il reste a étudier I’autre terme. En utilisant la formule de 18a,

21y, (Sa,)(t) = sin( \/>t cos(\/gs)p ) sin(y/Ags) ds — cos \/>t sin( \/>5

Puis,

b . 1t cos(2v/Axs) ‘ cos(%ﬁs) _ 1
; cos(ms)p(s)bln(ms)dS—i/o sin(2v/A\,s)p(s) ds [ ECWow p(s )} /0 T, v ()dS—O(\/—/\TC

- 1—cos(2v Ak s s . .
et comme sin(y/ )\ks)2 = M, en utilisant encore une intégration par partie,

t 1t I 1
; sin(y/Aes)?p(s) ds = 5/0 p(s )ds—§/ cos(2v/Ars)p( 2/0 p(s)ds—l—O(\/—)\fk)

de sorte que,

21, (Sx,)(t) —sm(\/it)f cos(v/ A s)p(s) sin( \/;s)ds—cos(\/it)f sin(v/Ars)?p(s) ds

:O(\/T—k)—WIOpS dS"‘O(\/T—k)

Il ne reste plus qu’a recoller les morceaux,

Ty, (t) _ sm?(:;kt) + 'ycos(wkt t+ O(ks) %(7cos(27rkt) ft (S) ds + O(\/lkfk))
kt kt) 4 kt
— st | asmun, ) 100 0L
et donc, h(t) = 1t — 2ﬂ2 fo s) ds. Dans chaque cas, les fonctions O() qui interviennent sont continues, ce qui termine

la preuve.
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