MP 2 -DS 05

le 22 janvier 2020

On s’intéresse dans ce probleme a quelques résultats sur les séries trigonométriques. Une série trigonométrique est
une série de fonctions Z uy, telle que, pour tout 7 € N, il existe (ay, by,) € R? tel que,

pour tout x € R, 1, (x) = a, cos(nx) + by, sin(nx).

Un premier exemple

sin(nx)
n

On s’intéresse dans cette partie a la série trigonométrique de terme général u,, : x — pour n € N* (avec ug = 0).

b .
Soit f une fonction de classe ¢! sur [a, b] a valeurs réelles. Justifier que xliI-P f f(e*dt=o.
—+o0 ),

2 |On définit, pour n e N* et x € R,
P

1
Apy(x) = 2 +Ccosx+cos2x+---+cosnx.

Montrer que, pour tout x € R, 2A,(x) sin (%) =sin ((n + %)x).

Soit x €]0, 27].

P
a. Montrer que limf Ap(D)dt=0.
n—oo T

X

n .
b. Exprimer f Ap()drten fonctionde Y. _smkkx )
T k=1

c. Montrer finalement que
sinnx m-x
n 2

[e%)
Vx€]o,2m], )
n=1

sinnx
a. En déduire que la série de fonctions Z converge simplement sur R.
X sinnx ,
b. On note, pour x e R, f(x) = Z . Donner I'allure du graphe de f sur [-27,47].

n=1

est-elle uniforme sur R?

sinnx
c. La convergence de Z
n

Quelques généralités sur les séries trigonométriques

On note Cy; 'ensemble des fonctions continues sur R et de période 27. Pour f € C,,, on note,

T T
vrneN,a,(f) = %f f(®cos(nt)dt, et, VneN*, ,(f) = %f fW)sin(nt) dt.
=7 =7

Démontrer que si Z a et Z b,, convergent absolument, alors la série trigonométrique Z (ancos(nx) + by sin(nx))
converge normalement sur R.

m Une condition nécessaire :
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a. Soient a, b deux réels. Démontrer que la maximum sur R de x — |acos(x) + bsin(x)| est V a2 + b2.

b. On suppose que la série trigonométrique Z(an cos(nx) + b, sin(nx)) converge normalement sur R. Montrer
que les séries Z ay et Z b, convergent absolument.

Soit ke N*

T
a. Soit k € N. Déterminer, pour tout n € N, f sin(kt)cos(nt)dt
-7

T
b. Soit k € N. Calculer /

=7

T
cosz(kt) dt,etpour n # k, f cos(kt)cos(nt)dt.
=7

Soit f la somme d’une série trigonométrique Z(ak cos(kx) + by sin(kx)) qui converge normalement sur R. On a

+00
VxeR, f(x)= Z (ay cos(kx) + by sin(kx)).
k=0

Montrer que pour tout 7 € N*, on a a,(f) = a,. Exprimer ay(f) en fonction de ay.

On admettra dans la suite du probleme que By (f) =0 et ,(f) = b, pour n € N*.

On admet que si & est une fonction de C,, telle que, pour tout n €N, a,(h) = B,(h) =0 alors h est la fonction nulle.
ao(f)
2

a. Soit f € Cy;. On note, pour x € R, uy(x) = et un(x) = a,(f)cos(nx) + Bn(f)sin(nx) pour n € N*. On
+00

suppose que )_ u, converge normalement sur R et on note g = Y u,. Quelle relation a-t-on entre a,(g) et

n=0
a,(f)?entre B,(g) et Bn(f)?
b. En déduire que pour tout x € R,
+00
fx)=gx) = O(f) + Z a,(f) cos(nx) + B, (f)sin(nx).

On considére la fonction f € Cy, définie par f(x) = x° si x € [-7, 7.
Représenter f sur [-37m,37].

S

. Justifier que, pour tout neN, B,(f) =0

c. Déterminer pour tout n € N, a,(f) et donner une série trigonométrique qui converge normalement et dont la
somme est f.

+00

P 1 1o (- 1)"
d. En déduire la valeur des sommes Z —2 Z

Etude de ) b, sinnx

Dans la suite du probléme on s'intéresse a des séries trigonométriques ) _ by, sin(nx). On notera, pour n € N* et x € R,

n n
Un(x) = bysin(nx) , Sp(x)=)_ besin(kx) et A,(x)=)_ sin(kx).
k=0 k=1

On suppose de plus, dans toute la suite du probléme que la suite (b,) ;> est décroissante et de limite nulle.

Convergence simple :

a. Soit x €]0,2x[ et n € N*, simplifier A, (x) et vérifier que |A, (x)| < m
b. Soit n = 2. Montrer qu’'on peut écrire, pour x €]0,27],
n-1
Sn(x) =Y Ap(x) (bg — bys1) + €n (),
k=1

avec lim &,(x)=
n—+oo
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c. En déduire que si x € R, la suite (S, (x)) =1 converge (ou que Z u, converge simplement sur R).

Une condition nécessaire pour la convergence uniforme sur R : on suppose que la série de fonctions an sin(nx)
converge uniformément sur R et on note S la limite de la suite (S,).

sl )5 ) 0.

b. En déduire que lim nb,, =0. Montrer alors que lim nb, =0.
n—+oo n—+oo

a. Montrer que

lim
n—+oo

sin(nx)

Etude de ) ———
vn

Sin(nx) 7 Sln(kx)
\/ﬁ ) Sn(x) Z

Dans cette partie, on a u, (x) =

Q13

a. Justifier que la série de fonctions Z u, converge simplement sur R. La convergence de la série de fonctions

& sin(nx
est-elle uniforme sur R? On note alors, pour x € R, S(x) = ) ()

n=1 \/ﬁ

b. Montrer que S est impaire et 27z-périodique.

Q14

—-nt
a. Justifier que pour tout n € N*, £ — £— est intégrable sur R*.

Vit

b. On admet que f — dt = /7. Montrer que, pour tout n € N*,

1 1 +°°e’”

N R

Soit x €]0, 7 [.

a. Déterminer le tableau de variations de la fonction ¢ — |e
tout r € R}, [¢*7 '~ 1| = sinx.

ix—t _ 1\2 définie pour ¢ €]0, +oo[. En déduire que, pour

—t
b. Montrer que la fonction ¢ — 77 e

W est intégrable sur ]0, +oo].
—e

Soit x €]0,m|.

) +00 iX t_(elx t)n+1
a. Etablir alors que: S, (x) = ﬁlm (f W dt|.
0 t(l—e

. +00 dt
sin x .
2vm o Vicht-cosx)

. Montrer que, pour tout x €]0, [, S(x) > 0.

b. En déduire que : S(x) =

o

Q17
a. Soit x €]0, [. Etablir que la fonction i : u— VuGhZu s est intégrable sur ]0, +ool[. On note alors
() = du
§ 0 Vu(sh?u+sin®x)’

o

. Montrer que g est de classe ¢’ 0 sur1o, 7.



MP 2 4 DS 05

c. Montrer que g est de classe %! sur 0, 7.

d. Montrer que, si x €]0, [, S(2x) = Sin(ﬁg(x) et en déduire que S est de classe &' sur 0,27
2V2rm
. . T dt b4
Etude au voisinage de 0. On donne 7 = —= etonnote, pour x €]0, ],
o 1+t 2v2
+00 d t +00 d t
I(x):f — et ](x):f _—
0 Vit(cht-cosx) 1 Vi(cht-cosx)
a. Montrer que J est bornée sur ]0, 7].
2
1+ ——cht
b. Montrer que 'application w: t — 1,‘22—' définie sur ]0, 1], est prolongeable par continuité en 0.
—(chr-1
5 ( )
L - ! dt ! dt )
c. En déduire que I'application z: x — f —f 5 est bornée sur |0, 7].
0 Vi(cht—cosx) Jo

Vit (1 + % —cos x)
d. Effectuer le changement de variable « £ = v/2(1 — cos x) u? » dans I'intégrale
1 dr
0 \/?(1 + %2 —cosx)

1 dt
2
0 t
\/;(1 ey —cosx)

e. Déduire de ces résultats, un équivalent de S(x) lorsque x tend vers 0 par valeurs positives.

et en déduire un équivalent de x — lorsque x tend vers 0 par valeurs positives.
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Corrigé.

On peut intégrer par parties (les fonctions sont de classe ¢! sur [a, b]). Cela donne

/bf(t)eixtdt: [f(t)eixt
a

f(b)eixb _ f(a)eixa

29 X

b
1 [P : 1 (b :
—,—f fl(ne*de= —_—f fl(e*dr.
a 1XJa IXJa

On majore :

b X 1 b
ff(t)e””dt s;(lf(a)|+|f(b)|+f If’(t)ldt).
a a

b .
Par encadrement, lim f f(e*dt=o.
X—+00 a

On utilise la relation

. X T | .1 . 1 o _l
Zsmzcos(kx)—s1n(2+k)x+sm(2 Ic)x—s1n((k+2)x) sin((k 2)x).

Par télescopage,

L X . 1 X
2sin= )" cos(kx) =sin((n+=)x) —sin=,
23 2 2

puis 2sin § A, (x) = sin((n + $)x).

a. Ona

x 1r* 1
f An(t)dt:—f sin(n+ =)tdt.
b4 2Jn : 2
sin —
2
Onnote f (1) = 1 7 - Cette fonction est de classe ¢’ Lsur [, x]. On utilise le lemme de Lebesgue de la premiére
sin —

question pour obtenir le résultat.

b. On aimmeédiatement
n

x xX-7 sinkt]* x-n . sinkx
A tdt: + = + .
fn n( 2 k; k ]n 2 kzl k

c. Pour x €]0,27], lorsque n tend vers +oo, les deux questions précédentes donnent

X sinnx mT—X

nX::ln_z

a. Chacune des fonctions est de période 2. Il suffit donc d’étudier la série sur une période. On a déja prouvé la
convergence simple sur ]0,27[. Pour tout n € N*, 1, (0) =0 et Z un(0) converge. La série de fonctions converge
simplement sur [0, 27| et donc sur R par périodicité (et la fonction somme est de période 27).

b. On obtient:
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c. Onaune série de fonctions continues sur R. Sila convergence sur R était uniforme, la fonction f serait continue
sur R, ce qui n’est pas le cas.
Pour tout x € R, on a |ay cos(nx) + b, sin(nx)| < |a,|+|by|. Puisque la série Z |an|+|b,| converge, la série de fonctions

Y uy, converge normalement sur R.

a. Onréécrit!’expression: acosx+bsinx = vVa? + b? (acosx + fsinx) avec a = —~4__etp= N R— Puisque
Va?+b? Va?+b?
a’ + p% =1, il existe ¢ € R tel que a = cos¢ et f = sin¢g. On a alors
acosx+ bsinx =V a2+ b cos(x — @)

On en déduit que |acos x + bsin x| < V a? + b? avec égalité lorsque x = ¢.

b. On a alors [ uylle = \/ a2 + b2. Ce terme est par hypothése le terme général d'une série convergente. Or |a,| <

\/ @2 + b3 et |by| </ aZ + b3. On en déduit que ) _ a, et )_ by, sont des séries absolument convergentes.

a. Sik =0,l'intégrale est directement nulle. Pour k € N*, on linéarise : sin(kt) cos(nt) = % (sin((k+ n)t) —sin(k — n) ).
—cos(2nt) "

=0.Sin#k,onaalors
2n

-7

/A
Si k = n, il reste %sin(Znt) etf sin@nt)dt =

-7

/1
(sin((k+n)t)—sin(k—n)t) dt =

-7

_cos((n+k) 1) . cos((k—n)t)\" o
n+k k—n v

par périodicité des cosinus (ou par calcul direct : cos(n + k)7 = cos(—(n + k)m) = (-=1)"*F).
/4

b. Pour k = 0, on obtient f cos®(kt)dt = 27. Pour k # 0, on linéarise a nouveau : cos?(kt) =
-7

1+ cozs(zkt) et

cos(kt)cos(nt) = % (cos(n+ k)t —cos(n—k)t). On calcule les intégrales comme au dessus et on trouve

/2 T
f cos?(ktydt=nmsik#0et2nsik=0, etpourn#k, | cos(kt)cos(nt)dt=0.

/s =7

Ona

T +00

1" 1
an(f)z—f fcos(nyydt=—| ) ur(t)cos(nt)dr.
T J-n T J=m k=0
La série Z uy converge normalement sur R. On note vi(f) = ug(#) cos(nt). On a, pour tout ¢t € R, |vi(D)| < |ug(?)] <
g lloo- La série de fonctions continues Z vy converge normalement sur R donc sur [-7, 7]. On peut permuter somme

etintégrale. Cela donne
T

+00
an(f) = Z % (ay cos(kt) + by sin(kt)) cos(nt)) dt.
k=0t J-m
/1

En utilisant les calculs précédents, tous les termes sont nuls sauf I'intégrale f cos(kt)cos(nt)dt lorsque k = n. 1l
-7
reste

1
an(f) = ;an-n =dap.

T

Le calcul est légerement différent pour n =0 car f cos?(kt)dt = 27 si k =0, au lieu de 7. Cela donne alors
-

1
ao(f) =2ag ou ap = an(f).

a. Par convergence normale, la fonction g est continue. Elle est également de période 27 donc dans Cy,. La calcul
précédent donne directement a,(g) = a,(f) pour tout n € N* et également pour n = 0. De méme S,(g) = B,(f)
pour tout n € N*.

b. Par linéarité de l'intégrale, si on pose h = f — g, alors, pour tout n € N, a,(h) = f,(h) =0 et h € C,,;. La fonction
h est donc nulle, ce qui donne f = g, c’est-a-dire que

ap(f) *=® .
VxeR, f(x)= - + Z a,(f)cos(nx) + B(f)sin(nx).
n=1
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N S ]

b. Lafonction f est paire. Pour tout n € N, t — f(¢)sin(nt) est paire également donc B, (f) est nul.

c. Ona 3 2
117 9 12n 27
ao(f)==| ttdi=——"==—.
o(f) ﬂ./:n m 3 3
Pour n € N¥,
n sin(nt) |* 2 7
wan(f) = f t*cos(nt)dt = [tz (nt) ——f tsin(nn) dt
7 -7 nJ-n
2 t /1 l T
- __( _tcos(n ) +—f cos(nt)dt)
n -7 nJ-n

2 n n n4m
= S @#EED +aE=D") = D"
n n

Onadongc, pour tout n € N*, a,(f) = (-1)" % Lasérie Z a,(f) converge absolument doncla série de fonctions

Z a,(f) cos(nx) converge normalement sur R et on peut appliquer les résultats précédents :

HZ
VxeR, f(x) = ?+4Z( n"

n=

cos(nx)

d. On évalue en 7. Cela donne
+00

f(ﬂ):ﬂzz% Ziz

too ] 712 el DLCR
ce qui donne Z Pl . De méme en évaluant en 0, on obtient ) =1z
n=1 n=1 n

a. On simplifie la somme A, (x) 4 I'aide d’une série géométrique, puisque e’ # 1 :

noo. pln+x _ 4 ol 5 gin (b
Apx) = Im|) e |=Im|———|=Im|— 2
k=0 er -1 eiz sin §
. onx_ . n+x
sin(—) sin(( )
_ 2
sin —
2
ce qui donne A, (x)| < 1x-
sin —

2
b. Pour tout k € N*, on a sin(kx) = Ai(x) — Ar_1(x) avec Ap(x) =0. On a alors

n n n—1 n—1
Sp(x) =) b (Ap(x) = Ag—1 (%) = ) brAp(x) = Y b Ax(x) = ) (b — bry1) Ap(x) + b A (x) — by Ag(x)
k=0 k=1

k=1 k=1
n—-1 b
Cela donne S, (x) = k§1Ak(X) (br. — by+1) + €1(x) avec €,(x) = b Ap(x). On a enfin |e,(x)| < W;/Z) de limite

nulle lorsque 7 tend vers +oo.
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C
Q12

a.

b.
Q13

a.

b.
Q14

a

b.
Q15

. On commence pour x €]0,27[. On a

| Ak (x) (b = brs1)| < .;(bk = bg+1)
sin(x/2)
car by — b+ = 0 (suite décroissante). Puisque la suite (b,) converge, la série Z(bk — br+1) converge. Ainsi la
série Z A (x)(bx — bi+1) est absolument convergente. Puisque €, (x) tend vers 0 lorsque 7 tend vers +oo, on en
déduit que S, (x) admet une limite finie lorsque 7 tend vers +oco. Pour x = 0, S, (x) = 0 pour tout n € N donc la
limite existe également. Enfin S, est de période 27 donc la convergence a lieue pour tout x € R.

Ona
|20 (=) = S0 (1) < 1520 = Snlloo < 1520 = Slloo + 15 = Sullo-

Ce majorant tend vers 0 lorsque »n tend vers +oo ainsi

On écrit le terme

n)”~ \/5
T T 2n ) kn
SZ”(4n) Sn(4n) k;ﬂbksma kzn:+1bk/ \/_ann

Puisque by, est également positif, par encadrement lirP nby, =0 et lirP 2nby, =0.SineN,0<(@2n+
n—+o0 n—+o00

Dbopi1 < 2n+1)byy, = 2”;1 (nby,). Donc nhIP (2n+1)b2p+1 = 0. Finalement, puisque les suites extraites de
—+00

rangs pairs et impairs convergent vers 0, ona lim nb, =0, c’est-a-dire que s'il y a convergence uniforme sur
n—+oo

1
R d'une telle série trigonométrique, alors b, = o0 (—).
n—+oo n

Puisque la suite (1/+/n) est décroissante vers 0, on peut appliquer les résultats précédent. La série de fonctions
converge simplement sur R. Si la convergence était uniforme sur R alors on aurait nﬁ de limite nulle, ce qui
n’est pas le cas. Il n'y a donc pas convergence uniforme sur R.

Pour tout n € N*¥, S, est impaire et de période 27 : pour tout x € R, S,(—x) = =S, (x) et S,(x + 271) = S, (x). En
passant a la limite lorsque 7 tend vers +o0o, on obtient que S est impaire et de période 2.

-nt
. Soit f:t— eW. Cette fonction est continue sur ]0,+oo[. On a f(¢) [~ L, donc f est intégrable sur ]0,1], et

oVt

f= .0 (e~""), donc f est intégrable sur [1, +oo[ (car n > 0). Finalement f est intégrable sur ]0, +ool.
—+00

Lapplication f est intégrable sur R* et 'appliction u — u/n est une bijection de classe ¢! de R* sur R, on
peut donc effectuer le changement de variable associé, ce qui donne

+°°e ”t f+°° e du 1 ftee e_” \/ﬁ
Vain n vnlJo \/_ Vi

0

. Onnote6: t— |¢**~1|>.Ona

w(t) = (e "cos(x) — 1) + (e 'sin(x))? = e 2" + 1 —2e ! cos(x).

On aalors y/'(1) = —2e 2! + 2™ cos(x) = 2¢~ " (cos x — ™). Si cos x < 0, alors la fonction v est décroissante sur
R. Si cosx > 0, alors 8'(¢) > 0 si et seulement si cosx > e~ %, ou encore t > —In(cos x). Cela donne les variations
suivantes :
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. Puisque le dénominateur ne s’annule pas (d’apres la question précédente), la fonction h: t —

e Sixe(F,nl[:
t 0 +00
|elx_1|2
01 \\»1

e six€l0,Z[:

t 0 —Incosx +00

|e1x_1|2 1

qQ o~ sin® x ~

. e 2. N . . .
Dans les 2 cas, on a bien, pour tout ¢ € R}, |e”‘ L 1| = sin® x d’ot1 le résultat puisque sinx > 0.

e*l‘
—————— est
\/;(1 _ elx—l’)

pour tout ¢ € R}, si bien

H

1 e

P

continue sur ]0, +oo[. On peut minorer |eix’t — 1| par sinx. On a donc |h(f)] <

que h est intégrable sur R} .

. On utilise le fait que f dt ce qui donne
q \/— \/— q

1 ” +00 e—kt 1 +00 ek(iJC—l‘)
=1 vex f —dt=—I f dt|.
U (x) NG m(e'™"™) A 7 N m( A NG )

Cela donne alors

Sn(x)

n k(lx 1)
—Im( Z )

1 +o0 pix—t _ (jix—tyn+1
- _Im( udt.
0

ves Vi(l-e* "
. On utilise le théoréme de convergence dominée. Soit
ix—t (elx—t)n+1 et (elx—t)n

nl)=—— =
S P f(l &)

La suite (gp) est une suite de fonctions continues et intégrables sur R} (d’apres ce qui est fait avant). Si ¢ > 0,
alors 0 < e”! < 1, donc liI_P (e~ H" = 0 (puisque [(e*)"| = e~"*"). La suite de fonctions (gn) converge sim-
n—+o0o

plement vers la fonction g : t — e~ ? fonction continue sur R} . Pour la domination, on remarque

1
Vi -e* '
que |1— (@O <1+ e )" <2, ce qui donne |g, ()] < \/—ll = ik , intégrable sur R} (fait avant). On peut

appliquer le théoreme de convergence dominée, ce qui donne

1 +00 eixft
=1 f —dt]|.
T0=7 m( o Vil-e*h )

On détermine la partie imaginaire de la fonction :

elx—t ~ elx—t(l _ e—lx—t) B elx—t _ e—Zt
(1-e*h [1-e* 12 e 2 +1-2¢ "cos(x)
(sinx)e”’ _ sinx

d’ou, une partie imaginaire égale a

. On en déduit enfin que

t+ 1 _2e_tcos(x) ~2cht-2cost

sinx [t dt

2vndo  Vilcht—cosx)

fx)=

. On integre une fonction continue, intégrable, strictement positive sur R}, et sinx > 0. Ainsi, pour tout x > 0,

fx)>0.
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a. Soit hla fonction h: u— . Elle est continue sur ]0,+oo[, on a h(u) ~ ————, intégrable

Vu(sh?u +sin® x) 10, +ool (@) u—0 (sin® x)vu &

sur]0,1],et h(u) = o (Lz) Ainsi h est intégrable sur ]0, +ool.
u—+oo\ iy
+00 1

b. On s’intéresse a la fonction g : x — f hix,u)du ou h(x,u) = . Pour tout x €]0,7[, u —

§ (x, ) (x, ) Vu(sh?u+sin® x) 10,71

0
h(x, u) est continue sur ]0, +oo[. Pour tout u €]0, +oo[, x — h(x, u) est continue sur ]0,[. Soit a €]0,7/2[. Pour

toutx€ [a,m—a],ona
1

Vushu+sin’a)’

et ce majorant est intégrable sur ]0, +oo[. La fonction g est continue sur [a, 7 — a], pour tout & €]0,7/2[, donc
sur |0, 7.

|h(x, u)| <

. Méme principe, avec domination locale, en utilisant le théoréme de dérivation...

d. Ona

. Six€]0,n[,ona, pourtout t=1,0<

sin2x [t dt _ sin2x +oo dt
2vm Jo Vicht—cos2x) 2vm Jo  Vilcht-1+2sin’x)

Comme ch (2a) = 1 + 2sh?a, cela donne

fex) =

sin2x 1 dt
2vm Jo ViE@sh2(t/2) +2sin’x)

f2x) =

Le changement linéaire « = 2u », donne

F2x) sin2x [t dt sin2x [t du
X)) = ——— = .
2vm Jo V2ush?(w) +sin®x)  2v2xJo  Vu(sh?u+sin®x)
On a alors, pour tout x €]0,27x[, S(x) = ;i%g(x/zy Par composition, puisque g est de classe €' sur 10,7[, on
T

en déduit que f est de classe %' sur 10,27l

1

1
<
Vi(cht—cosx) Vit(cht-1)
grable sur [1, +oo[ (méme argument qu’avant) donc,

= a(t). La fonction a est continue et inté-

Vxe€]0 ﬂ[0<](x)<f+ooL—C
T “h Viche-1

I

4
. On a directement la continuité sur ]0, 1]. On cherche la limiteen 0. Onacht=1+ 7+ 5—4 +0(#%) d’ol
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La fonction se prolonge donc par continuité en 0.

. Les intégrales existent (fonctions continues sont ]0,1] et en O(1/ V1) en 0). On regroupe
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On majore la valeur absolue par
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La fonction w est continue sur [0,1] donc bornée. Il existe M un majorant de |w| sur [0,1]. Ainsi, pour tout
x €]0,7m],ona
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d. Lapplication u — v/2(1 — cosx) u? est€! et bijective de [0, 1] sur [0, a] olt @ = (2(1 — cos x))Y*. On a alors

j‘l dt f"‘ 2uy\/2(1 —cosx) 4 4 f"‘ du
U=
2
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Puisque a tend vers +oo lorsque x tend vers 0 et 2(1 — cos x) ~ x% ona

fl dt 21
2 o032 /5"
0 t =0 x 2
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e. On combine le tout I(x) = + J(x). La seconde intégrale est bornée (par rapport a x) et la

fl dt
0 V(cht—cosx)

premiere est équivalente a % lorsque x tend vers 0 (la différence est bornée et I’équivalent tend vers +oo).
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On en déduit que
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Or §() = $EL10x) done S() ~ 2B~ =\ /1

I(x)



