Mathématiques MP2

DS 5 - Sujet Mines

Correction

Opérateur de Volterra et équations différentielles

Opérateur de Volterra

X

1. Soit f € E. Pour tout x € [0,7/2],ona -V *(f) = f(t)dt. Puisque f est continue sur
2

7wl
[0,7/2], =V *(f) est 'unique primitive de f qui s'annule en 7/2. On a alors, en intégrant
par partie (V (f) est de classe &' et g continue sur [0,7/2]) :

/2 /2 /2
V,g) =f0 VIH0gnde = [~V V()] +f0 FOV*(g)(0)dt
Puisque V*(g)(/2) =0 = V(f)(0), on obtient
(ViH,g)={V"(g).

2. ona
o (V*oV(f),g)=(V(),V(g))=(f,V*oVI(g)):'endomorphisme est symétrique
e aveclarelation précédente, (V* o V(f),f) =(V (), V() = |[V() ||2 = 0. Sice terme
est nul alors la fonction V (f) est nulle. En dérivant, f est nulle. Lendomorphisme
est symétrique défini positif.
o Soit A une valeur propre de V* o V et f # 0 telle que V* o V(f) = Af. On a alors

% 2 2
(Vievinf) =AlF " =vin.vimy = vl
Puisque f est non nulle, les deux normes sont strictement positives et A =
2
[vol
2
11
3. Ona V*o V(f) = Af soit, puisque A # 0, f = lV*(V(f)). Puisque f est continue sur
[0, /2], 1a primitive V (f) est de classe &' sur [0, /2] et de méme toute primitive de V (f)
est alors de classe ¢ sur [0,77/2]. On en déduit que f est de classe € sur [0,7/2]. De
nouveau en utilisant les remarques de la premiére question (sur les primitives), on a, sur
[0,7/2], V* o V(f) = Af. Endérivant, ona —V (f) = Af’ et ensuite —f = Af". On en déduit
que f est solution sur [0,7/2] de y" + %y = 0. La fonction V*(V (f)) s'annule en /2 donc
Af(m/2) =0dou f(n/2) = 0. Larelation -V (f) = Af donne en 0, f(0) = 0. Finalement f
est solution de

> 0. Les valeurs propres de V* o V sont strictement positives.

1
Y43y =0,

avec les conditions y(%) =0ety'(0)=0.

e On cherche les solutions du systéme précédent. Puisque A > 0, les solutions de

I'équations différentielles sont les fonctions x — A cos (ﬁ) + Bsin (ﬁ) La va-

leur dela dérivée en 0 donne B = 0. Il reste x — A cos ﬁ .Lavaleurenn/2donne:

il existe k € Z tel que

/2 ] 1
772 _ P! kn ouencore VA = ,
Vi 2 2k +2
cest-a-dire qu’il existe k € Z tel que A = m Si k = —p < 0alors m =

+1)2 avec p € N*. On peut donc se limitera A =

2p-
bilan analyse : si f est vecteur propre pour la valeur propre A alors il existe n € N tel

que A = m et il existe A € R tel que, pour tout x € [0,7/2], f(x) = Acos((2n +
1)x).

e Réciproque : on peut vérifier que ces fonctions conviennent (c’est-a-dire que
V*(Vf)) = Af) ou simplement remarquer que le systtme obtenu est équivalent a
larelation V*(Vf)) = Af. En effet :

m avec n € N.

~ 0 = Af(/2)
V*(Vf»=Afo{ v = o{ 0 = AFO
- _f — /'lAf”

Syntheése : A est valeur propre de V*V si et seulement si il existe n € N tel que 1 =

(271+1)2' On a alors E, (f) = Vect(f,)) ou f,, : x — cos((2n + 1)x).

Théoreme d’approximation de Weierstrass

5. Calculs de B, (f)

e Onadirectement B, (f) = (x+1-x)" = 1.

k

e Onsimplifie 7; (7). Ce terme est nul lorsque k = 0. Pour ket n>1,0ona

E n _E n! 3 (n-=-1)! _[n-1
n\k] nkln-k! *k-Dn-k! \k-1)
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Cela donne

B, (f)(x)

S R | Ny
Z’(k—l)x (1-x)

I
—_

n-1
= v )xk“(l—x)"_l_k =x(x+1-x)""'=x
o

ke

e Ona, pour n,k =2
k_z(n) _ k(k—l)(n)+£(n)
n?\k n> \k| n*\k
_ n—lk(k—l)(n)+lk(n)
n nn-1)\k|] nnl\k
_ n—l(n—2)+l(
n \k-2| n

Pour k =0, le terme est nul. Pour k = 1, il vaut # (1) = % On en déduit

n-l&(n=2) ¢k, Lo [P ki nk
Z(k—z)x (1-x) +nz(k—l)x (1-x)

n k= k=1

B, (f)(x)

n 1
= Px+1-x0)"2+ x(x+1-x)""!
n n

n-1, 1
= X+ —=x
n n

On peut retrouver ces résultats plus simplement en « dérivant » le terme en x*. On pose
gy =(y+1-x)" = kio (Z)yk(l —x)"~*_En dérivant, on obtient g’(1) = kio (Z) ky*1(1 -
x)"k, ce qui donne %g’(x) = i Z %xk(l - x)"k, Puisque g'(x) = n, on retrouve le
résultat. En dérivant yg’'(y), on I‘Cu:rco)uve de méme la troisieme somme.

6. Onnote f; : x — x*.Ona

n-1

g,(x) = B, (f5) (x) — 2xB,,(f;) (x) + x*B, (f;) (x) = x%+ %x —2x%+x?= %(x -x%).

7. (a) Sikel, ona(x—%)?>a? doulerésultat. On a alors, en notant M = ||| _,

n
u, < 2M Y |7 |1xfa -k
keI, k
n\1 (k 2
< 2M —(——x) xFa-x)"k
kezln k)a?\n
2M & (n) (ko
< 2 ——x| x*a-x)"k
2 (o)l ) wa-
2M
< 58K
(b) Puisque g, (x) est maximale en 1/2, on obtient u,, < zévzjn.

8. On se fixe € > 0. D’apres la continuité uniforme de f, il existe a > 0 tel que
Y, ) el0, 1% |lu-vi<a=|fw-f)<e.

On définit alors la valeur u,, précédente. On a alors

xk(l _ x)n—k

If() =B, (N <u,+ Y,

ke[0;n]\,

(Z) ‘f(x) - f(%)

Si k € [0; n]\I,, alors }x - %’ < a et ainsi ‘f(x) —f(%” < €. On peut alors majorer :

n
e
ke[0;n]\I, k

Fa-x"F < Y (n)sxk(l—x)"_k
ke0;n]\I, k

< e )

(n)xk(l —x)" k=g
ke[0;n] k
M

On en déduit alors que |f(x) — B, (f)(x)| < €+ 2aZn Le majorant tend vers € en +oo, il

k
f(x)—f(;)

existe donc n, € N tel que, pour n = ny, |f(x) — B, (f)(x)| < 2¢. Cet indice n, ne dépend
pas de x. Ainsi, pour n = ny, ona ||f — B, (f) I, < 2€.

Développement de V* o V (f) en série trigonométrique

9. Parlinéarité, il suffit de prouver que t — cos” t est dans F,, (ainsi tout polynome de degré
n en cost sera dans F,)). Plusieurs facons pour le faire
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e récurrencesur n: #(n):«t — cos” t estdans F,, ». La propriété est vraie pour n = 0
et n = 1. Soit n € N pour le quel la propriété est vraie au rang n. On a alors I'existence
de ay, ..., a, dans R tels que, pour tout ¢ € [0, 7],

n
cos"t =) aicos(kt)
k=0
On a alors, pour tout t € [0, 7],

Y ay cos(kt) cos(t)
k=0

0s"*(t) = (cos t)(cos™ t) =

On a la relation cos(a + b) + cos(a —
te[0,m],

b) = 2cosacosb, ce qui donne, pour tout

n

(cost)(cos™t) = Z ?k cos((k +1)t) + cos((k — l)t))

Osn+1 (t.) —

ce qui est bien une combinaison linéaire des fonctions ¢y, ..., ¢,,; (en utilisant, pour

k =0, cos(—t) = cost). Par récurrence, on a le résultat.
e Parles formules d'Euler :

it

e +e‘”)n 1 & (n) i 1 &
- - - - (n—-k)t _ t(n—2k)t

=—) e~ikte — E

2 2" (zo\k 2" =0

On regroupe les termes deux par deux (ceux d’indice k et n — k), en distingant sui-
vant la parité de n (pour le terme central). Par exemple, si n =2p, on a

gl

-

10. On doit calculer ||c, . Ona

cos" t = (

cos?P (1)

Jeally = [ costnnratr

1+ cos(2nt)
2

Si n = 0, on trouve 7, sinon on linéarise cos?(nt) = et la norme vaut /2.

En posant a; = L et a, =4/ % si n € N*, la famille (a;ci)iefo;n) €St une base ortho-
T

normée de F,,. On monte C, = a,c, pour n € N. La famille (C,,),,cy est orthonormée.

Il reste a prouver qu'elle est totale, c’est-a-dire que I'espace vectoriel engendré par ces
fonctions est dense dans G pour la norme ||-||; (et pas pour la norme infinie). On note
F = Vect(C,,n € Z). On se donne f € G. On veut montrer que f est limite d'une suite
d’éléments de F.

¢ on utilise la fonction h = f o arccos définie et continue sur [-1, 1]. Ainsi, pour tout
t €10,7], f(t) = h(cost).

e soit £ > 0. Il existe un polynéme P d'un certain degré d tel que || — Pl o, -11 < €

e pour ce polyndme P de degré d, la fonction g : t — P(cost) est une fonction de F,
d’apres la question 8.

e pourtoutu € [0,7], f(t)—g(t) = h(cost)

ce qui donne

—P(cost)et|(f—g) I <Ih—Plloopy <€

”f_g”oo,[o,n] <€
e ona

”f_gHé =f0 (f (w) - g(w))* du sn”f—g“io,[o,n]

d’otu < ﬁe avec g € F;. On a bien montré la densité de F dans G et la
famille est totale.

11. on note, pour tout 7 €N, d, = ||f = pr, () .-
e On sait tout d’abord que d,, = giggfn |f - gll ;- Puisque F,, < F,,,, la suite (d,) est dé-
croissante.
e On se donne ¢ > 0. D’apres la question précédente, il existe ny € N et h € F, telle
que |[f-h|, <e.

e d’apres la définition de la borne inférieure, d,
pour tout 1 = ny,onad, <&

< ||f - k|, < . Par décroissance,

On a bien obtenu que lim 4, =0.
n—+oo

D’une part, la fonction g est dans G (limite uniforme d’une suite de fonctions continues
sur [0, 77]). En utilisant les propriétés des normes et la comparaison |-||; < ﬁ lI-llo, On @

If =gllg < If = Pe, (D)l + 1Pe, ) =&l < If = B, Dl g + V7 1P, (D - g,

Lorsque 7 tend vers +oo, on obtient ||f — g|| .. Ainsi f = g.

Pour tout x € [0, %], on définit la fonction g, sur [0, 7] par la formule :

14 : 14
j—max(x,t) 510<t<7

—g.(m—1) si%sts

]

gx(t):{
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12. Oncommence par représenter la fonction g, (c’est mieux si on veut voir ce qu'il se passe) :

Si on veut expliciter les valeurs de g, :

%—x si0<t<x

q_¢ sixst<Z

n=1{ 2 : 2
& (1) —(E—(n—t))=%—t s1%<tsn—x
—(j—x) sim—x<t<mn

On remarque notamment que graphe présente une symétrie de centre (7/2,0) - effecti-
vement les points d’abcisses ¢ et 7 — ¢ (de milieu 7/2) ont des ordonnées opposées. On
calcule alors py (g,) par la formule de projection dans une base orthonormée :

Pr, (&) = ) (& Ci) Cr = = (8w Co) + = ) (&ur Ci) Ci-
k=0 T T k=1

Ona

/2

(g Cr) gx(t)cos(kt)dt+f” g, () cos(kt)dt
/2

/2

g.(t)cos(kt)dt —f g.(m—t)cos(kt)dt
/2

on effectue le changement affine « u = ¥ — ¢ » dans la seconde intégrale ce qui donne

/2

0
(g% Cr) gx(t)cos(kt)dt+f g. () cos(knm — ku)du
/2

/2

/2
gx(t)cos(kt)dt—f (-D*g, (u) cos(ku)du
0

/2

(1-(-D% g, (1) cos(kt)dt
0

On a déja(g,, ¢ ) = 0lorsque k est pair. On s’intéresse au calcul de I'intégrale :

/2 X (7T w2 (g1
g.(t)cos(kt)dt = f (E - x) cos(kt)dt +f (E - t) cos(kr)dt
0 0 X

[(n )sin(kt)r [(n )sin(kt) mi2 7/2 sin(kt)
= ——X +||=—-t +f dr
2 k 0 2 k x x k
3 (E B )sin(kx) B (E B ) sin(kx) ~ cos(kt)1™'?
- 2 k 2 k k2 e
cos(kx) cos(km/2)
Tk R
Pour k =2n + 1 impair, on obtient
w2 cos(2n+ 1x)
(H)cos(kt)dt = ———
8x ) 2n+1)?
Finalement, la coordonnée de py, (g,) sur ¢, est0si k est pair et % %ﬁcx) si k estimpair.

1A

4 cos((2n+1)x)

On note §,, = (g,) = = _
n pF,, 8x T r;o @2n+ 1)2

cos((2n+1)x)

(2n+ 1)2 Con+1- On a

Cops1 CL Uy =

4 L. . o

It [l oo, 0,01 < prTTRAL la série de fonction Y_ u,, converge normalement donc unifor
+o00

mément sur [0, 7]. On note h = Z u,.D’apres la question 10., on a g, = h. Notamment,
n=0

pour tout ¢ € [0, %],

+00
& (1) = g —max(x, f) = 4 y cos((2n +1)x)

- WCOS((ZTZ‘FDI’).
n=0

13. Onréécrit séparement chaque terme.

e ona,pourxe[O,7],

fox (g —x)f(t)dt + ff (g - t)f(t)dt

_ (% —x) foxf(t)dt + %fff(ndt—ff tf(1)dt

v/

= 3 fomzf(t)dt—xfoxf(t)dt—ff tf (t)de

F (f — max(x, t))f(t)dt =
o \2
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e et, en intégrant par parties,

Ve V)(f)(x)

/2
f V() dt
/2
= [tviH o) - f tf (1) dt

T T /2
= VG -xV (O —fx tf (1) dt

/2

b4 x Z
- 7] f(t)dt—xf0 f(t)dt—fx tf(1)di

Cela donne I'égalité demandée. On a alors, avec la question précédente,

mi2 4 +o0 cos((2n + 1)x)

cos(@n + 1)0)f (1)dt
T =0 (Zl’l + 1)

V*oV)(f)(x)=f0

cos((2n+1)x)

On note vy,(r) = Cen 1P

cos(2n + 1f(t). On a

1
(27’1 + 1)2 ||f||oo,[0,n/2]
Cela permet de permuter somme et intégrale, ce qui donne, pour tout x € [0, %],

+00 /2
(Ve V)()x) =), (% f(H)cos(2n+1)t)dt | cos((2n +1)x)
n=o\72n+1)°Jo

Ennotanta,(f) = / f(t)cos(2n+1)t)dt,onapourtous f € Eetx €[0,7]:

(2n+ 1)?
Ve V(f)x) = Zoo a, (f)cos((2n + 1)x).
n=0

” Un “oo,[o,n/z] <

et la série de fonctions Z v, converge normalement sur [0,7/2].

Equations différentielles du type Sturm-Liouville

14. On se rappelle qu'on a étudié V* o V dans la partie A : il est symétrique et (V* o V)(¢,,) =

mq)n. Cela donne

<V*°V(f)’(pn>=<frV*°V((pn)> <f (pn>

@2n+ 1)2

15. le plus sir est de le faire par deux implications.

e sens direct : si g est solution alors g” + Ag + h = 0 avec les deux conditions. On ap-
plique 'endomorphisme 6 = V* o V al’équation différentielle. On a 6(g") + 16(g) +
0(h) = 0.On s’intéresse a ¢ = 6(g"). On a, en utilisant les deux valeurs pour g et g’ :

/2 /2 /2
w(x) = f (f g”(u)du) dr —f [g'(w)]gdt = g't)ydr=gm/2)-g(x) =-gx)

cela donne —g + A0(g) +0(h) =0ouencore g =AV* o V(g)+ V*o V(h).

e Réciproquement, si on a cette relation, la fonction g est de classe ¥ et on obtient
en dérivant
g =-AV(g)-V(h) puisg"=-Ag—h
En évaluant la premiére relation en 0, on a g'(0) = 0. La relation de départ évaluée
en /2 donne g(m/2) = 0. On a bien le systeme (S).

On effectue alors le produit scalaire avec la fonction ¢, et on utilise la question précé-
dente. On obtient

<gr¢n>=m<g»<l’n> m( »Pn)
ce qui donne, pour tout n € N :
A 1
l-— Pn)= 5 hv n
( (2n+1)2)<g(‘0> (2n+1)2< on)

On reprend la question 12. On remarque que

ay(f) = \/—(2 +1)2<f(pn>
et, pour tout x € [0, 7],
sy 1
Vievinm =Y o o en) a0,

On a alors, pour tout x € [0, 71,

AV oV (g)(x) + V™ e V(h)(x)

g(x)

+00

= X

= (2n+1) (A8 @) + {1 ) P (x)

+00
= L (8000

en utilisant la relation précédente sur les produits scalaires.
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16.

+00
e D’apres la question 14. si g est solution alors g = Y_ (g, ¢, ) ¢, avec
n=0

(8 ¢n) = /l<h’(n0n>'

2n+1)?%-

+00
Clest-a-direque g = ) ——————(h,@,) @, et cest la seule solution possible.
n=0 2n+1)°-A2

e Réciproquement, on étudie la somme de la série de fonctions ) w, ou w, =

m(h'¢n>(ﬂn'ona

4 1

/2
||wn||oo$;mj(; |h(t)|dt =

La série de fonctions continues w,, converge normalement sur [0, 7] et on peut poser

|Cn+1)2- 1]

+00

g =) w,. lln'yaplus qu'a vérifier que g est solution... on justifie un peu moins...
n=0

Puisque g est continue, on a

+00 +o00o
Y a,(g)cos(@n+1)x) =) a,(g)cos(2n+1)x)

n=0 n=0

V* o V(g))

+00

= X

nzom(gv(ﬂn)%

Par convergence normale (c’est 1a qu’il faudrait I’écrire mais c’est facile), on vérifie
qu’on peut permuter somme et intégrale dans le calcul de (g, ¢, ) et cela donne

+00 1 1

(8:0)=2 7 (o) (P 9i) =

h,
Zen+l) )L< i)

Qk+1)?%-
car {¢,, ;) = Oy, et finalement

Ve V( )(x)—io : .
&= a0 2n+17? 2n+1)% -2

(h, @) @, (x)

On fait de méme pour & et on obtient

+00

V¥%eV)(x)= )

n=0 m (R @) P (1)

17.

alors

+00 1
AV*oV(g)+ V™oV (h) ( A

+1)<h,<pn><pn

= en+D2\2n+1D%-2
+oo 1 A+2n+12%-2

= h’ n n
n=0(2n+1)2( @2n+1)2-1 )< Vn)9
+00 1 1

= h’ n n
go(2n+1)2(2n+1)2—a< Pu) P

= g

e On commence par le cas < h,(pp> # 0. Si 'équation a une solution on doit avoir

la relation entre <g,(pp> et <h,<pp> de la fin de la question 14. Cela donne 0 =

1

Cp+1)? <h, (pp> d’out une contradiction.

e Dans le cas ou <h,(pp>, on n'a plus de valeur imposée pour <g,(pp>. On vérifie
comme précédemment que

1
- h,
neN,n#p (2}’1 + 1)2 _A < (pn>(,0n

g =
est solution de (S). La fonction z est alors une solution de (S) si et seulement si
y = z — g vérifie y" + 2p + 1)?y = 0 avec y(n/2) = 0 et y'(0) = 0. Les multiples de
¢, sont les solutions de cette équation. Les solutions forment une droite affine pas-
sant par g est dirigée par ¢,,.
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