CORRIGE DE L’EPREUVE X 2006, MATH 1

PREMIERE PARTIE

1. Siy=1ona f(z) = f(x) et f(0) =« ce qui est équivalent a f(x) = ae®.
2. Siy = —1lalors f'(z) = f(—z) d’ou f"(z) = — f'(—x) = —f(x) par conséquent f s’écrit
sous la forme f(z) = Acosz + psinzx.
f(0) = a donne A\ = « puis f'(0) = f(0) = « fournit © = a donc, nécessairement, f
s’écrit sous la forme f(x) = a(cosx + sinx).
Réciproque immédiate.
A n=D/2 An1 v

3. a) Soit a, = ——— alors = — 0 donc le rayon de convergence de la
n! an n—+1

n

+o00

série entiere ) a,x" est infini par conséquent, f,(z) = o Y a,z" est absolument
n=0

convergente pour tout x € R et on peut dériver terme a terme.

+o00 n +o0 n
/ _ n(n-1)/2 T _ (n+1)n/2 L
x)_a;V (n—l)!_Oénz:%7 n!

“+oo
n(n-1)2 (72)"
= a3 = fw)

Vu que f,(0) = « alors la fonction f, est bien solution du systeme (C., ).

b) Si |y| > 1 alors la série entiere a un rayon de convergence nul.
€T

4. a) On a (Tag)(x) — (Tah)(x) = / (g — h)(~t)dt donc, pour z € [—A, A, on obtient

[(Tag)(x) = (Tah)(2)] < |zlllg = bl < Allg = Al dott |Tag — Tahll < Allg = hll. Ta
est lipschitzienne donc continue.
b) Par double implication.
e Si f dérivable est solution de (C, ) alors f'(x) = f(vx) est continue donc

:/jf’(t)dtz/omf(%)dt

soit f =T4f et ceci pour tout A > 0.

T

e Si f=T4f pour tout A > 0 alors f(z) = « —l—/ f(yt)dt donc f(0) = « et,

0
comme f est continue (dérivable), alors f'(x) = f(vyx).

c) Au a) on a déja majoré |(Tag)(x) — (Tah)(x)| ce qui assure la propriété a I’ordre 1.

On fait alors une récurrence sur n : si [(T%g)(z) — (T5h)(z)| < 4" —1/2 m || h|

alors, en écrivant que T4 = T4 (T%), on arrive a

T

(T3 g) (@) — (T h) (2)] = i (Thg)(vt) — (Txh)(71) dt' <

Aﬂ@@wm—awmwnﬂ

* vz n(n "l |"
<|[ T g — niat < e | [T B el g -
0 n: 0

d’ott le résultat en intégrant.
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ATL
d) Pour x € [A, A] on a donc |(T4g)(x) — (T3h)(x)] < |y|"@~V/2=||g — h]| soit, en
n!
prenant la norme infinie sur [—A, A],
Thg — T3hl < "= g — b < 20 jlg — .

Montrons que n(A) = 3[A] convient :
e Soit u, =Inn! —nlnn + n,

Upt1 — Uy =In(n+1)+1—(n+1)In(n+1)+nlnn=1—-nln(l1+1/n) >0

1
car In(1 +1/n) < — donc u, > u; =1 > 0.
n
e On a ainsi n! > (g)n or n4) = 2[/1} > A donc n(A)! > A™A) et par
n(A)

n(A)!
e) Solent g et h deux solutions de (C,,) : on a Tyg = g et TAi(z :) h pour tout A > 0
done [|T4Wg — T4 = |lg — hl| < kllg — || avec k < 1 donc ||g — h|| = 0 soit,
pour tout = € [—A, 4], g(z) = h(x).
Comme ceci est vrai pour tout A > 0, on en déduit que g = h sur R.
5. a) f,(x), pour x fixé, est une série entiere de v qui converge pour |y| < 1doncy — f,(x)
est continue. En particulier }{% fr(x) =1+

e

< 1.

conséquent, ||TZ(A)g — TZ(A)hH < kllg — h| avec k =

1 n
b) Posons a, = % et uy (v, ) = 7"("_1)/2x—' alors
n!
n—q
Py, an(a, — (.. )(a, —p+ 1)yen? . sin>g
B paxq(7>z): (n_Q)
v 0 sin <q.
Pour (v,z) € [-1,1]x[—A, A] on a
ap—l—qun 1 ) An—4
, )| < |ap(a, — o)la, —p+ = v (p, ourn = q).
s (0:0)] € Jafan = 1) Dlow =+ UL =) (pow >
=
n 1) opr A
Or UUZI ~ (n J;p ) x@m — 0 donc > v,(p, q) converge par conséquent
8P+q
N qun(%x) converge normalement sur [—1, 1]x[—A, A].
YPOx:
OPHIF
On fait alors une récurrence sur p+q pour montrer que Eay existe et est continue :
VPOx:

e p+ q = 1 est une conséquence immédiate du théoreme de dérivation terme a
terme d’une série de fonctions dont la série des dérivées converge normalement.

e On suppose la propriété vraie a 'ordre n. Sip+¢qg =n+1 alorssi p > 1 et

>1 g 8”7F existe et est continue, de méme pour 3 8"7F

¢z Oy \ OyP—10x4 ’ PO 5e OyPOr1—1
(toujours le théoreme de dérivation).
Grace au théoreme de Schwarz, on en déduit que la propriété est vraie a l'ordre
n+lpourp>1letqg>1.
Dans le cas ou (par exemple p = 0) on utilise le théoréeme de dérivation par
rapport a x a 'ordre n + 1.
OPHIF

T OOt

continue sur [—1, 1]x[—A, A] et ceci pour tout A > 0 donc F' € C*([—1,1]xR).

existe et est

Conclusion : on peut affirmer que, pour tout (p,q) € N2
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c) On distingue deux cas :

e Six>0alors f(z) > 0et f'(x) = f(yx) = 0 donc f est croissante.

+o0 n
e Siz €[-1,0], on pose z = —y, f(z) = Z(—l)"v"("_l)/zy—' qui est la somme
n!

n=0
d’une série alternée (u, = "=/ /29 Qécroit vers 0) donc f(z) 21—y >0
n!

et f'(z) = f(yx) > 1 —~y > 0 donc, la aussi, f est croissante.
En +oo, f(z) > 1+ pour x > 0 donc lim f(x) = +o0.

r——+00

DEUXIEME PARTIE
Co Co Co

6. Posons ¢, = W et c_, = m pour n >0 (i.e. ¢, = W)
. R n ol Capay™ 1 n
e Vérifions (1) .81 n 2 O, |Cn|7 = m donc W = % — O, Z |Cn|7

converge.

ol

W et Y |c_n|y" converge.

De méme |c_,|y" =

s . .o n
e Vérifions (ii) : D |ca| et Y |c_n| convergent et comme €7 * < 1 pour z € R_ les
Y ,\/nw ,\/nw 1 7, . d d/ . 7 1
séries > c,e? " > c_,e?* convergent et les séries des dérivées convergent normale-
ment grace a (i) donc ¢ est dérivable et

+oo +oo
"(x) = ey eV 4 .oy e+ oy €F
¢ (z) ; v ; v 0
=Cn-—1 =C—n—1 =C-1
= ()
to ] o1 -
7. ©(0) = ¢ [Zo T > 7"("—1)/2:| = QCOZ RSV avec s, > 0. Il suffit alors
n=0
— ——
a -
de prendre cg = —.
2s,
8. On pose cette fois-ci ¢, = (—1)"% et c_p, = (—1)"ﬁ- La condition (i)

est satisfaite, (ii) est remplacée par Y c,e™7"® est absolument convergente pour tout
x € [0, 400 et, si ¥(z) = Y. c,e”7"%, alors ¢ est dérivable et

nez
+o0o “+oo
Y(x) = Z —c, Y e+ Z —c_p,y e T+ —cy e = (yx)
n=1 —c 1 n=1 —c_p 1 —c_1

Cependant ¢(0) = ¢ [Jiz 77€@2 + Z (_1)n } =0.

TROISIEME PARTIE

9. Par une récurrence immédiate, on a f™(z) = 4"""V/2f(y"z) et, en remplacant
n par n — k, on obtient f" 7R (qkg) = HM=RM=k=1)/2f(rny)  On en déduit alors
que fM(z) = Arn=D/2==k)n=k=1)/2 f(n=F) (k1) et la relation demandée est une
conséquence de I'égalité n(n — 1) — (n — k)(n — k — 1) = 2kn — k(k + 1).

10. On remarque tout d’abord que G, C C*(]0, +00[) donc ¥ est bien définie et c’est une
application linéaire.
Supposons que ¥(f) =01i.e. f(z) =0 pour z € [1,7].
e Par récurrence sur p, montrons que f =0 sur [(_,) :
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— Si p =0, c’est vrai par hypothese.
— Supposons que f = 0 sur [_p alors f'(z) = f(yx) entraine que f'(z) = 0 sur
I_p_1y, et comme f(y7P) =0 alors f(x) = 0 sur J_, 1.
e Montrons que f = 0 sur I, : soit y € Iy, y = Pz ol x € I alors f¥(z) =
APP=D2 f(yPa) = 0 done f(y) = 0.
Conclusion : f = 0 sur U I(p) =)0, 4o0[ soit ¥ est injective.

PEZL
11. % Si g = U(f) alors f™(x) = y"~1 f(*=(2) et, en appliquant ceci & = 1, on trouve
g™ (1) =~"g" () (T)

* Réciproquement : soit g € C*°(/(o)) vérifiant les conditions (I").

e On pose f(yx) = ¢'(x) et f(x) = g(x) pour x € I = [1,7]. Pour montrer que
[ € C®(Ipy U Iyy), il suffit de prouver que le branchement en 7 est C> a I'aide du
théoreme du prolongement dérivable soit encore que f (x) admet une limite quand
x — v pour tout n € N.

La limite & gauche en v existe et vaut g™ (), il suffit de prouver quil en est de
meéme pour la limite a droite.
Lorsque = — 1%, on a 7" f®(yx) = g+ (2) — ¢" (1) = 479" (7).
[ € C®(Ip U Iy)) et par les mémes arguments, on prolonge f a une fonction de
C>*([1, +o0]) qui vérifie f'(x) = f(yz).

1

e Pour z € [(_yy = [1/7,1], on pose f(x) = g(1) —/ gyt)dt. f'(x) = g(yx) = f(yx)

et, comme ci-dessus, on montre que f € C*(/ () Ul (-1)) puis que f se prolonge en
une fonction C* sur |0, v[.

Conclusion : on a construit une fonction f € G, telle que U(f) = g.

12. a) D’une maniere générale on a f®)(z) = vP®=1/2 f(4Px) d’on la relation demandée en

lappliquant a x € I(_p).
Siz =y Palors fP)(y7P) = APP=D/2f(1) = 0, de méme, f*)(z) = AFED/2f (k) et
en 'appliquant & z = y~? on obtient f*)(y7P) = f((z) (y7P) = AR f(4k=P) =
car k —p < 0.

b) On écrit la formule de Taylor :

- (@ =) ey, - 1 ’ -1
fl@)=f(y )+t e fOU () ——— x — PP (1) de
(2) = £(77) AR vl BCEALD
| @=orisema e
=gq z—1)" " f(yt)dt avec q = ——<
P P P (p - 1)'
et on applique cette formule a x € I_).
s
c) Siz =P ona f_,(y ") =0= qp/ (v P = t)P! fi)(77t) dt. On pose
~~P

gl ol
w=7t o0 =77 [ g (u)y s [ = 0 fo () du =0,
1 1
d) On approche alors f(g) par une suite de polynomes sur [1,]. Comme (y—X)P~1),en-
vy

est une base de R[X] alors, par linéarité, / P(t) fo)(t) dt = 0 pour tout polynome.
1

Si P, f—U> f(0) alors, comme f est bornée sur [1,7], P, f f—U> f(zo) donc
0 0

0= [ Posod— [ fima=o

Comme f est continue alors f() = 0 et, par injectivité de ¥, f = 0.



